Volume | 


Editora 
UEPG 


O Editora UEPG 


Nenhuma parte deste livro, sem autorização prévia por escrito da Editora, poderá 
ser reproduzida ou transmitida, sejam quais forem os meios empregados: 
eletrônicos, mecânicos, fotográficos, gravação ou quaisquer outros. 


Revisão: 
Hein Leonard Bowles 


Capa: 
Kleber Daum Machado 


Editoração eletrônica: 
Kleber Daum Machado 


Normalização técnica: 
Biblioteca Central 


530.141 MACHADO, Kleber Daum 
M149 Teoria do eletromagnetismo. 
vl Ponta Grossa, UEPG, 2000. 
vil 


|-Física.2-Eletromagnetismo. 
3-Eletrostática.4-Eletrodinâmica.5- 
Magnetismo.6-Óptica.L.T. 


ISBN 85-86941-07-/ 


Editora UEPG 
Praça Santos Andrade, s/nº 
Ponta Grossa — Paraná — 84010-790 
Fone/Fax: (42) 220-3308 
e-mail: editora Quepg.br 
www.uepg.br/editora/Editora.htm 
2000 


Sumário 


Prefácio 
Lista de Figuras 


Lista de Tabelas 


I INTRODUÇÃO 


1 Sistemas de Coordenadas, Vetores, Grandezas 

Escalares e Grandezas Vetoriais 

1.1 Sistemas de Coordenadas Retangulares . ... cc. 
1.1.1 Vetores. ...cccccccc a e aa 

12 Sistema de Coordenadas Polares . . ... cc css 

1.3 Sistema de Coordenadas Cilindricas . . «cc cc cc. 

1.4 — Sistema de Coordenadas Esféricas . . . cc. cc. 

15 Grandezas Escalares e Vetorials . . ....... e 

1.6 Exemplos Resolvidos . ....cccscc ee 

1.7 Exercícios ....cccccccccr ea er ar e 


2 Algumas Séries Úteis em Física 
21  Sériede Taylor ....ccccccs ss eae 
99  Sériede Fourier ....ccccccce ea er a ea 
923 Série Geométrica ....ccccccscc aa a 
94 Exercícios ...cccccccccc ea ea a ra ea 


[I ELETROSTÁTICA 


3 Carga e Força Elétrica 


11 


17 


25 


21 


3.1 
3.2 


3.8 
3.4 


3.0 


3.4.2 Eletroscópio . 


Carga Elétrica. ..cccccclcc 
Processos de Eletrização .....cccccccc. 
3.2.1 Eletrização por Átrito ou Triboeletrização 
3.2.2  Eletrização por Contato 
3.2.3  Eletrização por Indução ......cc... 

Força Elétrica ...... A 

Mãos à Obra: Pêndulo Eletrostático e Eletroscópio 
3.4.1  Pêndulo Eletrostático 


Exercicios 


Or AA... AO OO. +OÕJ+AHÕÊã 


Campos Elétricos, I: Conceitos Fundamentais 


4.1 
4,2 
4.3 
4.4 
A.o 
4.6 
AI 
4,8 


4.9 


O Campo Elétrico. ...ccccccscl 
Linhas de Campo Elétrico e Lei de Gauss 
Dedução Matemática da Lei de Gauss 
Aplicações da Lei de Gauss 
O Dipolo Elétrico ....cccccccccc 
Torque sobre um Dipolo Elétrico 
Delta de Dirac e Cargas Pontuais .....cc.. 
Mãos à Obra: Lei de Gauss e Blindagem Elétrica 
4.8.1 Recipiente Metálico e Lei de Gauss .... 
4.8.2 Peneiras e Blindagem Elétrica . ...... 
Exercícios 


A O O O O O O O | 


O O O O O | 


o O O O O O O O O O O O O O O O O O | 


Potenciais Elétricos, I: Conceitos Fundamentais 


2.) 


9.2 
o.o 
9.4 


O.O 


0.6 


Energia Potencial Elétrica e Força Elétrica . ... 
Potencial Elétrico . .... RD 
Potencial Elétrico de um Dipolo Elétrico 
Linhas de Campo Elétrico e Superfícies 

Equipotencials. ...c.cccccccc 
Mãos à Obra: Gerador de Van de Graaff 


O) Lo + a 


5.9.1 Gerador de Van de Graaff e Linhas de 
Campo Elétrico . . ...ccccl 
Exercícios ...ccclcll ll 


Potenciais Elétricos, II: Equação de Laplace 


6.1 
6.2 


Equações de Poisson e de Laplace +... ...... 
Unicidade da Solução das Equações de Poisson e 
de Laplace .....cccccccsc 


oo ooo 


oo o oro *+ 


oo Do Ro Doo + 


DO. O JRR 


tin 


+ = + + - 


+ o] = = 


k + = ” 


ooo rr oo 


O O | 


123 
127 
127 
129 
130 
132 
157 
158 
160 
162 


165 
165 
183 
189 
192 
209 
214 
217 
230 
230 
238 
239 


241 
241 
292 
280 


289 
292 


294 
297 


299 
300. 


301 


6.3 


6.4 
6. 


6.6 


6.7 


6.8 


Equação de Laplace em Coordenadas Retangulares .... 


6.3.1 Equação de Laplace em Coordenadas 
Retangulares Bidimensionais 
6.3.2 Equação de Laplace em Coordenadas 


Retangulares Tridimensionais . .. css. 


Equação de Laplace em Coordenadas Polares 


6.5.1 Soluções da Equação de Laplace em Coordenadas 
Esféricas Envolvendo os Polinômios de Legendre 

6.5.2 Soluções da Equação de Laplace em Coordenadas 
Esféricas Envolvendo os Polinômios Generalizados 


de Legendre +... clic e 


Equação de Laplace em Coordenadas Cilíndricas 
6.6.1 Solução da Equação de Laplace em Coordenadas 


Cilíndricas quando k = 0... cc cc. 


6.6.2 Solução da Equação de Laplace em Coordenadas 


Cilíndricas quando k LO... .cccc 
Mãos à Obra: Simulação de Raios e Poder das Pontas. .. 
6.7.1 Vento Elétrico. .....cccccccc 


6.7.2 Torniquete Elétrico . 


Exercicios 


Potenciais Elétricos, III: Método das Imagens 


(1 


7.2 


Exemplos de Aplicação do Método das Imagens em 


Coordenadas Retangulares . ....cccccc 


7.1.1 Carga Pontual Situada em frente a um Plano 
Infinito Aterrado 


Planos Infinitos Aterrados que Formam um 


Ângulo Reto... . cc cce 
Carga Pontual entre Dois Planos Paralelos . .... 


7.1.3 
Exemplos do Método das Imagens em 


Coordenadas Esféricas ....ccccccccc 
7.2.1 Carga Pontual e uma Esfera Condutora Aterrada . 


7.2.2 Carga Pontual e uma Esfera Condutora 


Carregada +... clic aaa 


7.2.3 Carga Pontual e uma Esfera Condutora Mantida 


a um Potencial Fixo ...ccccccccls cr 


Equação de Laplace em Coordenadas Esféricas . . .... 


6.7.3 Simulação de Raios +... cc cc. Cc 


o... a... mom AM MR 


. Zi... mimo a mM 


7.1.2 Carga Pontual Situada em frente a Dois 


306 
306 
322 
336 
348 
354 
393 
427 
429 
450 
ATA 
ATS 
ATO 


4(1 
479 


481 
481 
482 
491 
490 


00 
900 


906 


909 


7.3 Exemplo do Método das Imagens em 


Coordenadas Cilíndricas ....ccc.. PR 912 
7.3.1 Linha de Cargas e um Plano Condutor Aterrado . 912 
7.4 Exercícios ....cccc.... PR 0916 
8 Potenciais Elétricos, IV: Expansão em Multipolos 519 
8.1 Expansão do Potencial Elétrico em Muitipolos . . ..... 919 
8.2 Expansão da Energia Potencial Elétrica em 
Multipolos ....ccccccccc 960 
8.3 Exercícios ....cccccccicc 10 
9 Potenciais Elétricos, V: Funções de Green | 573 
9.1 Relação entre o Teorema de Green e o Potencial 
Elétrico ..ccccccccccl 13 
9.2 Funções deGreen ......cccccll 9176 
9.3 Esfera Condutora Submetida a um Potencial Qualquer 
sobre a Superfície .....cccccccccl 981 
9.4 Obtenção das Funções de Green em Coordenadas 
Esféricas ...cccccccccl 603 
9.0 Exercícios ....ccccccccccccc 638 
10 Campos Elétricos, II: Meios Dielétricos 641 
10.1 Visão Microscópica Qualitativa dos Dielétricos . . ..... 642 
10.2 Campo Elétrico de um Dielétrico .....ccccccc... 647 
10.3 Condições de Contorno na Interface entre Dois 
Meios Dielétricos ....cccccccccccccc 675 
10.4 Visão Microscópica Quantitativa dos Dielétricos . ..... 713 
10.4.1 Polarização de Dipolos Intrínsecos ........ | 720 
10.4.2 Polarização de Dipolos Induzidos ......ccc... 725 
10.4.3 Polarização em Materiais Ferroelétricos ...... 29 
10.5 Energia em Meios Dielétricos .....cccccclcc cc. (32 
10.6 Exercícios ....ccccccccclc 740 
11 Capacitores 141 
11.1 Estudo dos Capacitores. ....cccccccc a 742 
11.2 Associação de Capacitores .....c.ccccccccc cc. 796 
11.2.1 Associação de Capacitores em Série... ..... | 798 
11.2.2 Associação de Capacitores em Paralelo . . ..... 761 
11.2.3 Associação Mista de Capacitores ........ . TOS 


11.3 Forças e Torques em Capacitores .....ccccccco(. TTO 


11.4 Mãos à Obra: Capacitores ....cccccso. 
11.4.1 Garrafa de Leyden ...cccccc ss. 
11.4.2 Experiência de Millikan .. cc... 
11.5 Exercícios ....ccccccccclc ra 
APÊNDICES 
A Constantes Físicas 
B Operadores Diferenciais 
B.1 Coordenadas Retangulares . .....ccc cc... 
B.2 Coordenadas Cilíndricas ....cccccccc. 
B.3 Coordenadas Esféricas ....cccccccccc. 
B.4 Exercícios ...cccccccccc 
C Equação, Polinômios e Séries de Legendre 
C.1 Resolução da Equação de Legendre ........ 
C.2 Série de Legendre .....ccccccsc 
C.3 Resolução da Equação Generalizada de Legendre 
C.4  Harmônicos Esféricos Yem(0,9) . cc cc cc 
C.5 Exercícios ....cccccccccc cc 
D Equação, Funções e Série de Bessel 
D.1 Equação de Bessel e Funções de Bessel ...... 
D.1.1 Solução para 2» Não-Inteiro . ....... 
D.1.2 Solução para v Semi-Inteiro ........ 
D.1.3 Solução para v Inteiro .....ccccc... 
D.2 SériedeBessel.....ccccclcl 
D.3 Funções de Bessel Modificadas . . ... cc... 
D.4 Exercícios 


Referências Bibliográficas 


Indice Remissivo 


PO O O O O O O 


ooo. 


ooo OO + 


ooo O ro, im 


| O 


oro * 


à DO O DO 


| O O 


co 


(93 
193 
196 
199 


803 
805 


807 
807 
809 
817 
828 


831 
851 
849 
800 
809 
815 


875 
810 
883 
880 
888 
894 
909 
912 


915 


921 


Prefácio 


Após a publicação de meu primeiro livro, Equações Diferenciais Apli- 
cadas à Física, várias pessoas têm comentado comigo que na área de Física 
existem poucos livros para o terceiro grau produzidos por autores brasileiros. 
Essa avaliação é correta, e observa-se que a maioria dos livros se destina às 
disciplinas de Física Básica, tanto para o próprio curso de Física quanto pa- 
ra os cursos de Química, Matemática, Biologia e para as Engenharias, que 
também têm disciplinas de Física Básica em seu currículo. O número de livros 
orientados para as disciplinas mais aprofundadas da graduação em Física e 
mesmo para as da pós-graduação em Física é praticamente nulo, com honro- 
sas exceções. Para as disciplinas mais específicas, Os livros disponíveis estão 
escritos, normalmente, em língua inglesa, ou são traduções — nem sempre 
perfeitas — dos originais em inglês. Esse diagnóstico suscita, de imediato, 
duas questões. Primeiro, será que o que é bom para O aluno americano ou 
europeu é igualmente bom para o aluno brasileiro, que vive numa realida- 
de geralmente bastante diferente” Eu penso que não, e creio que os livros 
precisam refletir as necessidades dos alunos de nossos cursos de graduação 
e pós-graduação. Além disso, os livros importados são geralmente bem mais 
caros do que os produzidos no país. Segundo, será que nós não temos a capa- 
cidade de produzir livros tão bons quanto aqueles de autores estrangeiros! E, 
se nós a temos, como eu acredito que temos, por que não os produzimos! |. 


Essas questões despertaram em mim O desejo de escrever um novo-livro, 
desta vez orientado para um assunto específico de Física, O Eletromagnetismo, 
para ser usado tanto na graduação como na pós-graduação. 


Nos níveis mais aprofundados, a teoria do Eletromagnetismo envolve 
uma fundamentação matemática que, em geral, não é suficientemente expli- 
cada, o que, via de regra, acaba prejudicando o aprendizado. Assim, decidi 
apresentar o Eletromagnetismo em detalhes, tanto do ponto de vista físico 
como da perspectiva matemática, fazendo as demonstrações matemáticas e 
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discutindo as considerações físicas necessárias para a resolução de problemas, 
com rigor e clareza. somado a isso, apresento um grande número de exemplos 
resolvidos, visando a esclarecer, fixar e complementar a teoria. Esses exem- 
plos não devem ser encarados como meros exercícios, porque é justamente 
neles que boa parte da teoria é discutida, como meio de estimular o aluno a 
verificar o desenvolvimento da resolução de um problema, criar o hábito de 
fazer considerações físicas acerca dele, testar e ampliar sua intuição física e 
suas habilidades matemáticas, descobrir se as hipóteses por ele formuladas 
são verdadeiras ou falsas, e finalmente, investigar os motivos que levaram a 
um ou outro resultado. 


O livro foi formulado para atender às seguintes disciplinas: o curso 
básico de Eletromagnetismo ministrado em Física Geral, cuja duração é de, 
normalmente, um semestre, no segundo ano da graduação em Física e En- 
genharias, em que os conceitos físicos fundamentais referentes à matéria são 
apresentados e discutidos; o curso de Teoria Eletromagnética, com duração 
de um ano, em geral no terceiro ou quarto ano de curso de graduação, em que 
o formalismo matemático é refinado e ampliado; e, por fim, o curso de Eletro- 
magnetismo da pós-graduação, com duração entre um e dois semestres, em que 
são apresentados novos fenômenos físicos envolvendo uma teoria matemática 
bem mais complexa do que a vista na graduação. Portanto, ele atende aos 
três níveis de estudo do Eletromagnetismo para alunos de Física, o que é inte- 
ressante, porque alunos que estão iniciando os estudos de Eletromagnetismo 
podem ter a curiosidade de saber como problemas mais complicados são re- 
solvidos, assim como alunos dos níveis mais altos podem sentir a necessidade 
de recordar conceitos físicos estudados anteriormente. 


Não foi possível concentrar o texto em um único volume, porque o as- 
sunto é bastante amplo. Este volume se dedica apenas à Eletrostática, cuja 
compreensão é decisiva para o estudo das outras divisões e fenômenos relacio- 
nados ao Eletromagnetismo. Sem uma fundamentação sólida em Eletrostática, 
a investigação dos efeitos magnéticos fica prejudicada, o que certamente acar- 
retará problemas quando reunirmos os fenômenos elétricos e magnéticos e 
apresentarmos os fenômenos eletromagnéticos propriamente ditos. Por causa 
disso, procurei dar uma atenção especial à Eletrostática, explicando detalha- 
damente vários tópicos importantes que são, em geral, vistos mais rapida- 
mente do que deveriam. Por outro lado, procurei ilustrar fartamente todos os 
assuntos, já que uma imagem esclarece tanto ou mais do que várias linhas de 
texto explicativo. Cada capítulo culmina com uma série de exercicios. Pro- 
curei fazê-los interessantes e abrangentes, e em pequeno número, para não 
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cansar. Creio que isso possa estimular o hábito saudável da consulta de mais 
de um livro. A utilização de diferentes livros é muito importante porque ne- 
nhum é perfeito, e o aluno deve aprender a aproveitar o que cada um tem de 
melhor a oferecer. 


Para poder reunir temas complexos como funções de Green com fenô- 
menos básicos de Eletromagnetismo como os processos de eletrização, tive que 
dividir o texto em capítulos, seções, etc., relativamente independentes uns dos 
outros. É claro que essa divisão não pode ser perfeita, mas creio ter conseguido 
um bom resultado. Além disso, em última análise, cabe ao professor de cada 
disciplina escolher os assuntos que irá abordar com os seus alunos, de acordo 
com as peculiariedades de cada currículo em particular. 


Os dois primeiros capítulos são uma introdução importante para a maio- 
ria dos desenvolvimentos feitos ao longo do texto. O capítulo 1 discute os 
conceitos de vetor, sistemas de coordenadas, grandezas escalares e vetoriais, 
e alguns teoremas de cálculo vetorial. Acredito que esse capítulo, como um 
todo, é importante para as disciplinas relacionadas ao Eletromagnetismo, nos 
três níveis de aprofundamento, e mesmo para outras disciplinas de Física, 
como Mecânica Clássica e Mecânica Quântica, por exemplo. Em particular, 
os sistemas de coordenadas retangulares, polares, cilíndricas e esféricas, abor- 
dados nas seções 1.1, 1.2, 1.3 e 1.4, respectivamente, são extremamente úteis 
no estudo de vários assuntos. O capítulo 2 trata das séries de Taylor, na se- 
ção 2.1, das séries de Fourier, na seção 2.2, e da série geométrica, na seção 2.5. 
Esse capítulo pode ser estudado por inteiro, por alunos de qualquer nível, e 
ele também é útil para alunos de outras disciplinas de Física. 


O capítulo 3 apresenta os conceitos de carga elétrica e processos de 
eletrização, nas seções 3.1 e 3.2. Ele é voltado principalmente aos alunos de 
Física Básica. À seção 3.3 trata da força elétrica. Sugiro que todos a leiam, 
em algum momento, porque nela são discutidos alguns aspectos físicos im- 
portantes que são muitas vezes deixados de lado. Por fim, a seção 3.4 ensina 
como construir um pêndulo eletrostático e um eletroscópio. Isso pode ser útil 
para aqueles que cursam Licenciatura em Física, porque permite a realização 
de algumas experiências qualitativas em sala de aula, e também para os que, 
como eu, gostam de reunir a teoria e alguns procedimentos experimentais. 


No capítulo 4, passamos à investigação do campo elétrico, apresentando 
os conceitos fundamentais necessários. Esse capítulo é indicado para estudan- 
tes de Física Básica, com exceção, talvez, das seções 4.3 e 4.7, que envolvem 
conceitos matemáticos mais aprofundados. Para os alunos de Física Básica, a 
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unidade mais importante do capítulo 4 é a seção 4.2, que discute fisicamente 
a dedução da lei de Gauss. Também sugiro que façam as experiências quali- 
tativas apresentadas na seção 4.8, o que certamente facilitará o estendimento 
do fenômeno da blindagem elétrica. E para os outros estudantes, não existem 
restrições com relação aos temas abordados nesse capítulo. 


Os conceitos fundamentais referentes ao potencial elétrico são vistos no 
capítulo 5, que é mais voltado para alunos de Física Básica e Teoria Eletro- 
magnética do que para estudantes de pós-graduação. 


O capítulo 6 trata da equação de Laplace, assunto que não é usual para 
alunos de Física Básica. De fato, essa unidade pode ser eliminada por completo 
para esses alunos, sem perda de continuidade, com exceção das experiências 
apresentadas na seção 6.7, que são interessantes para eles. O capítulo é voltado 
a alunos de Teoria Eletromagnética e também a alunos de Eletromagnetismo 
de pós-graduação. Para estudantes de Teoria Eletromagnética, sugiro excluir 
as secções 6.5.2 e 6.6.2, por causa da matemática envolvida. Já os alunos de 
pós-graduação devem estudar o capítulo 6 por inteiro. 


O método das imagens é visto no capítulo 7. O assunto não é usual para 
alunos de Física Básica, mas ele deve ser estudado por quem cursa Teoria 
Eletromagnética e Eletromagnetismo, sem restrições. Da mesma forma, o ca- 
pítulo 8, que trata da expansão do potencial elétrico em multipolos (seção 8.1) 
e da energia potencial em multipolos (seção 8.2), é indicado apenas para Os 
alunos de Teoria Eletromagnética e de Eletromagnetismo referidos acima. 
Alunos de Física Básica geralmente não vêem estes assuntos. 


As funções de Green para o potencial elétrico na Eletrostática são abor- 
dadas no capítulo 9. Por causa de sua complexidade matemática, este assunto 
é recomendado somente para alunos de pós-graduação que estão cursando à 
disciplina Eletromagnetismo. Ele não é indicado para alunos de Teoria. Ele- 
tromagnética e é fortemente contra-indicado para quem está cursando Física 
Básica. 


O capítulo 10 trata do campo elétrico dentro de um material dielétrico. 
Algumas partes podem e devem ser estudadas pelos alunos de Física Básica, 
em particular a seção 10.1, que discute qualitativamente os fenômenos físicos 
que ocorrem dentro de um dielétrico quando um campo elétrico externo é 
aplicado a ele. As discussões quantitativas devem ser deixadas para alunos de 
Teoria Eletromagnética e Eletromagnetismo. 


Finalmente, o capítulo 11 estuda os capacitores. Ele é dirigido a alunos 
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de Física Básica, embora alguns tópicos, como a seção 11.3, sejam apropriados 
para estudos mais avançados. À seção 11.4 apresenta a garrafa de Leyden, 
primeiro capacitor, bem como a experiência da gota de óleo de Millikan, 
primeira a medir a carga do elétron. Esta seção, por razões históricas, é leitura 
obrigatória para alunos de Física Básica. 


Existem ainda quatro apêndices neste volume. O apêndice À apresenta 
algumas constantes físicas relevantes para o dia-a-dia. O apêndice B deta- 
lha a dedução do operador V, do gradiente, do divergente, do rotacional, 
do operador V? e do Laplaciano em coordenadas retangulares, cilíndricas 
e esféricas. Por fim, os apêndices C e D, que complementam o capítulo 6, 
apresentam a resolução das equações diferenciais de Legendre e de Bessel e 
mostram os polinômios de Legendre, os polinômios generalizados de Legendre, 
os harmônicos esféricos, a série de Legendre, a série dos harmônicos esféricos 
e-a série de Fourier-Bessel. 


Espero que o livro sirva de auxilio para a compreensão dos tópicos rela- 
cionados ao Eletromagnetismo, tanto no que diz respeito aos fenômenos físicos 
quanto com relação às demonstrações matemáticas. Gostaria de agradecer à 
Editora UEPG, que novamente fez um excelente trabalho, e peço que possíveis 
sugestões, críticas e comentários sobre este livro sejam a ela enviados. 


Kleber Daum Machado 
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Capítulo 1 


Sistemas de Coordenadas, 
Vetores, Grandezas Escalares 
e Grandezas Vetoriais 


(Considere as seguintes situações: 


a) Alguém pergunta para você qual é o comprimento do muro da frente de 
sua casa e você lhe responde que ele mede 15 m. 


b) Alguém pergunta para você onde fica a padaria e você lhe responde 
que, para chegar à padaria, é preciso andar 10 m, até a esquina, e 
depois dobrar à esquerda e andar mais 5 m. 


As situações acima envolvem grandezas físicas semelhantes, pois ambas 
são medidas em metros, tendo portanto a mesma representação dimensional. 
No entanto, há algo que as diferencia. Com relação à pessoa que procura a 
padaria, se você lhe disser apenas que ela deve andar 15 m, ela não terá como 
chegar lá, porque a informação está incompleta. Por outro lado, a informação 
sobre o comprimento do muro está completa e é suficiente para ser entendida. 
Então, para algumas grandezas, informar apenas O valor numérico e a unidade 
não basta para especificar completamente a situação física. É preciso indicar 
uma orientação em relação a algo, ou a uma origem. No caso da padaria, você 
se orienta com relação ao lugar em que você se encontra, que faz o papel de 
origem. Por causa da necessidade de definir orientações em relação a origens, 
surgiram os sistemas de coordenadas. 


SO 1 SISTEMAS DE COORDENADAS, VETORES, GRANDEZAS ESCALARES E GRANDEZAS VETORIAIS 


1.1 Sistemas de Coordenadas Retangulares 


Como uma forma inicial de orientação, podemos supor uma reta, com 
algum ponto marcado para ser a origem, como na figura 1.1 abaixo. 


«2 -] Ú | 2 X 


figura 1.1: Uma reta orientada.com uma origem, para, 
um sistema dê"orientação unidimensional. 


A reta acima define uma direção x, orientada de forma que os valores 
de x crescem para a direita. Vamos supor que a reta representa a rua em 
que você mora, sendo seus números os. números das casas nessa rua. Assim, 
considerando que a sua casa está na origem em x = 0, se alguém lhe perguntar 
onde fica a casa de João, você responderá que fica em x = 2. Outros dados 
poderiam ser, por exemplo, que Maria mora em x = —3 e que as esquinas 
ficam em x = —1l0 e x = 10. Trata-se, basicamente, de um problema em 
uma dimensão, e esse tipo de esquematização, na verdade, só será efetivo e 
suficiente se nos limitarmos E rua em questão. 


Assim, para ir à padaria, a nossa reta é insuficiente. Um recurso para. 
resolver este problema é colocar uma outra reta, perpendicular à primeira, 
como na figura 1.2. 


Figura 1.2: Duas retas orientadas com uma origem, para 
um sistema de orientação em um plano. 


Agora temos duas direções possíveis, z e y. Para ir à padaria, dizemos 
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para a pessoa: vá até x = 10, e depois, até y = 5. No nosso sistema de eixos 
formado pelas duas retas orientadas, a padaria seria representada por um 
ponto, na forma P(10,5). À reta x é chamada eixo das abcissas, enquanto a 
reta 1 é o eixo das ordenadas. Os valores de x e y para um certo ponto P são 
as coordenadas de P. Para a padaria, suas coordenadas são x = 1) e y=5. 
Temos agora um problema em duas dimensões. 


O sistema de eixos apresentado na figura 1.2 chama-se sistema de coor- 
denadas cartestanas ortogonais, porque, tendo sido proposto primeiramente 
pelo filósofo René Decartes, é um sistema de coordenadas baseado em retas 
ortogonais. Ele não se restringe a duas dimensões. Se for necessário incluir 
uma altura, como, por exemplo, na planta de um prédio, acrescentamos mais 
um eixo, denominado cota, em geral representado por z, que deve ser ortogo- 
nal aos dois anteriores, como mostra a figura 1.3. Temos então um problema 
tridimensional. 


Figura 1.3: Sistema de coordenadas cartesianas 
ortogonais no espaço tridimensional. 


O sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, também conhecido 
como sistema de coordenadas retangulares, é um dos mais. Importantes sis- 
temas de coordenadas utilizados em Física. Inicialmente, vamos concentrar 
nossa atenção nele. Outros sistemas serão tratados ao longo do texto. 


Junto com o conceito de sistemas de coordenadas surgiu também o de 
uma entidade geométrica chamada vetor. 
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1.1.1 Vetores 


Voltando ao nosso problema anterior, podemos representar o caminho 
que a pessoa fez até a padaria na seguinte forma: 


Figura 1.4: Representação do caminho percorrido pela pessoa até a padaria. 


Os segmentos de reta orientados que aparecem na figura 1.4, chamados 
vetores, são construções matemáticas muito importantes. À definição de vetor 
é a seguinte: 


Definição 1.1. Vetor é um segmento de reta, orientado por uma flecha, 
que possui um tamanho e uma orientação espacial. Representamos um vetor 
por uma letra com uma flecha em cima, como em à, ou B, por exemplo. 
Em certos casos, também podemos usar letras em negrito, como a ou B. 
Os vetores têm algumas propriedades bastante interessantes. O tamanho ou 
módulo do segmento está relacionado ao valor numérico da grandeza que 
ele representa. Na figura 1.4, o vetor horizontal, que vamos chamar de Ã, 
tem o dobro do tamanho do vetor vertical, B, para representar que a pessoa. 
anda duas vezes mais na horizontal do que na vertical. A orientação deles 
é tal que a pessoa vai da origem até x = 10, e depois, de x — 10 até o 
ponto P, em y=5. Esta orientação é dada pela direção e pelo sentido dos 
vetores. A direção é especificada pela reta-suporte que define o segmento de 
reta que representa o vetor. Isto permite dois sentidos possíveis para o vetor. 
Obtemos o sentido desejado através da colocação da flecha na ponta do vetor, 
que indica o sentido correto para a grandeza em questão. Assim, para o vetor 
A, a direção é horizontal e o sentido é para a direita. Já para o vetor B,a 
direção é vertical e o sentido é para cima. Além disso, considerando um dado 
vetor V, que tem um certo tamanho, uma certa direção e um certo sentido, 
todos os segmentos de reta paralelos a V, de mesmo tamanho e orientados no 


11 SISTEMAS DE COORDENADAS RETANGULARES 33 


mesmo sentido que V, são completamente equivalentes ao vetor V. Em outras 
palavras, os vetores podem ser transportados pelo espaço para a posição que jor 
mais interessante, desde que suas características (módulo, direção e sentido) 
se mantenham intactas. 


Outra propriedade dos vetores é que sua ordem numa soma pode ser 
invertida sem problemas, porque o resultado final é o mesmo. Por exemplo, o 
caminho até a padaria também pode ser representado pela figura 1.5 *. 


P(10,5) 


5 IÔ 15 X 


Figura 1.5: Outra representação do caminho 
percorrido pela pessoa até a padaria. 


Assim, a soma de vetores é uma operação comutativa. (como também é 
a soma de números), ou seja, A+B=B+A. 


Como é que representamos a soma de vetores! É simples: por um outro 
vetor. Obtemos o vetor resultante de uma soma de vetores colocando o início 
do segundo vetor no final do primeiro e traçando um segmento de reta do 
início do primeiro até a extremidade do segundo. Então, no nosso caso, O 
vetor resultante C é dado por C=A+B=B+ Ã, como mostra a figura 1.6. 


A soma de vetores apresentada na figura 1.6, chamada de método do 
polígono, é um método geométrico. Para saber o valor numérico do tamanho 
do vetor, precisamos usar um método analítico, ou então, desenhar os vetores 
sobre um papel milimetrado e usar um método geométrico. O tamanho de um 
vetor, chamado módulo do vetor, é representado por |A|, por |A| ou por À, 
sem a flecha. Note que o módulo de um vetor é sempre positivo, por definição. 
Para o caso da figura 1.6, os vetores formam um triângulo retângulo, sendo 
que os catetos (b e c) são os vetores que estão sendo somados, e a hipotenusa, 
a, o vetor resultante. Assim, do Teorema de Pitágoras, temos que 


i » * * a 
Abstraindo a presença de possíveis casas, obviamente. 
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5 10 15 X 


Figura 1.6: Representação da soma dos vetores AeB. 


a=b" + c 


Gê = |AfÉ + |BP 


C|= VIAP + |B| 
= 102 +52 
Cl=v125=5v5 


Além do método geométrico do polígono definido acima, existe o método 
do paralelogramo, que também é baseado em Geometria. Nesse método, para 
encontrar a soma de dois vetores, é necessário, primeiramente, que as origens 
de ambos coincidam. Podemos fazer isso mediante o “transporte” dos vetores, 
mantendo intactos, todavia, a direção, o sentido e o módulo (tamanho) deles. 
Depois, construímos um paralelogramo, cujos lados são os vetores, como na 
figura 1.7. À diagonal desse paralelogramo, formada pelo segmento de reta, 
que une o ponto em que os inícios dos vetores se encontram com o ponto em 
que as extremidades se encontram é o vetor resultante, cujo início está na 
origem dos vetores que estão sendo somados. 


Á 


Figura 1.7: Soma dos vetores A e B pelo método do paralelogramo. 
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Quando os vetores formam um triângulo que não é retângulo, não é 
possível usar o Teorema de Pitágoras para encontrar o módulo do vetor. Nesse 
caso, usamos à lei dos cossenos, que é 


at =b+c—2becos6 (1.1) 


onde os termos são definidos como mostra a figura 1.8. 


b 


Figura 1.8: Definição dos termos para a lei dos cossenos. 


Quando existem mais de dois vetores, a soma pelo método geométrico 
do polígono é idêntica, como se verifica na figura 1.9. 


> 
Á 


Figura 1.9: Representação da soma dos vetores 
A Bec, isto e, D=A+B+C. 


Já para o método do paralelogramo devemos tomar a soma dois a dois, 
tendo em vista que para os vetores, assim como para números, a soma tem a 
propriedade associativa, ou seja, (A + B) +C=A+ (B + O). 

É possível também multiplicar um vetor por um número. O resultado 
dessa multiplicação é um outro vetor, cujo tamanho é o tamanho do vetor 
inicial multiplicado pelo número. Assim, o vetor B=kAÃ pode ser maior do 


que À se kl > 1; igual à A se k = 1; e menor do que A se k| < 1. Quando 
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k < 0, a multiplicação resulta num vetor que aponta no sentido contrário ao 
do vetor inicial. Quando k = 0, o resultado é um vetor nulo. À figura 1.10 
ilustra os casos discutidos. 


DO A — >> 
> + 
Á B 

e a ee e qm mem 
D E 


Figura 1.10: Multiplicação de um número por um vetor. 
B=14,0-24,D=1ÃeE=-IA. 


emp 


Quando efetuamos uma subtração de dois vetores Be Ã, isto é, B-Á, 
na verdade o que ocorre é uma soma do vetor B com o vetor C = 1Ã= — -Ã, 
ou seja, B+C, onde C = — À. Simplesmente invertemos o sentido do vetor 
(ou dos vetores, se houver mais de um) que é precedido pelo sinal negativo e 
fazemos uma soma por qualquer um dos métodos já discutidos. 


À propriedade de multiplicação por um número faz com que seja possível. 
definir algo semelhante a uma unidade para vetores. Podemos supor um vetor- 
base, que representa a unidade, e os outros vetores seriam múltiplos desse 

vetor especial. Esse vetor-base deve ter módulo 1 e, portanto, ele é um vetor 
unitário, o que facilita a multiplicação por número. Tais vetores são chamados 
versores e sua representação é a seguinte: dado um vetor A, que define uma 
certa direção e sentido no espaço, o versor “correspondente é simbolizado por 
À. Para a figura 1.10, considerando que |A| = 1, podemos escrever B = LÁ, 


C=9Ã, D=ÃeE=-À. 


Matematicamente, um dado versor é obtido do vetor correspondente 
através de 


(1.2) 


Vamos relembrar agora a figura 1.6. Nela existem duas direções bem 
definidas, z e y. Convencionou-se que o versor da direção 7 é representado 
por i, enquanto o versor da direção y é representado por j. Em três dimensões, 


11. SISTEMAS DE COORDENADAS RETANGULARES 37 


o versor da direção z é definido por k. O conjunto desses versores forma uma 
base para o espaço tridimensional, representada por fty = f, 3, kl. A figu- 
ra 1.11 apresenta os três versores. 


Z 


Figura 1.11: Os versores 1, ] e k para o sistema 
de coordenadas retangulares. 


Assim, na figura 1.6, temos A -=10ieB=5j),eo vetor resultante é 
C=A+B=10i+5]. 


Quando os vetores são escritos na forma V = Vai+-VJ+V.k, a 
sua soma, é bastante facilitada. Basta somar algebricamente as componentes 


em i, J e k, como se fossem números. Por exemplo, se tivermos os vetores 
a = agita) + ak e b= bri + by] + d, k, o vetor resultante E é 


Cc=a+b 
Cx Cy Cz 


pm, a a prenome 
=(ar+bry)i+(a,+by)j+(a,+b,) k 


DRI: 


O esquema mostrado vale para a soma de qualquer número de vetores, 
não apenas para o caso de dois. 


Além de simplificar a soma dos vetores, a decomposição nos sistemas 
de eixos também facilita o cálculo do módulo do vetor. Considere dois vetores 
ài=ai+a)e b = bo 1 + by J- A sua soma é E= (ar + b;)i + (a, + by) 3. No 
entanto, o vetor resultante é a hipotenusa de um triângulo retângulo cujos 
catetos são dados por (az + by) e (a, + by), e assim, o seu módulo é dado por 
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c=Ic|=v(az+ br)? + (a, + by) 


como mostra a figura 1.12. 


= 0,*tb, 


Figura 1.12: Representação da soma de dois vetores À e B. 
O vetor resultante é a hipotenusa de um triângulo 
retângulo, de catetos az + bz e q, + by. 


À expressão acima vale para qualquer número de vetores, não apenas 
dois. Quando estamos em três dimensões, o módulo de um vetor V = V.i+ 


Vi + V, k é dado por 
V=|V|=)/V2+V2+ V? (1.3) 


e a prova é deixada como exercício. 


Já que é possível multiplicar um vetor por um número, talvez seja 
também possível multiplicar um vetor por outro. Na verdade, existem dois 
modos de fazer o produto de dois vetores: mediante o produto escalar e através 
do produto vetorial. Vejamos inicialmente o produto escalar. 

O produto escalar ? entre dois vetores tem como resultado um número 


H 


real. Sua definição, considerando dois vetores 4 e B, é 


A.B= |AIIBlcos6 = ABcos0 (1.4) 


2? Às vezes o produto escalar é chamado produto-ponto. 
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onde se observa que de fato o produto escalar de dois vetores resulta num 
número. O ângulo 0, para o produto escalar, é definido como sendo o ângulo 
que os vetores formam entre si quando suas origens são colocadas num ponto 
comum, como mostra a figura 1.13. 


o y 


> 
Á 


Figura 1.13: Definição do ângulo 6 para o produto 
escalar entre os vetores 4 e B 


O produto escalar é utilizado, entre outras coisas, para calcular o mó- 
dulo de um vetor, pois, para o vetor V, temos 


Um caso de especial interesse ocorre quando os vetores do produto es- 
calar são os versores da base R3 = (i, j, kJ. Então, como li] =| jl=Ik|=1, 
eiljilék, ejlk, temos 


ji=l pós k.k=1 1.5a) 


Uma base que tenha as propriedades acima é denominada ortonormal, 
porque, além de seus vetores serem ortogonais, eles têm módulo 1. Isso vale 
para qualquer sistema de coordenadas, não apenas o sistema de coordenadas 
retangulares. Na verdade, a escolha de uma base para um sistema de coorde- 
nadas qualquer é feita de forma que as equações acima sejam verificadas para 
os versores da base. Outras possibilidades são, em geral, descartadas. 


Quando dois vetores estão escritos numa mesma base ortonormal, o 
produto escalar entre eles é bastante simples de efetuar. Considere os vetores 
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ã = Gy i + ay) + a; k e b = boi + by + b, k. O produto escalar entre eles é 
dado por 


ã.a= alí = + as + as 
al=a=4/az-+Has+as 


E assim, numa base ortonormal que siga as propriedades dadas nas 
equações 1.5a e 1.5b, o-módulo de um vetor é dado pela raiz quadrada da 
soma dos quadrados das suas componentes. 


O produto escalar também pode ser obtido de outra forma. Um vetor 
pode ser representado por uma matriz-coluna é, e os elementos das linhas são 
as componentes do vetor. Ássim, o vetor v = vzl+vy,]) + v,k é escrito como 


vV=[0 (1.7) 


Quando fazemos o produto escalar de um vetor por outro, precisamos 
tomar a matriz transposta * do primeiro vetor, o que resulta numa matriz- 
linha, ou seja, 


“* Uma matriz-coluna possui apenas uma coluna, e uma matriz-linha possui apenas uma 
inha. 

* A matriz transposta de uma matriz À é dada pela seguinte regra: AS; = À;:, onde 1 
representa as linhas, j representa as colunas da matriz 4, e A;,; é o elemento da 1-ésima 
linha e da j-ésima coluna de A. Por exemplo, se a matriz A for 
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q -b= (ar Qu; G2) “|b,|=azbr+ aydy + ab, 


e o resultado é idêntico ao expresso pela equação 1.6. 


Vejamos agora o produto vetorial. O produto vetorial de dois vetores A 
e B resulta num terceiro vetor, C. À representação do produto vetorial é 


mp mmash 


C=AxB (1.8) 
O módulo do vetor É definido pelo produto vetorial º acima é dado por 
C|=|4x B|= |4I||B|sen9 (1.9) 


e o ângulo 6 é definido da mesma forma como se verifica no caso do produto 
escalar (veja a figura 1.13). 


Os vetores 4 e B definem um plano no espaço. Por definição, o vetor 
que resulta do produto vetorial entre Ae B deve ser ortogonal a esse plano 
e, portanto, ele é ortogonal, ao mesmo tempo, aos vetores A e B. Isso define 
a direção do vetor resultante. O sentido do vetor é definido pela regra da mão 
direita. Considere os dedos indicador e médio da mão direita. Represente o 
primeiro vetor do produto vetorial pelo dedo indicador, e o segundo, pelo dedo 
médio (a ordem é importante). Disponha esses dedos da mesma forma como 
os vetores estão no espaço. Ágora forme, com o polegar da mão direita, um 
ângulo de 90º com o plano formado pelos outros dedos. O sentido do vetor 
é o mesmo que o indicado pelo polegar *. A figura 1.14 ilustra um produto 
vetorial. 


(13) 
e=(13) 


* O produto vetorial também é chamado produto-cruz. 


sua transposta será. 


º Note que o produto vetorial não é comutativo. Na verdade, AxB=-Bx À. Você deve 
ser capaz de provar isso utilizando a regra da mão direita para os dois vetores da figura 1.14. 
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Figura 1.14: Definição do ângulo 8 para o produto 
vetorial entre os vetores 4 e B. 


O produto vetorial tem ainda um significado geométrico. O módulo do 
vetor resultante no produto vetorial é numericamente igual à área do parale- 
logramo definido pelos dois vetores do produto. Além disso, quando os vetores 
são paralelos, o produto vetorial resulta num vetor nulo, o que está de acor- 
do com o significado geométrico, pois dois vetores paralelos não definem um 
paralelogramo, e então, a área é Identicamente zero. 


(Quando os vetores são escritos numa base, como, por exemplo, a base 
R3 = fi, J, k), o cálculo do produto vetorial também é facilitado, a exemplo 
do que ocorre no caso do produto escalar. No entanto, inicialmente é preciso 
saber como se faz o produto vetorial dos versores da base. O produto vetorial 
de um versor por ele mesmo é nulo, pois eles são vetores paralelos, ou seja, 


ixi=0 3xj=0 kxk=o0 (1.10) 


ixj=k ixk=i kxi=j (1.11a) 
jxi=-k kxj=-i ix k=—) (1.11b) 


Se 
| 


Assim, o produto vetorial dos vetores à = azi+ Qn; j+Ha,k e 
br1+b,] + b,k é dado por 


ixb=(aitajtak)x(brit+b,j+b,k) 


11. SISTEMAS DE COORDENADAS RETANGULARES 43 


ou 


ixb=abrixi+abyix)+anbrixk+aghrjxi+ ay) Xj 


+abijxk+tabrkxitabdykxj+adkxk 


ou ainda, 
axb= GxDy k — arb» — QyDa k + Qyb; À + G:br ) — a,by À (1.12) 
ãixb= (ab aby)i+ (abr — axb;)) + (azby — aybe) k (1.13) 


O produto vetorial acima pode ser ordenado de uma forma mais concisa, 
como um determinante de uma matriz na qual os elementos da primeira linha 
são os versores da base, na ordem 1. j e k, os elementos da segunda linha são 
as componentes do 1º vetor, e a terceira linha é dada pelo 2º vetor, ou seja, 


oi jk 
axb=|as ay a; (1.14) 
br by db, 


Além do produto escalar e do produto vetorial, existem combinações 
especiais desses dois, formando alguns produtos especiais. O primeiro deles é 
o chamado produto misto. O produto misto de três vetores é denotado por 


prod. misto = à - b x Cc, (1.15) 


onde primeiro se efetua o produto vetorial e depois o escalar, Já que o inverso 
não tem sentido. O produto misto é um número e também pode ser escrito 
como um determinante, na forma 


à bxe=|b by b; (1.16) 


Os vetores q, b e E definem no espaço um paralelepípedo, e o produto 
misto dá o volume desse sólido geométrico. Esta é a interpretação geométrica 
do produto misto. Se o produto misto é nulo, os três vetores são coplanares. 
Além disso, para o produto misto vale a seguinte propriedade: 


a-bxe=b.ecxi=c.ixb (1.17) 
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A prova desta propriedade, que é bastante simples, utiliza a expressão 1.16. Vamos mostrar 


que à + bxc=b. Cx a. Para tanto, temos 


o lr Gy Az 
Cr Cy Cs 
Agora, trocamos a segunda linha com a terceira, o que, por causa de uma propriedade do determi- 


nante de qualquer matriz, troca o sinal do determinante. Assim, 


Em O É > Dx db, bz 
o bxe= by by D > — —Ilxr E É = 
Cy Cy C> Cr Cy Cs> 


Trocando agora a segunda linha com a terceira, obtemos 


o lr Ay Gg; be by db; bo by bs 
G e b X Cc = De by; Db» — — |Er Oy GzlHI|Cyr Cy Es 
Cop Cq Cs Cr Cy C> Ex O, > 


e o determinante troca de sinal novamente. No entanto, 


do by bz 
beCXd=|C cy ce 
Ex q A 


e assim, 
a bxc=b ixã 


que completa esta parte da prova. Você pode determinar as outras igualdades, como exercício. 


O segundo produto especial é o duplo produto vetorial, dado por 


duplo produto vetorial = à x (b Xc) (1.18) 


O duplo produto vetorial tem as seguintes propriedades: 


b— (à õ a (1.19a) 
) ) (1.19b) 


Por fim, existe um último produto importante, sem um nome especial, 
que envolve o produto escalar de dois vetores, os quais, por sua vez, são o 
resultado de um produto vetorial. Para esse produto, existe a seguinte pro- 
priedade: 
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= + 


(axb)-(cxd)=(a-c)b-d)-(ã-d)(b-c) (1.20) 


Até agora concentramos nossa atenção no sistema de coordenadas re- 
tangulares. Existem outros sistemas de coordenadas importantes em Física. 
Particularmente, em duas dimensões, temos o sistema de coordenadas polares, 
e em três, o sistema de coordenadas cilíndricas e o sistema de coordenadas 
esféricas. 


1.2 Sistema de Coordenadas Polares 


Em duas dimensões, o sistema de coordenadas retangulares utiliza duas 
coordenadas, 2 e y, para indicar um ponto P no plano, na forma P(x,y) (ver fi- 
gura 1.5, para um exemplo). Além disso, a base nesse sistema é definida pelos | 
versores i e ), e vamos representá-la por fio — (1, 3). Nessa base, qualquer 
vetor v é representado por v = vzi + vy], onde vz e v, são as componentes 
do vetor nas direções x e y, respectivamente. 


O sistema de coordenadas polares também utiliza duas coordenadas , 
mas elas são diferentes. Uma delas é a distância p, medida em linha reta, de 
uma origem até o ponto P (p > 0). À outra é o ângulo É que a reta que une à 
origem ao ponto P faz com um eixo particular, chamado eixo polar, geralmente 
correspondente ao eixo x das coordenadas retangulares (0 < O < 27). À figu- 
ra 1.15 apresenta esse sistema de coordenadas. 


Figura 1.15: Definição das coordenadas polares p e 6. 


7 Na verdade, para indicar um ponto em um espaço de n dimensões, são necessárias pelo 
menos n coordenadas, independentemente do sistema de coordenadas em particular. 
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É importante ressaltar que o ângulo 6 é medido a partir do lado positivo 
do eixo polar, no sentido anti-horário, até chegar à reta entre a origem e o 
ponto P. 


Um ponto P do plano pode ter as coordenadas P(x,y) ou P(p,0). A 
correspondência entre os dois sistemas de coordenadas é dada por 


z = pcos6 (1.21a) 
y = psen6 (1.21b) 
ou pelas relações inversas 
p=V22+y? (1.229) 
0 = arctg - (1.22b) 


Os versores das coordenadas polares são representados por peô.o 
“versor 9 está na direção definida pela reta que une a origem e o ponto P, e 
o seu sentido é da origem para P. O versor Ô é ortogonal a à, e seu sentido 
acompanha o do crescimento do ângulo 9, como mostra a figura 1.16. 


Figura 1.16: Versores À e 6 em coordenadas polares, juntamente 
com os versores 1 e 3 de coordenadas retangulares. 


A base em coordenadas polares é representada por P = tp, ô). Para 
passar de uma base para a outra, podemos escrever, utilizando a figura 1.16, 


P = cos01i+senBj (1.23a) 
Ô = — sen 61 + cos0j (1.23b) 
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As equações acima podem ser escritas na forma de um produto de ma- 
trizes, de modo que P = Ta, PR», considerando os versores de cada, base 
como uma matriz-coluna, ou seja, 


P) [ cosb senê i 
(5) = [ sen9 cos 5) (5) (1.24) 
onde a matriz T(R,,P), definida por 


cos0 sen o) (1.25) 


L(Ro,P) = ( sen6 cosé 


é a matriz de transformação de coordenadas retangulares (Ro) em polares (P). 
Quando os dois sistemas de coordenadas que estão conectados por uma matriz 
T são ortogonais, T também é uma matriz ortogonal, e seu determinante vale 
det T = 1, como pode ser comprovado facilmente, pois 


cosb sen 


9 2 
— — 1 
“send cos cos” 8 + sen“ 6 


det Tr VP] — 


Na verdade, o determinante de uma matriz ortogonal pode ser 1 ou -1. No entanto, para os 
sistemas de coordenadas utilizados em Física, usa-se a convenção dezxtrógira, que só permite det 1 = 
1. Na outra convenção, chamada levógira, a transformação é tal que det T = —1. Basicamente, a 
diferença ocorre na definição do produto vetorial. À convenção dextrógira define o produto vetorial 
mediante a regra da mão direita, ao passo que a levógira utiliza a regra da mão esquerda, definida 
da mesma forma que a da mão direita, só que com os dedos da outra mão. Com isso, o vetor 
que resulta do produto vetorial obtido pela regra da mão esquerda tem sentido oposto ao daquele 
definido mediante a regra da mão direita. Para comprovar isso, aplique a regra da mão esquerda na 
figura 1.14, 


Além disso, uma matriz ortogonal tem a propriedade de que sua trans- 
posta é igual à sua inversa, ou seja, para uma matriz A ortogonal, temos 


A! — AT 


A inversa de uma matriz 4, se existir, é a matriz que satisfaz a condição 


ALAt=AIADI 
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onde I é uma matriz quadrada de ordem n (numa matriz quadrada, o número de linhas é igual ao de 
colunas, e ambos são representados por n). Os elementos dessa matriz, chamada matriz identidade 
são todos nulos, exceto aqueles que pertecem à diagonal principal, os quais valem 1. Por exemplo 


para n = 3, temos 


1 0 0 
Is= 10 à 
O OQ 


p=! CO 


A condição para que uma matriz possa ter inversa é que det A + 0. Além disso, det L, = 1 
a matriz identidade também é uma matriz ortogonal, e sua inversa é igual a ela própria. A matri 
identidade age como o número 1 na multiplicação de números. É o elemento neutro da multiplicação 


no espaço vetorial definido pelas matrizes, e assim, para qualquer matriz 4, temos 


A-I=I.A=A 


Portanto, para a transformação de coordenadas inversa temos que multiplica 
os dois lados da equação P = T(a,pyR» por T”*, o que resulta na expressã 


“ml ml 
DeropyP — Doro py TH trospytto 


Como 


—4 o 
dera Py TR Pr Ê 


t = —1 
Diro,Py ES Hero) 


a equação acima resulta em 


1 — [cosê —send) /P 
1) E pr cos 0 (5) (1.26 


ou, finalmente, 


de onde extraimos 
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i = cos0 p — sen08 (1.272) 

j=sen9p+cos08 (1.27b) 

Além disso, P = (/,0) é uma base ortogonal, e como |À| = ôj=1, 
temos também 

p-p=1 ô.0=1 5-0=-80.5-=0 (1.28) 


A aplicação das coordenadas polares será feita ao longo do texto. Veja- 
mos agora outro sistema de coordenadas. 


1.3 Sistema de Coordenadas Cilindricas 


O sistema de coordenadas cilíndricas é tridimensional, e assim, ele uta- 
liza três coordenadas para indicar um ponto P no espaço, as quais são apre- 
sentadas na figura 1.17. 


nã 


Figura 1.17: Definição das coordenadas (p,0,2z) do 
sistema de coordenadas cilíndricas. 


As coordenadas cilíndricas são a distância entre a origem e a projeção 
do ponto P no plano xy, representada por p (p > 0); o ângulo 6 entre a reta 
definida pela origem e a projeção do ponto Pe o eixo x ()0<0<27r);ea 
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altura z do ponto, que é idêntica ao z de coordenadas retangulares (—o0 < z < 
00). Na verdade, as coordenadas cilíndricas são, basicamente, as coordenadas 
polares com um eixo z a mais, para representar a dimensão extra. Assim, 
em coordenadas cilíndricas, um ponto P é representado por P(p,,0,2), e a 
correspondência entre as coordenadas cilíndricas e as retangulares é dada por 


z = pcosô (1.29a) 
y = psenô (1.29b) 
Z2=2 (1.29c) 


ou pelas relações inversas 
p=v22+9y2 (1.30a) 
0 = arctg — (1.30b) 
Z=2 (1.30c) 


A base das coordenadas cilíndricas é indicada por € = (2,0,k!, e seus 
versores são apresentados na figura 1.18. 


Figura 1.18: Versores das coordenadas do sistema 
de coordenadas cilindricas. 


As equações de transformação dos versores da base de coordenadas re- 
tangulares, representada por R3 = (i, j, k+, nos versores da base de coorde- 
nadas cilíndricas, são 


P = cos0i+sen0)J (1.31a) 
Ô = -sengi+cos0) (1.31b) 
k = k (1.31c) 
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ou, na forma matricial, 


cos0ó  senôê O 
— | -senô cosé 0 
Ó O 1 


> DO 
E y Cai O) tudo) 


onde agora a matriz de transformação de coordenadas é 


cos6 senô O 
Trac) S Sn ese , 


que também é uma matriz ortogonal. À relação inversa, que é obtida facilmen- 
te como no caso das coordenadas polares, é dada na forma Rs = T Rs eye | OU 


seja, 
i cos0 -—senô O ó, 
J|l= |isenô cosó O 0 
k 0 0 1/ Ak 
e, portanto, temos 
1= cos0 p-— sen66 (1.329) 
j= sen 6 p + cos08 o (1.32b) 
Com relação aos produtos escalares, temos 
p-p=1 0.0=1 k.k=1 
p-0=8.0=0 pek=k.5=0 ô.k=k.ô=0 
e os produtos vetoriais ficam 
pxp=0 0x0=0 kxk=0 
6x0 =k Ôxk= op k xp =6 
0xp=-k kx90=-p pxk=-ô 


As coordenadas cilíndricas são bastante úteis em problemas que exibem 
simetria cilíndrica. Vejamos agora o sistema de coordenadas esféricas. 


92 1. SISTEMAS DE COORDENADAS, VETORES, GRANDEZAS ESCALARES E GRANDEZAS VETORIAI: 


1.4 Sistema de Coordenadas Esféricas 


O sistema de coordenadas esféricas é apresentado na figura 1.19. 


Figura 1.19: Definição das coordenadas do 
sistema de coordenadas esféricas. 


O sistema de coordenadas esféricas consiste em três coordenadas: 
distância r entre a origem e o ponto P, e portanto, 7 > 0; o ângulo 8 que 
reta que une a origem ao ponto P faz com o eixo z, sendo o ângulo medido 
partir do lado positivo do eixo z, de modo que O < 0 < 7; e o ângulo à que : 
reta que une a origem à projeção do ponto P no plano xy faz com o eixo x 
Para é, temos O < À < 27. À correspondência entre as coordenadas esféricas 
e retangulares é 


ENS EN AM 


z =rsenôcosq (1.35a) 
y =rsenôsen q | (1.35b) 
Zz =rcos6 (1.35c) 


e a relação inversa é 


r=v2+yl+ 2 (1.36a) 

/p2 2 | 

Mo ty (1.36b) 
z 


4 = arctg 2 (1.36c) 
x 


0 = arctg 
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A base das coordenadas esféricas é representada por E = ff, Ô, A). ÂÀ 
relação entre esta base e a base R3 das coordenadas retangulares pode ser 
vista na figura 1.20. 


nl 


D> 


=”, 


Figura 1.20: Versores das coordenadas do 
sistema de coordenadas esféricas. 


As equações de transformação da base É para a base Rs são 


f = senô cos di + senB sen 4 + cos0k (1.37a) 
Ô = cos cospi+ cos sen pj — senOk (1.37b) 
+ — — sendi+cos 6) (1.37c) 


ou, na forma matricial, 


senfcosp senfisengd  cosb 
= | cosôcosh cosbsengy — send 
— sen À cos Q Ú 


> 0, M$ 
> Cuide) Into) 


À matriz de transformação para este caso é 


senôcosy senfsend  cosê 
Trrs€) = | cosfcosg cosbsend — send 
— sen Ô cos À Ô 


e, como a transformação é ortogonal, a sua Inversa é dada simplesmente por 
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senôcosb cosbcosb —seng r 
1|= |senôseng costisend cosó 0 
k cos 8 — sen 6 Ô ó 
que resultam em 
i = senfcos df + cosb cos Pô — send (1.38) 
i=senôsendf + cosbsendÔ+ cospb (1.38b) 
k = cos0? — sen 06 (1.38c) 
Em coordenadas esféricas, os produtos escalares são 
per=1 ô.0=1 d-P= (1.392) 
tr. 0ô=ô.r=0 d.b=4:0=0 dr=2-6=0 (1.39b) 
Os produtos vetoriais ficam 
x?=0 6xô6=0 oxP=0 (1.40a) 
txô=qó ôxb=t xP = (1.40b) 
ôxt=-q 4x0 =-f txo=-0 (1.40c) 


As coordenadas esféricas são muito usadas em problemas que apresen- 
tam simetrias esféricas. 


Após o estudo dos conceitos de vetor e de sistemas de coordenadas 
vamos voltar agora à discussão que iniciou este capítulo. 


1.5 Grandezas Escalares e Vetoriais 


Recordando as proposições do início deste capítulo, verificamos que al. 
gumas grandezas necessitam de algo mais do que apenas o valor numérico e. 
a unidade de medida. Assim, as grandezas em Física são divididas em dois 
grupos: as grandezas escalares e as grandezas vetoriais. As grandezas esca- 
lares ficam completamente definidas quando apenas o seu valor numérico e à 
unidade de medida são especificados. Já as grandezas vetoriais precisam, alérr 
do número e da unidade, de uma orientação em relação a algum sistema, de 
coordenadas, para que essas grandezas possam ser completamente definidas. 
Isso fica claro no caso da localização da padaria, que envolve uma grandeza 
vetorial chamada de posição. Assim, temos uma definição importante, que é: 
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Definição 1.2. 4 posição de um certo ponto no espaço é a localização es- 
pacial desse ponto em relação a um sistema de coordenadas. Esta grandeza é 
vetorial, pois é preciso estabelecer, além da distância a que o ponto se situa 
da origem do sistema de coordenadas (que é o módulo do vetor posição), a 
direção e o sentido em que essa distância deve ser medida (que são, respec- 
tivamente, a direção e o sentido do vetor posição). À posição é representada 
em geral por T, que, no sistema de coordenadas retangulares, assume o valor 


+ zk (1.41) 


anel 0 > 


r=2i+9y 


como mostra a figura 1.21. Além disso, a posição tem dimensão de compri- 
mento, ou seja, /posição) = L, e, no SI, ela é medida em metros (m). 


Figura 1.21: Posição de um ponto P(x,y,2z) 
em coordenadas retangulares. 


Em coordenadas cilíndricas, a posição de um ponto é representada por 
r=pp+zk (1.42) 


como mostra a figura 1.22, ao passo que, em coordenadas esféricas, a posição 
de um ponto no espaço é simplesmente 


r=rÊ (1.43) 


como ilustra a figura 1.85. 
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Figura 1.22: Posição de um ponto P(p,0,2) 
em coordenadas cilíndricas. 


Figura 1.23: Posição de um ponto P(r,6,d) 
em coordenadas esféricas. 


À tabela 1.1 apresenta alguns exemplos de grandezas escalares e veto- 
rialis Importantes. 


Quando as grandezas são escalares, as operações matemáticas feitas com 
elas são bastante simples, porque envolvem apenas a soma, multiplicação, 
potenciação, etc., de números. Já quando as grandezas são vetoriais, a soma é 
uma soma vetorial, processo um pouco mais complicado. O produto de duas 
grandezas vetoriais pode ser escalar ou vetorial, e é sempre necessário escolher 
uma base para efetuar as operações. 


O resultado do produto escalar, por ser um número, é independente da base considerada. Já 


o produto vetorial tem como resultado um vetor, cujas coordenadas dependem da base escolhida. 
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Grandezas Escalares 


distância percorrida 
comprimento 
tempo 
temperatura 


energia. 
massa 
potência 
pressão 
fluxo magnético 
corrente elétrica 


o( 


Grandezas Vetoriais 


posição 
velocidade 
aceleração 
força 
campo elétrico 
campo magnético 
momentum linear 
momentum angular 
torque 
magnetização 


Tabela 1.1: Algumas grandezas físicas escalares e vetoriais. 


No entanto, o módulo do vetor que resulta de um produto vetorial independe da base, por ser um 


número ou escalar. 


Além disso, mesmo que duas grandezas sejam medidas na mesma unida- 
de, uma pode ser escalar e a outra, vetorial, e Isso tem que ser levado em conta 
na hora de efetivar cálculos. Assim, voltando ao nosso problema inicial, para 
chegar na padaria, a pessoa percorre uma distância escalar de 10+5 = 15 m. 
No entanto, seu deslocamento vetorial (utilizando a equação 1.1) é de apenas 
102 4 52 = 125 = 5/5 & 11,18 m, menor do que a distância efetivamente 
percorrida. Um caso que demonstra a grande diferença que existe entre gran- 
dezas escalares e vetoriais é o de uma pessoa que sai de um ponto 4 e anda 
num círculo de raio R até voltar ao ponto 4. Ela percorre uma distância es- 
calar de € = 27R, que é o comprimento da circunferência. No entanto, como 
ela volta ao lugar de onde saiu, seu deslocamento vetorial é nulo. 


Tanto as grandezas escalares como as vetoriais possuem derivadas e 
integrais. Uma grandeza escalar q que depende de uma outra grandeza x é 
uma função escalar de x e pode ser representada por 


g = g(x) 


Essa grandeza pode ser derivada em relação a x quantas vezes se queira (des- 
de que a função e suas derivadss sejam, pelo menos, contínuas por partes), 
através de 
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dg f . g(x + dz) — g(x) 
o — Jim AL CeoO Sty 
dg — 96) = lim dz 


Além disso, a integral dessa grandeza é uma função f(x), dada por 
He) = | gta) de 


Do mesmo modo, se G(x) é uma grandeza vetorial que depende de x 
ou, de outro modo, uma função vetorial de x, então sua derivada é 


dG CC RUN O G(x + dx) — G(x) 
dr G (x) = Am, dx 


e todas as propriedades válidas para a derivada de funções escalares também 
permanecem para as funções vetoriais. Em especial, temos 


ds > + dB dA s 
ag vA e B) = A dr do 
(AxB)= À + É B 
d - dB dA - 
ig (AB) = A+ 


Além de deriváveis, as funções vetoriais também podem ser integradas. 
Por exemplo, a integral de uma função 4 = A,i+ À yJ+ A, k num volume 


V é 
[ Aav=i [ Adv +5 | Adv +k [ Ap dV 
V V V V 


ou seja, mtegram-se as componentes da função vetorial, separadamente. 


Algumas das integrais que aparecem frequentemente em Física envol- 
vem o elemento de comprimento de arco (integrais de linha), o elemento de 
área (integrais de superfície) e o elemento de volume (integrais de volume). 
Por causa disso, conhecer essas grandezas é muito importante. A figura 1.24 
apresenta um elemento de volume dV em coordenadas retangulares, formado 
por um paralelepípedo de lados dz, dy e dz. 
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Figura 1.24: Elemento de volume dV em coordenadas 
retangulares. À diagonal do paralelepípedo 
é o elemento de comprimento de arco. 


Da figura, percebemos que o elemento de volume em coordenadas re- 
tangulares é dado por 


dV = dx dy dz 


enquanto o elemento de comprimento de arco (que é uma grandeza vetorial) 
é dado pela diagonal do paralelepípedo, ou seja, 


df — dri + dy) + dz k (1.44) 
cujo quadrado é 
de* = dx” + dy” + dz 


O elemento de área depende do plano em que a área é calculada. Assim, 
para uma área nos planos xy, zxz e yz, os elementos de área são, respectiva- 
mente, 


dA = dx dy dA = drxdz dA = dydz 


Em coordenadas cilíndricas, também consideramos um elemento de vo- 
lume dV na forma de um paralelepípedo. No entanto, esse paralelepípedo é 
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formado por lados curvos, como mostra a figura 1.25. Note que essa figura foi 
bastante exagerada, para facilitar a visualização das grandezas definidas. 


y 


Figura 1.25: Elemento de volume dV em coordenadas 
cilíndricas. À “diagonal” do “paralelepípedo” 
é o elemento de comprimento de arco. 


O elemento de volume é formado pelos lados do, dz e pelo arco gerado 
pela rotação dê feita com p e z constantes. Assim, esse arco vale 


arco = pdô 
e vemos que o elemento de volume dV em coordenadas cilíndricas é 
dV = dp pdo dz 


ou 
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dV = pdp do dz (1.45) 


O elemento de arco no plano paralelo ao xy é o elemento de arco em 
coordenadas polares, representado pelo dh. Esse vetor vale 


dh = dp p + pdo Ô 

ao passo que o elemento de comprimento de arco em coordenadas cilíndricas 
é a “diagonal” do “paralelepípedo”, ou seja, 

dê = do Pp + pdo Ô + dzk (1.46) 
Os módulos ao quadrado são 

dh? = do” + pdoe” 

dt? = do? + p“dO* + dz 
e, como no caso anterior, os elementos de área dependem da verificação de 


qual é a coordenada que fica constante. Num plano paralelo ao plano xy, z é 
constante, e o elemento de área fica 


dA = pdo do 


que é também o elemento de área em coordenadas polares. Quando p é cons- 
tante, o elemento de área torna-se 


dA = pdb dz 
ao paâso que, no caso de 6 fixo, o elemento de área é 
dA =dodz 


Por fim, em coordenadas esféricas o elemento de volume dV também é 
um paralelepípedo formado por lados “curvos”, como mostra a figura 1.26, 
que também foi bastante exagerada, para facilitar a visualização das grandezas 
definidas. Neste caso, um dos lados do “paralelepípedo” é definido por dr, e 
os outros dois lados são arcos curvos. O arco que fazemos considerando r e & 
fixos, com 6 variando de dê, é um arco de circunferência de raio r, e assim, 
este lado vale 


1º arco = r dê 
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q 


Figura 1.26: Elemento de volume dV em coordenadas 
esféricas. À “diagonal” do “paralelepípedo” 
é o elemento de comprimento de arco. 


O outro arco é obtido quando r e 8 são fixos, e com q variando de dg. 
Neste caso, o lado é um arco de circunferência, mas o raio dessa circunferência 
é dado pela projeção de 7 num plano paralelo ao plano xy, e assim, esse ralo 
vale 7 sen 6. Este arco fica, então, 


2º arco = r sent dq 
e o elemento de volume dV torna-se 
dV = dr rd0r sen dy 


ou 


dV = rº senOdr do dg (1.47) 
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O comprimento de arco para r fixo (por exemplo, na superfície de uma 
esfera) é dado por dh, isto é, 


dh = rde Ô + rsenddo & 


ao passo que, em geral, com 7 podendo variar, temos 


df = dr? + rdo 8 + rsenddo & (1.48) 


Os módulos quadrados destas grandezas são 


dh? = rºdoº + rº sen? 0 dg” 
dt = dr + rºdo” + r2 sen? 6 dq? 


O elemento de área para r fixo é o elemento de área na superfície de 
uma esfera, e ele vale 


dA = rdôr sen 6 do = rº sen 6 do dá (1.49) 


Quando € ou à são fixos, os elementos de área valem 


4- rsenddr dó, 8 fixo 
rdr dô, P fixo 


Existem algumas combinações de derivadas e de integrais que são de in- 
teresse especial e que recebem nomes especiais. O operador diferencial nabla 
(V) representa um conjunto de diferenciações que, em coordenadas retangu- 
lares, tem a seguinte forma: 


ro o, 
V=i5 Tt] 


. O 
— +k— 1.50 
Oy , oz (1.50) 
Quando esse operador age sobre uma função escalar &, obtemos uma 
função vetorial, que é conhecida como gradiente de &, representada por 


db .04 06 
vo =102 4308 | q00 


Ox Oy Oz 1.61) 


Essa função vetorial tem várias propriedades interessantes. Fazendo o 
produto escalar entre o gradiente de & e o elemento de arco em retangulares, 
dado pela equação 1.44, temos 
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= od OD 9º 
o u— ee d 
Vo. df is + th dz  [dxi+ dyj+ AN 
ob od ob 
Vô. df = da E Z + dy y + Dz 4 


e, lembrando que 


.oB e, od 


é a diferencial total de &, obtemos 


dd = Vô. df (1.52 


que vale para qualquer sistema de coordenadas, não somente em retangulare! 
Da expressão acima, percebemos que, se df estiver ao longo da superfici 
definida por 6 = c, sendo c uma constante, VP deve ser perpendicular a a 
e à superfície, pois se & é constante, db = 0, e, como em geral nem df ner 
Vô são nulos, temos 


dd = Vô. df =0 
que ocorre se df | Vô, pois neste caso temos cos 8 = cos 5 =0(9é0 ângul 


entre eles). Ou seja, Vô é normal à superfície definida por ? =. 


À maior variação de & ocorre quando df | V6, pois neste caso obtemc 


dDmax — VD. df = V6| dfcos0 = |V] df 


que pode ser escrito de outra forma como 


ou seja, o vetor VD especifica a direção da maior taxa de variação da funçã 
6, e seu módulo mede o valor dessa taxa de variação. Para obter o valor d 
taxa de variação numa certa direção, devemos considerar um vetor unitári 
n, nessa direção e fazer o produto escalar 


od 


— =V6.7% 
Bm VO.n 
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que é conhecido como derivada dirigida ou direcional na direção ni. 


Quando a função é vetorial, o operador V pode agir de duas formas: 
através de um produto escalar ou de um produto vetorial. No caso do produto 
escalar, considerando que A é uma função vetorial, obtemos o divergente de 
Á que é uma função escalar. Em coordenadas retangulares, considerando 
A= Açi+ A,j + A, k, temos 


- 10 «O » O 
- À — a a e . Ágil ú À, 
V ido lo + 3; 1+ A,)+ k | 
A x A, 
V. A= OA 4 0 Ay é (1.53) 


Existe uma identidade matemática importante que envolve o divergente 
de uma função vetorial, chamada Teorema do Divergente, ou também, feore- 
ma de Gauss. Essa identidade é 


/ V-Bdv = d B.hda (1.54) 
V o) 


ou seja, a integral do divergente de uma função vetorial B, dentro de um 
volume V, é igual à integral de superfície da grandeza Bh feita sobre toda 
a área S que delimita esse volume, onde é um vetor normal à superfície em 
cada ponto é. Essa integral de superfície também é conhecida como o fluxo de 
B através da área S (veja a figura 1.27, para esclarecer os termos). 


n dA ? 


volu. 


superíície 3 
fechada 


Figura 1.27: Definição dos termos do teorema de Gauss. 


* B.? é a componente normal à superfície S do vetor B. 
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No caso do produto vetorial, temos o rotacional de Á, dado por V x Ã, 
que, em retangulares, fica 


> |, 0 +00 


. (04, DA, DA, DAN. [04 DAN 
VXA = (E dz E ( de Dis (o o) ha (1.55) 


3 o 
A AA I+HAJ)+HA, k| 


Para o rotacional, existe o Teorema de Stokes, que relaciona uma inte- 
gral de superfície com uma integral de linha, e que se escreve 


[(vx5)-nda= & 5. aí (1.56) 
S C 


onde os termos são apresentados na figura 1.28. 


superficie S 
aberta 


= 


contorno C 


RR SOR 
a aa 
CEM 
dedo 


a is 1 ea o O RM q DO Te PD DA e DD RO, NR 


mm 


pa Ene ti 


Figura 1.28: Definição dos termos do teorema de Stokes. 


O teorema de Stokes estabelece que a integral sobre toda uma superfície 
S aberta da componente normal a esta superfície do rotacional de uma função 
vetorial B ? é dada pela integral de linha B - d? sobre todo o contorno CU 
que delimita a superfície S. Essa integral é chamada de circuitação de B ao 
longo de €C. Note que no teorema de Gauss a superfície S é fechada e define 


º Já que n é o vetor normal à superfície em cada ponto, (V x B)-n é a componente normal 
de VxB. 
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um volume V. Já no teorema de Stokes a superfície S é aberta, para que 
exista um contorno C. Esses teoremas são muito úteis em Cálculo Vetorial, 
Mecânica, Eletromagnetismo e outras áreas de Física. 


Além do operador -Y, existe um outro de grande importância denomi- 
nado operador Laplaciano, que é o resultado do produto escalar de V com 
ele mesmo. Esse operador, que é representado por V:V = V:, vale, em 
coordenadas retangulares, 


10 4.0 «O 10 4.0 + 
ou seja, 
o? 2” 9º 


“do ' do? (1.57) 


que, quando aplicado numa função escalar O, resulta em 
V2õ = “6 N 02d 0 
"0x2 Oy Oz 
Para uma dedução completa das expressões acima que envolvem o ope- 
rador V, o gradiente, o divergente, o rotacional e o Laplaciano V2 nos sistemas 


de coordenadas retangulares, cilíndricas e esféricas, consulte o apêndice B. 


Existem algumas propriedades importantes relativas ao gradiente, dl- 
vergente, rotacional ou Laplaciano de funções. Algumas delas são 


V.VxÃ=0 (1.58a) 
VxV6=0 (1.58b) 
Vx(VxA)=V(V.4)-V2A (1.58c) 
V(DT) = (VO)V + O(VY) (1.58d) 
V(DA)=(VD). ALVA) (1.58e) 
Vx(DA)=(VD)xÃ+OVxA (1.58f) 
V.(AxB)=(Vx4).B-A-(VxB) (1.58g) 
V(A.B)=(A.V)B-Ax(VvxB)+(B.V)A-Bx(Vx 4) (1.58h) 
vx(AxB)=(V-BJA-(V-AJB+(B-V)A-(A-V)B (1.581) 


que são válidas para quaisquer funções escalares & e Y e vetoriais 4 e B. 
Vamos demonstrar algumas. As outras são deixadas como exercício (veja O 
exercício 1.7). De início, vejamos a equação 1.98a. 
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Demonstração. À equação 1.58a nos diz que 
V.VxÃ=0 


Vamos considerar que A = Ari+ Ay) + Ap k (em todas as provas, não apenas 
nesta). Assim, usando a equação 1.55, temos 


+ (04, dA, OA, ODÁrNs OA OA,NA 
vxã- (5 is (o is ( ah 


e então, 


O GO ção 
ay Oz 


DA, DA, (28: A: 71 (OM DA 

dz O dx Ode)!" dr 
. 0/04, AN 0/04, AN 0/04, DA, 
vevxi- (o 2) + 55 (a 5) + ol 5) 


V.V x A = 02 A, = o A, Õ“A, o OCA, 0º Ar o A, 
dxroz  dxdy dydz dOydz dOzdy dzdx 


Agora, podemos trocar a ordem em que as derivadas são feitas, e assim, temos 


OA, o OA, OA, A, Ar 02 As 
Oxdy  dydz d20x  dxdz OuyOz  dOzOy 


e, portanto, 


VvxÃ- A, o OA, DA, o OA, OA, o 0“ As 
“"0xôz dOxdz Oxdy dOxdy dzdy Dzdy 
V.Vx4=0 


Demonstração. Vamos provar a relação 1.58b, que é 


Vx VÔ =0 


O gradiente é dado pela expressão 1.091 
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Vô =i— — + k— 
dz Joy "o 
e, portanto, 
1 5 k 
6) ê, ê, 
VxVD=|d dy dO 
od OD dé 
Ox dy dz 


[06 926 [025 920 «/ 026 
db=il-— - SO Aaifoo kl — — 
Vxv (as 55) e [im 5) ” (5, 
Novamente, podemos trocar a ordem das derivadas, e assim, 
02d 925 (02d 926 «/ 92D 
d — SO AsilDO o kl <— — 
VV (aos — 6) il rã) ” ts 


VxVe=0 


Demonstração. Por último, provamos a relação 1.58h, 
V(A-B)=(A-WB-Ax(VxB)+(B.V)A-Bx(VxA) 
Vamos considerar que B = B,i+ B,j + B.k. Assim, 


A.B=A,B,+ A,B,+A,B, 


Cc 
>> , O 50 o 
e = [|=— + 2Do AB 2tdz 
V(A- B) = liso + day t 5; (Ar Bs + AyBy + 4,B,) 
ou 
ss - O 
V(A-B) = sr (A, By + 4,6, + A,B,) 


+] a (A, By + AyBy + A,B,) 


A O 
+ kl 
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920 ) 
OyOL 


02 O ) 
OxOy 


AB; + AB, + 4,B.) (1.59) 
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TO 


Agora, calculamos 
AV=(A i+HA,j+HA, k)- io tia tão 
Ã.V = Aro + Avião + Arão 
e assim, 
5 + Avião + Ad (B,1+B,)+B,&k) 


(A.V)B = A. 5 


ou 
PN 
(A: V)B = As (Boi + By) + B.k) 
+ Aya (Boi+ By) + Bi) 
ND 
+ Asa (Boi + Byj+ Bk) 
ou ainda, 
=>(A, +42 +A4,—* 
(A. vB = (AE + ADE + AE) 
0B oB OB, Ns 
ALE +ADE+A 
+( Og T Ay Oy ” Oz ): 
Ar— +A,—— + A,—— |k (1.60 
+( do dy 5) (1.60) 
Para a expressão AX (V x B), utilizamos a equação 1.59 para B, ou seja, 
+ 0B, 0B,): OB, OBys OB, 0OByNys 
=| -— — — — E |k 
Vx5 (5 3) i+ (Ts 3 )i+ (o 5) 
e, portanto, 
i j k 
OB, OB. OB, 0B, 0B,; | 9By 
oz Oy T 0z Oy Oz 


ou 
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Ax(VxB) [ao — 2) “a(s o e) : 
+ a(o - e) (E o OP) 
ou ainda, 
Ax(VxB)= Ae ADE Ay A 
+ AL + At A E AE j 


Vamos subtrair esta expressão da equação 1.60. 


(A.DB-Ax(VxB)= 


ADE + Ay E + ADE — Ay geo AGE pt 4 A i 
+ AL + Ay A AE RS ie, A j 
+ AS + AE 14,08 Aee Ae Atos Rs k 
ou 
(A.VDB-Ax(VxB)= AE + Ay + A i 
+ AE AE + A + Aços 1 ASS 4 ASS k 


ul, 
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Para obter a expressão de (B-. VJA—- Bx(V x 4), é suficiente considerar a 
equação acima e intercambiar À por 6, e vice-versa, ou seja, 


- Rr - OA, OA, OA 
0 As OA, OÁ. | + 
+ | Bs Ex + By + 5; 7 k 
E agora, somando as duas equações, temos 
(A-V)B-Ax(VxB)+(B.V)A-Bx(Vx4)= 
0B;  2By 0B. OA OA, OA, | 
Ada "Avda Ta a "Brg, + Boa || 
oB oB OB; OÁ OA OA, | o 
Ar dh Ay JL Coy - 2 “ 
a Rr dy “dy "voy Ta |) 
O Ba 0B,, oB 0 As OA OA, | « 
+ = LA AE A Br + ya o, | & 
ou ainda, 
(A.V)B-Ax(VxB)+4+(B-.VDA-Bx(VxA)= 
2 Ba OA, | 2Bu + p º2u OA, 0B, N OA, 
“ Ox “ Ox * Or “ dr * Or * Ox 
N 0B; OA 4, By | p2/u OA OB; OA, 
* Oy “ Oy º Oy “ Oy * Oy * Oy 
0B, OA, 0B,, OA OB: OA, | + 
+Aocõ, "Boca +Avã, tva 1 Ara, dz | 
Como 
d db da 


(3 
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as derivadas acima podem ser reescritas como 


(A.MNB-Ax(VxB)+(B-WDA-Bx(VxA)= 
94,B, 0A,B, 0A,B, 
+ us 4 


o] 


1 


eh ox oz 
04. Br N 04,B, N 0A.B, | « 
Oy Oy Oy 
04,B; 04,B, 04,8, | + 
Oz ” Oz ” Oz e 


(A.MB-Ax(VxB)+(B.VDA-Bx(Vx4)= 
. 0 
iam (Ar Bi + 4,6, + A,B,) 
o, 
Hay (MB + A,B, + 4,B,) 


+ E (A,By + A,By + AB.) 


e, lembrando a equação 1.59, obtemos, finalmente, 
(A.MB-Ax(VxB)+(B.VA-Bx(VxA=V(Á-B) 
[1 


Além das propriedades diferenciais 1.58, existem relações integrais que 
podem ser obtidas através dos teoremas de Gauss e de Stokes (equações 1.54 
e 1.56), as mais importantes das quais são as Identidades de Green. À primeira 


identidade de Green é 


/ (VVd + Vô. VW) dV — Ê SVY. dA (1.61) 
V S 
e a segunda identidade de Green é 
/ (PVt6 — SV2W) dV = A (VVD — SVY) -fdA (1.62) 
V o) 


conhecida também como Teorema de Green. As demonstrações são dadas 


abaixo. 
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Demonstração. Para provar a primeira identidade de Green, equação 1.61, 
consideramos o vetor 


À =9VY 
e calculamos seu divergente, através da expressão 1.58e, que é 
V-(DA)=(Vô). AS DV- 4) 
Assim, obtemos 
V-(DVU) =(VO). VW 4 DV. VU) 
ou 
V(DVD)=VO.VY+ DV 


O teorema do divergente 1.94 é 


[ v-Bav = Bnda 
V Ss 


e assim, obtemos, para o vetor A definido acima, 
/ V.(SVUW)dV = Ê (VW). ndA 
V S 
ou 
/ (VD. VU + OVW) dV = A DVY.ndA 

V S 

que é a primeira identidade de Green, equação 1.61. 
Para provar o teorema de Green 1.62, consideramos o vetor 
B=WVD — OVY 


e calculamos o seu divergente, mediante a expressão 1.58e, considerando A = 
Vô ou 4 = VP, conforme o caso. Ássim, 
V.B=V-(WVD-— SVY) 
=Vy.Vo+HYV.VO—-VD.VY — DV. VYy 
V.B=WV?6 -— SViy (1.63) 
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Agora, utilizamos o teorema do divergente, isto é, 


/ V-Bdv = Bida 
V o) 
que fica, para a função B definida acima, 
/ V. (WVS- SVY)dV = b (WVS — VW) dA 
V Ss 
ou, utilizando a equação 1.63, achamos 


/ (VVd — OVW) dV = A (UVO — DVY) -fdA 
V 5 


que é o teorema de Green. [] 


Algumas outras identidades importantes são dadas abaixo. 


VôdV = b dndA (1.64a) 

V S 
/ (9: +0-v)Bdv = À B(C.n) dA (1.64b) 

V 5 | 

VxBdv =p axBda (1.640) 

o) No) 
[(ixv) x Bda = d dix 3 (1.64d) 

o) C 
[iixvada= 4 dd? | (1.64e) 

o) Ú 


Vamos demonstrar três destas equações. Às outras ficam como exercício. 
Iniciamos com a expressão 1.64a. 


Demonstração. Para provar a relação 1.64a, utilizamos o teorema do diver- 
gente 1.094, 


[ v:Bav=4 B.nda 
V Ss 


considerando que B = C&, onde €C é um vetor constante. Assim, temos 


[o (66) dv = é (09) «NdA 
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À propriedade 1.58e nos diz que 
V-(DA)=(VD).A+D(V-A) 
ou, No nosso caso, 
V(D)=(VÔ)-.C+O(V-C) 


Como C é constante, sua divergência se anula, pois cada componente de € é 
constante, e assim, 


mp ro, EN a a a a 
VC = tio HRS) (Cri Gi + sb) 
x Oy z 


ô ô 
OC, 0€, 00, 
"Ox Oy O 

V.C=0 


Portanto, obtemos 
V-(50)=(VD).C=C-.(VD) 


Além disso, temos (CO) A=C. (Di). Desse modo, o teorema do divergente 
fica 


[ E .(vajav = 4 E. (Dn) dA 
V S 
ou ainda, como C é constante, 
6. [ V$dV =. À dhdA 
V S 


Como C é qualquer vetor constante, devemos ter 


/ VB dV — À Bida 
V S 


que é a expressão 1.64a. 
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Demonstração. À expressão 1.64c 


[vxBav=daxBas 
V Ss 


também parte do teorema do divergente, só que agora consideramos (neste 
teorema) B = € x D, onde D é um vetor constante. Obtemos, portanto, 


[v-(ExD)av = 4 (0xD)-nas 
V o 


O termo V - (C x D) na primeira integral é um produto misto e, mediante a 
propriedade 1.17 dos produtos mistos, temos 


abxc=b-cxi=-caxb 
ou, no nosso caso, 
v(CxD)=D.(VxC) 


Utilizando esta mesma propriedade, obtemos, para o produto misto na segun- 
da integral, 


(CxD)-f = (fx C) D=D.(hxC) 
Obtidas estas duas expressões, voltamos ao teorema do divergente, isto é, 
[D. (9x6) dv = d D. (fix C) dA 
V S 
Como D é um vetor constante, 
D-[ vxCav =D. daxCda 
V S 
Finalmente, como D é qualquer, 
[ VxCdv = pxCda 
V S 


que é a expressão desejada. 
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Demonstração. Por último, vamos mostrar a relação 1.64d. 


[(nxv)xBda= 4 aix5 
S C 


Esta demonstração se baseia no teorema de Stokes 1.56, 


[(0x5)-ada = d 5. db 
9 C 


Façamos, no teorema de Stokes, B = C( x D, onde D é um vetor constante. 
Obtemos, assim, 


[rx (x D)|- ada = 4 (Ox D)- di 


Utilizando a propriedade 1.17 dos produtos mistos, achamos, para o produto 
misto na segunda integral, 


(CxD)- de= (dixC).D=D.(dixC) 


Para o duplo produto vetorial na primeira integral, usamos a proprieda- 
de 1.581, que é 


—+ 


Vx(AxB)=(V.B)JA-(V.AB+(B.VMDA-(Ã.V) 


ul 


e então, 
Vx(CxD)=(V.DC-(V.OD+(D.ME-(C.MD (1.65) 


Como D é um vetor constante, V. D = 0. Além disso, o termo (C V)D vale 


—s —» a a a O . O & O a e e n 
(C-V)D=(C.i+C,j+C,k)- it d+ rh (Dzi+ D,j+ D,k) 
(O mD=|G Lt ro 4 (D.i+ D,j+ D.k) 

E Ro “ Oy o). ” vd f 


Como D é constante, D,, D, e D, também o são, e as derivadas acima são 
todas nulas. Portanto, 


ami 


(C.VD=0 
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e a equação 1.65 fica 
Vx(CxD)=(D-.WE-(v-OD 
O teorema de Stokes fica 


[dv -(r 
Ss 


OT 


JD] nda = 6 D.(aixo) 
C 
ou entao, 
RUA [V(C-f)] -D. (VC) da = d D-(dix0) 
S C 
ou ainda, 
RA V(C nn) -A(V-OJda= 4 D.(dix0) 
C 


A propriedade 1.19b do duplo produto vetorial estabelece que 


(axbxce=b(d-d-a(b-c) 


A partir desta propriedade, o termo entre colchetes na integral de superfície 
da penúltima equação acima pode ser Teescrito, se considerarmos que, na 
propriedade 1.19b, à = 1, b=Vec-C. Assim, obtemos 


(nxV)xC=V(h-C)-n(V.C) 
que é exatamente o termo entre colchetes. Portanto, 
[(d. (à x V)xC] dA = 4 Do (di x O) 
S C 
ou, como D é constante, 
D. [ (ixv)xCda =D. À dixO 
S C 
Como D é qualquer, obtemos, finalmente, 
[tixv)xCdA = d aixo 
S C 


que é a equação procurada. 
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Uma outra propriedade importante decorre da equação 1.02, 
dd = VD. dê 


A integral desta expressão, considerando um ponto inicial 79 e um ponto final 


r, é dada por 
r r , 
/ dd - [ Vo. dt 
To To 


ou seja, 


fíva dê = O(7) — O(79) (1.66) 


e a integral acima independe do caminho considerado, já que ela é função 
apenas dos pontos inicial e final escolhidos. Assim, se uma função vetorial B 
for tal que existe uma função escalar & de modo que estas duas funções estão 
relacionadas por B = Vô, a integral de linha desta função vetorial B será 
independente do caminho. Desta propriedade decorre que, se a integral for 
num caminho fechado, 7 = 79, e obtemos 


b VD. df = S(To) — D(T7o) — () 
C 


para qualquer caminho de integração considerado. Pelo teorema de Stokes, 


equação 1.00, temos 
/ (V x B) dA = 4 B. de 
ho) O 
e assim, para O nosso caso especial, lembrando que B = Vo, 


[(vxB)-na4=0 
S 


Como a superfície S de integração é qualquer, o integrando deve ser nulo, o 
que implica 


VxB=0 


e a função vetorial B é irrotacional. Em Física, isto é muito importante, pois 
todas as forças conservativas, como a força gravitacional e a força elétrica, 
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por exemplo, possuem uma energia potencial associada, e a relação entre elas 

é dada por FP = —VU, sendo F a força e U a energia potencial. Assim, as 
forças conservativas têm rotacional nulo, e sua integral de linha num percurso 
fechado (que é o trabalho realizado nesse percurso) também é nula. De uma 
forma geral, qualquer campo vetorial que tenha as características acima é 
chamado de conservativo. 


Este capítulo foi dedicado a uma revisão dos conceitos de vetores, siste- 
mas de coordenadas, e grandezas escalares e vetoriais, que serão utilizados ao 
longo de todo o texto. No próximo, veremos três séries extremamente relevan- 
tes e algumas de suas propriedades. Os dois capítulos são muito importantes, 
até mesmo essenciais, para o entendimento das formulações matemáticas que 
serão desenvolvidas durante o estudo do Eletromagnetismo propriamente dh- 
to, que é o objetivo principal deste livro. Em seguida, apresentamos alguns 
exemplos resolvidos envolvendo os conceitos vistos neste capítulo. 


1.6 Exemplos Resolvidos 
Exemplo 1.1. Demonstre que o ângulo entre os vetores à e b pode ser obtido 
através do produto escalar entre eles. 


A demonstração, bastante simples, parte da expressão 1.4, que deíine o 
produto escalar entre dois vetores, Isto é, 


ã-b= |ãllbl cos 0 
cos 6 = â"0 
a 
ab 
O — arccos (5) (1.67) 
ab 


Exemplo 1.2. Mostre que o produto escalar entre os vetores à e b fornece a 
componente do vetor à na direção definida pelo versor b. 


Vamos chamar de a; a componente do vetor à na direção de b. Ela pode 
ser vista na figura 1.29. 
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Figura 1.29: Dois vetores para o cálculo da componente 
de um vetor na direção de outro. 


Da figura, percebemos que a; é o cateto adjacente ao ângulo É entre os 
vetores e que a hipotenusa é a. Assim, temos 


4% 
cos0 = 
a 
ou o 
a; = a cos6 (1.68) 


No exemplo anterior, vimos que o ângulo entre dois vetores é dado pela equa- 


ção 1.67, ou seja, 
2.5 
O = arccos (º 
ab 


cos 6 — 


ou 


Portanto, substituindo esta equação na expressão 1.68, obtemos 


ab 
é 
ab 


ou 
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“ab 
4d 
Lembrando que 
-b 
b — — 
b 
encontramos 
dj — G . b (1.69) 


Se quisermos o vetor-componente na direção de b, devemos multiplicar a ex- 
pressão acima por b, ou seja, 


à; = (a -b)b (1.70) 


Exemplo 1.3. Mostre que o produto vetorial de A por B é numericamente 
igual à área do paralelogramo definido por esses dois vetores. 


Antes de iniciarmos a demonstração, vamos observar a figura 1.30. 


Figura 1.30: Área definida pelos vetores do produto vetorial. 


Desta figura, percebemos que a área definida pelos dois vetores corres- 
ponde à area do paralelogramo, a qual, por sua vez, é a área do triângulo 
somada com a do trapézio. À área do triângulo é dada por 


bx h 
Atriângulo — o 


onde b é a base e A, a altura do triângulo. No nosso caso, a altura pode ser 
obtida através de 
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h 
sen6 — B 


ou seja, 
h = Bsen6 
enquanto a base do triângulo é dada por 


bh 
0 — — 
COS B 
Isto é, 
b = Bcos0 


e a área do triângulo é 


Bº cos 6 sen 8 
Atriângulo = E 


À área do trapézio é obtida mediante 


(bm + bm) x h 
Asrapézio — e, 


onde bm é a base maior, bm, à base menor, e À é a altura, que vale 
h = Bsenô6 


conforme já encontramos anteriormente. À base maior tem tamanho Á, en- 
quanto a base menor, obtida em termos da base b do triângulo, vale 


bm = A-—b 
bm = À — Bcos6 


Portanto, a área do trapézio é 


(bm + bm) x h 
Asrapézio = E, 
“ buxh bmxh 
2 2 
ABsen6 (A-Bcos0)Bsenô 
o + E 


Bº cos 8 sen 6 


Atrapézio = AB senô — > 
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À área total é a soma das áreas do triângulo e do trapézio, e o resultado é 


Atotal — Asriângulo + Asrapézio 


o Bº coso sen 0 + ABsenô - Bº cosó sen 0 


Atotal — AB sen 
Lembrando que o módulo do produto vetorial de A com B é 
|AxB|= ABsen6 
temos 
ÁAtotal = A x B| 


como queriamos demonstrar. 


Exemplo 1.4. Uma esfera de raio R tem uma densidade volumétrica de mas- 
sa o. Calcule a sua massa nos seguintes casos: 


mam 


a) o = 00 (constante) 


A densidade q é a massa dm dividida pelo volume dV, ou seja, 


= av 


Assim, temos dm = gdV. Portanto, devemos integrar dm em todo o volume 
da esfera para encontrar a massa total, isto é, 


[dm = [ oav 
V V 


m= [ vor” sen 6 dr do dó 
V 


onde usamos o elemento de volume em esféricas dado pela equação 1.47. A 


integral fica 
R pm 2H 
m= | / / or” sen 6 dr do dá 
o 40 “0 
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RA 
m = o) [ r2 sen dr do (d)p” 
O JO 


R 
— êmon [ r2dr (— cos 0)5 
0 


pê K 
= 2700(1 + 1) ç 
ó | 


= AT Rº 00 
8 


b) 0 = agr 


Neste caso, temos 


[im= | oav 


m = [aorº sen 6 dr do dó 


27 
-[ IN [ agr sen 8 dr do dá 
-ao/. / rê sen 8 dr do (d)p” 
Ô Ê 


R 
= emas | rêdr (— cos 0)5 
0 
a 
= 27ao(1 +41) G 
4 Õ 


m — agr Rº 


Exemplo 1.5. Seja a função escalar 
d(x,y,2) = 2x — 3y” + 4xyz 


a) Encontre Vb. 
O gradiente de & é dado pela expressão 1.51, isto é, 
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0d .0D 06 
va = 8 RÉ 
Oy 


Ox Oz 
ou 
: O 2 
VO = 1-—— 2x — Sy” + Axyz] 
Ox 
: O - O 
+ Jay 22 —3y” + 4xyz| + 7 22 — 3y + 4yz| 

ou ainda, 


Vô = [2 + 4yz| 1 + [—6y + 4gxz| j+ 4xyk 


b) Ache VB no ponto P(1,1,3). 


No ponto P, o gradiente vale 


Vôp = [2+41.3]i+[-61+41.3]j+411k 
Vôp = 141+6)+4k 


c) Calcule o módulo de VD. 


O módulo do gradiente é dado por 
Vo|=vVô.VD 


— [2 + 4yz]º + [—6y + 422] + [4xy]? 


— /4+ 16yz + 169222 + 36y2 — 48xyz + 162222 + 1672yº 
Vo) =2,/1+4yz + 9y? — 12ayz + 4(02y2 + 022º + 9222) 


d) Encontre o módulo do gradiente no ponto P definido acima. 


O módulo em P é 


Vô|p=24/1+41.349.1-121.1.3+4(114+1.9+1.9) 
|V O|p = 2462 
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e) Ache a direção, ou direções, no ponto P, em que DB é constante. 


Neste caso, queremos achar um vetor perpendicular ao vetor Vô no. 
ponto P, pols assim, pela equação 1.52 


dd = Vô.dt 
teremos dP = 0, Já que & é constante. Vamos chamar esse vetor de 
J=Xi+Yyj+zZk 


O produto escalar desse vetor com Vdp = 141 + 6) + 4k deve ser nulo, pois 
eles são ortogonais. Assim, 


veVOp =0 


Xi+yj+2Z2k).[4i+6)4+4k]=0 
14X +6Y +42 =0 


e então, 
14X + 6Y 
Z = ABA + 6% 
4 
e os vetores são dados por 
; + 14X +46Y - 
p=xisyj- DDT 


4 


e para cada valor de X e Y uma dada direção é definida. Neste caso, infinitas 
direções são possíveis, e todas pertencem a um plano perpendicular a VS. 


1) Qual é a integral de linha de VÔ dos pontos (0, 0, 0) até (1, 0, 0), se for 
utilizada uma reta como caminho entre esses dois pontos? 
Queremos calcular a integral 
(1,0,0) o 
/ Vo. de 
(0,0,0) 


Existem dois modos de calcular essa integral. O primeiro é o método direto, 
considerando df = dxi,ey=2z=0,ou seja, 
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(1,0,0) RN l R o R R 
/ VS. df = / À 2+4.0.0]i+ |-6.0 + 427.0] j + 47.0 k | - doi 
( Ô 


0,0,0) 
1 
— / 2 dz 
0 


- (20) 


(1,0,0) o 
/ Vô. di=º 
(0,0,0) 


O outro método se vale do fato de que a integral de linha de VP independe 
do caminho, como mostra a equação 1.66, 


/ Vo. df = d(r) — S(r9) 
To 
Sendo assim, obtemos 


(1,0,0) . 
/ VO.di = 9(1,0,0) — 9(0,0,0) 
(0,0,0) 


= (2.1 —- 3.02 4+4.1.0.0) — (2.0 — 3.0? + 4.0.0.0) 


(1,0,0) z 
/ Vo. dl=2 
(0,0,0) 


que concorda com o resultado anterior. 


q) VB é conservativo? 


Pelo resultado anterior, percebemos que, se o caminho de integração 
for fechado, a integral se anula, e isto caracteriza um campo conservativo. 
Além disso, calculando o rotacional de VÊ, obtemos, utilizando a proprieda- 
de 1.58b, 


VxVO=0 


o que confirma o fato de que o campo é conservativo. 


Exemplo 1.6. Sendo 7 o vetor posição, prove que 


a) VT =3 
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O vetor posição em coordenadas retangulares é dado por 


r=zityj+tzk 


e assim, 
10 40 + O ' R R 
O EA O: 
Ver o Ta + a (zri+yj+zk) 
o Oy O 
dz Oy Oz 
Ver=3 
b)V xr =0 
Neste caso, temos !º 
1) k 
> | O (6) É) 
Vxr= dr dy dz 
Lo yu z 
—1 Oz Oy +35 dr Oz . dy dx 
E y z Mo dO dx Oy 
Vxr=0 0 (1.71) 


c) Como 7 é irrotacional, deve existir uma função escalar O tal que VD =r. 
Encontre essa função. 


Da equação 1.66, temos 


“IL 


Dessa forma, para o nosso caso temos 
r —+ 
d(r) = &(ro) +[ r dl 
r 


Em coordenadas retangulares, o elemento de arco é dado pela equação 1.44 


di = dxi + dyj+ dzk 


9 Lembrando que as coordenadas x, y e z são todas independentes entre si. 
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e assim, 
RT O à o. N o o o. 
d(r) = O(r9) + N) / (zi+yj+zk)- (dri+ dyj+ dzk) 
yo “%0 | 


y 
— O(r9) + “f ado + [ e, z dz 
Yo 20 


2 2 2 
Ss LT zo y z M 
0) 2 vi) 2 UO 2 £O 
Tr+y+Zo m+HW+T% 
+ E 


ou 


2 


d(P)=5 + 


sendo que combinamos as duas constantes em do. 


1.7 Exercícios 


um mm 


1.1 Sendo dados os vetores À = 21 — 4) —-3k, B=4i+2]+8k, C= 
-921-8)4+2ke D=9i+)-—6k, calcule o segumte. 


a) Os módulos dos vetores. 


b) Todas as possíveis somas em que são utilizados dois dos vetores, € 
os respectivos módulos. 


c) Todas as possíveis somas em que são utilizados três dos vetores, e 
os respectivos módulos. 


d) A soma dos quatro vetores, e o módulo. 


e) As possíveis subtrações em que são utilizados dois dos vetores, e 
os módulos. 


f) As possíveis subtrações mediante o uso de três dos vetores, e os 
módulos. 


g) As possíveis subtrações envolvendo os quatro vetores, e os módulos. 
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1.2 


1.3 


1.4 


1.5 


1.6 
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Considerando os vetores dados no exercício anterior, calcule o seguin-. 
te. 


a) Os possíveis produtos escalares dos vetores. 


b) Os possíveis produtos vetoriais empregando dois dos vetores, e os 
módulos dos vetores resultantes. 


c) Os possíveis produtos vetoriais considerando três dos vetores, e os 
módulos dos vetores resultantes. 


d) Todos os produtos mistos possíveis. 


Utilizando os vetores dados no exercício 1.1, responda ao seguinte. 


a) Ache, para cada par de vetores, um vetor que seja ortogonal a 
ambos e que tenha módulo unitário. 


b) Considerando as possíveis somas dois-a-dois dos vetores, encontre 
um vetor ortogonal unitário para cada par de vetores-soma. 


c) Encontre os produtos escalares e vetoriais dos versores obtidos 
acima. 


sendo dados os vetores de módulo unitário 


o) 
I 


cos 6i + sen 9) 


b=cosói+senój 


mostre, utilizando produtos escalares, que cos(9 — 6) = cosô cos ó + 
sen 8 sen ó. 


Considerando a função escalar O(x,y,2) = xº +yº + 2º, responda ao 
seguinte. 


a) Que figura geométrica é obtida quando & é constante? 
b) Qual é o gradiente de 9? 
c) Ache um versor normal à superfície O = k, sendo k uma constante. 


d) Calcule o Laplaciano de 9. 


Utilizando os versores definidos no exercício 1.4, prove, através de 
um produto vetorial, que sen(9 — à) = senô cos ó — cosôsenó. 
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1.7 


1.8 


1.9 


1.10 


1.11 


Prove as relações 1.58 que não foram demonstradas no texto. 


Encontre as equações de transformação das coordenadas cilíndricas 
para esféricas, e vice-versa. Ache também as relações entre os versores 
nos dois sistemas de coordenadas. 


Considerando um cubo de lado a e uma função vetorial B = 2xyi + 
T2º ) — 47ºyzk, responda ao seguinte. 


a) Calcule V - B. 


b) Ache V x B. B é conservativo? Se for, encontre uma função & tal 
que VO = 6. 


c) Calcule a integral 


[ Bav 
y 


d) Calcule a integral 


[ v-Bav 
j 


tanto diretamente quanto através do teorema do divergente. 


e) Para cada uma das seis faces, calcule 


diretamente e através do teorema de Stokes. 
Sendo A um vetor constante, mostre que 
V(A.M)=A 


Considere um cilindro de raio a e altura h, e uma função vetorial 
dada por B = 209 + 32k em coordenadas cilíndricas. Utilizando o 
apêndice B, se necessário, responda ao seguinte. 


a) Calcule V. B, em coordenadas cilíndricas e retangulares. 


94 


1.12 


1.13 


1. SISTEMAS DE COORDENADAS, VETORES, GRANDEZAS ESCALARES E GRANDEZAS VETORIAIS 


b) Ache V x B, em coordenadas cilíndricas e retangulares. B é con- 
servativo? Se for, encontre um & tal que Vo = B. 


[ Bav 
V 


c) Resolva a integral 


d) Resolva a integral 


[ v-Bav 
y 


tanto diretamente quanto através do teorema do divergente. 


e) Para as áreas das bases e lateral, calcule 


diretamente e através do teorema de Stokes. 


A força gravitacional entre duas massas m (na origem) e M é dada 
por 


=p 


r 
Fa — —-6mM 


Verifique, por qualquer método, se esta força é conservativa e, em caso 
positivo, ache a energia potencial gravitacional associada, através de 
VUs = —Fg. Pode ser necessário o apêndice B. 


Calcule o trabalho para levar um corpo da posição A(-1, 0, 0) até . 
B(1, 0, 0), realizado pelas forças nos caminhos abaixo. 


a) Reta de A à B, força F = 2q2i. 


b) Arco de circunferência de raio 1 no plano xy, centrado na origem, 
força F' = 2xyºi — 4xy) + k. 


c) O mesmo caminho que antes, força F = 9º P + pcos06. 


d) Retas de A até (0,1,0), e deste ponto até B, força F' = 2xyi—-4yk. 


1.7. EXERCÍCIOS 99 


1.14 


e) Quais das forças acima são conservativas? Calcule também o tra- 
balho realizado nos processos com sentido inverso aos dados acima e 


confira a resposta anterior. O trabalho realizado pela força F é dado 
por 


w= [| Fai 
C 


Prove que o produto misto de três vetores a, b e c é numericamente 
igual ao volume do paralelepípedo definido pelos três vetores. 


Ta 


Capítulo 2 


Algumas Séries Uteis em 
Física 


Em Física, algumas séries são utilizadas em vários campos diferentes, 
como Mecânica, Eletromagnetismo, Acústica, Termodinâmica, etc., e elas são 
de extrema importância. Aqui veremos algumas que são utilizadas ao longo 
do texto e que são também as que aparecem com mais frequência em Física. 
Vamos começar com a série de Taylor. 


2.1 Série de Taylor 


Em Física, muitas vezes precisamos conhecer o comportamento de uma 
dada função numa região pequena em torno de um certo ponto. Nesses casos, 
é comum expandir essa função utilizando uma série de Taylor em torno do 
ponto de interesse. Se a função é de apenas uma variável, como f(x), a série 
de Taylor em torno do ponto de interesse xo é dada através da expressão 


fo=D 5 LE (e-mp = 
n=0 zo 
db 2 db 
fco) + (2 cap] soa CD +: (20) 


onde 
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dº* f(x) 


dar” 


L() 


representa a derivada n-ésima de f(x) aplicada no ponto xo, en! = n x 
(n—-1)x(n—-2)x-:.x3x2x1 éo fatorial de n. Vejamos agora as séries 
de Taylor de algumas funções importantes. 


1. Função exponencial 


fao)=e 
Queremos achar a série de Taylor de e” em torno de um ponto z9, ou seja, 
OQ 
1 d” 
e” = — —— (e?) (x — 79)” Sa 
n! dg” zo — 
n=0 n=0 


que é a série de Taylor de f(x) = e”. O primeiro termo corresponde a n = 0, 
Isto é, 


ao = a(o — g9)Pe%0 = eua 
O segundo, que tem n= 1, é 
aq = 1 (o — 9)! as ()| =(r-zo)(e”) =(x-xo) 
1! dx zo To 
O terceiro, que tem n = 2, fica 
= (em a()] = plo = le moer 


e assim sucessivamente. O n-ésimo termo é 


An = : (x — xo)” dr (e)| = ds (e) = ds )2e7o 
Po ” |dgn o ) Ton! ) 


e a série de Taylor torna-se 
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ou 
E=eir(s-zo)+ sect alem 4 e (eco ] 
e, quando xo = 0, a série de Taylor fica 
— 2 3 
e-S citar Dart (2.2) 
n=0 


Assim, a função e” pode ser aproximada por sua série de Taylor, dada, 
acima. Se quisermos uma aproximação até segunda ordem em torno de zero, 
fazemos 


que é bastante razoável se x < 1. Quando z é razoavelmente grande, é preciso 
considerar mais termos da série para conseguir uma aproximação melhor. 


Como exemplo, vamos calcular e*!, usando esta aproximação até segunda ordem. Temos 
1 
el v14+40,1+ 5(0, 192 =1,1+4 0,005 = 1,105 


1 4 


O valor numérico de et»! é 


ed! — 1,105170918... 


e o erro percentual, que vale E — 0,0155%, é bem pequeno. Portanto, esta aproximação é bastante 


boa. 


2. Função cosseno 


f(x) = cosg 


Vamos calcular a sua série de Taylor em torno do ponto xo = O, isto é, 
queremos encontrar 


OO 
o 1 d” | 
cos LT = A a (COS z) 


n=z90 


(x — 0)” = 3. Am 
n=0 
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Para n = O, temos 


l 
0 = “cos0=1 


Quando n = 1, obtemos 


Lad 
Pri n(cos |. = —g(sen 7)o = () 


“1 =4 


O terceiro termo, que tem n = 2, fica 


1 5[ d ] ? 
a? = TRA palcos 9), = 57" (- COS L)o = -— 
Quando n = 3, achamos 
1 dé 
as = TR ags(cos 3) = —gº(senx)o = 0 


1. 4 1 
aq = —r” Es (cos 2) = q 7 (cos Z)o = A 
O w q 


e assim sucessivamente. Os termos com n ímpar são nulos, e os pares são 
alternados, de forma que 


q TT” 
=(-9)"D— 
on =D tom 
e a série de Taylor de f(x) = cosg fica 
— 2 . 4 6 , 
rd x z x a nd 
— nl 1 L4l Drs tyPo +... (9. 
EE > Da gta tt ato (28) 


n=0 
Quando x < 1, podemos aproximar cos x por 


q 


costs l-— 
2 


e, se x for maior, precisamos de mais termos da série. 
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Note que x deve ser medido em radianos. Vamos calcular cos0,1 para verificar a precisão 


da aproximação. O valor aproximado é 


(0, 1)? 


cos0,lm 1 — 
2 


=1-0,005 = 0,995 


enquanto o valor correto é 


cos 0, 1 = 0,995004165... 


e o erro percentual é de Es = 0,000419%, bastante pequeno, o que significa que a aproximação é 


muito boa. 


3. Função seno 


f(x) = sengz 


À série de Taylor da função seno em torno de xo = O é 


1 d" 
sen z = ; 2 A (sen 7) 


n=0 


(x — 0)” = >. Gn 
n=0 


Ô 


Para n = 0, temos 


1 ) 
GQ) = n17 sen O = () 
Quando n = 1, obtemos 
1 d 
G1 TRA sen ) = a(cosx)o=1 


Sen =2, 
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Para n = 4, temos 


Os termos do seno são alternados, assim como os do cosseno, só que agora os 
pares são nulos e os ímpares são dados por 


1 
om = (Dr O 


e a série do seno é 


e quando x < 1, podemos aproximar o seno por 


Sent = L 


Vamos calcular a precisão desta aproximação, para o caso x = 0,1, isto é, 


sen0,1=0,1 


O valor exato do seno de 0,1 é 


sen0,1 =, 099833417... 


e o erro percentual é de Es = 0, 167%, que, embora um pouco mais elevado do que nos outros casos 


é ainda aceitável. 


4. Função logaritmica 


f(a)= na 
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A função logarítmica não pode ser expandida em torno de x9 = 0, pois In0 — 
— 00. Assim, costuma-se reescrever a função logarítmica como 


f(x) = In(i+z) 


e agora sim, podemos calcular sua série de Taylor em torno de x9 = 0. Neste 
caso, queremos encontrar 


0.4; rm SO 
n(1+ 2) = doi danln(i +) | => an 
— dam Õ n=0 


Para n = O, temos 


Para n = 4, encontramos 
1 q! dº 1 A —6 q! 
— l 1 = — ——— — 1 
doar E a al 41 moi, 4 
Os termos são alternados e não existe o termo com n = 0. Eles são dados por 
| , 
Un — DP — 


e a série fica 
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Vamos calcular ln 1,1, para verificar esta aproximação. O logaritmo, considerando termos 


até a segunda ordem, fica 


q? 
e, para In 1, 1, temos x = 0,1, e assim, 


Inl,1=0,1-— 0,1 — 0,005 = 0,095 


(0,1)? 
7 E 
O valor exato de In 1,1 é 


In1,1 = 0,09531018... 


e o erro percentual vale Ey = 0,32%, que é o maior até agora, mas ele ainda é muito pequeno e 


plenamente aceitável. 


o. Função binomial 
Ha) = (1 + 2) 


onde k é qualquer. À série de Taylor em torno de x, = O é 


k — q” dr k * 
(1+2)* = = don dl + 2) =3 an 
n=>0 0 n=0 


O primeiro termo, com n = 0, vale 


Quando n = 1, temos 


a — no! Fc of). = e|k(1 + 2), = ky 
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O próximo termo, que tem n = 2, fica 


as = 152 Ea +e)t| = Dg k(k — D(1 + 0)8"?] = k(k — ER 
20 q dz? o 2 
Se n = 3, obtemos 
as = DL ara = Lafk(h = 1)(k = + 083] 
“0 91 Ide o 3! O 
3 
as = k(k — 1D)(k — Ja 
e assim sucessivamente. O termo geral é 
A 
emo (k-n)!n! 
e a série de Taylor é 
kt q” 
te Dr 
d+) (k— n)! nl! 
n=0 
ou 
z* zº 
1+2)t=1+kz+k(k — D5 + k(k — Dk — 257 
Ro ar 
et. — 2.6 
det Do (26) 


Quando existem duas variáveis, as derivadas tornam-se parciais, e a 
série de Taylor de f(x,y) em torno de (zo, yo) fica 


oO 00 1 gtn+mo) LU , n 
HDD maga) (e-mP-w” (27 
n=0m=0 (xo,y0) 


ou 
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106 
f(x,y) = f(xo, yo) + alto vo) (x — xo) + aa 0) (y — yo) 
19 | Õ, 
Oto (, mo) 4 Et (o — co)(y — 40) 
19º f(x0,y0) >» 198Ff(zo,yo) 3 
+ 2 Oy? + 6 02 tz — To) 
3 


2 Oxldy 
l 8 f(xo; yo) 3 
+ op! To vo) —+ | == E 


que é a série de Taylor de uma função de duas variáveis. Se forem três variáveis, 
a série de Taylor de f(x,y,z) em torno do ponto (xo, yo, 20) fica 


f(x,y,2) — 
que 10 90H f(zo,y0,20) n m RR, 
DD omdmõ (2-z0)"(y-u)”"(e- zo) (28) 
n=0 m=0 3=0 

Ou 


f(x,9y,2) = f(x0,Y0,20) + Afro» or20) — Zo) 
+ Al (vo vos2o) — Yo) + 
y 


õ, + SO; 
fer 0) (md 


que pode ser escrita também como 
(2.9) 


mb 


FE) = HO) + (P= 10) - VI) + 
em que aparecem os operadores diferenciais vetoriais. Vejamos agora outra 


série de grande importância. 


2.2 Série de Fourier 


Considere uma função f(x) definida num intervalo —x < x < 7. Nes- 
se intervalo, essa função pode ser expandida numa série, chamada série de 


Fourier, dada pela expressão 
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0. 
o 
= to An COS NL + bh SEnNL| (2.10) 


Para encontrar os coeficientes a, e b,, efetuamos o produto da equação aci- 
ma respectivamente com cosmgz e senmz, sendo m um número natural, e 
o integramos no intervalo —x < x < 7. Assim, para os an, temos, supondo 


m 0, 


0 
f(x) cosmz = > cos mg + ) Gm COS NL COS ML + ) b, Sen nz cos ma 


n=—1 n=1 


/ Heesmedo= |, > cosma da + 


— 4 
f 3 Gm COS NT COS ML AL + f 3; b, sen nx cos mz dx 
7 n=1 


TT n=l 


A ao a 
/ f(x) cosma dz = — cos mz dx 


a 2 Jo, 


XS A OO Fro 
+ ; / Qm COS NL cos ma dx + ) / b, Sen nz cos ma dx 
n=1""1 n=1"7"1 


/ f(x) cosmg dz = do me 
—7 


7 2 m 
OU T SO T 
+ D Gn / cos nx cos mz dx + >. bn / sennr cosmr dr (2.11) 
— 1 — “A n=l -— 7 
Na expressão acima, o termo que multiplica ao é nulo, porque ele é o seno de 
um múltiplo inteiro de 7. As outras integrais, para serem efetuadas, precisam 
de algumas manipulações, baseadas nas seguintes propriedades de senos e 
cossenos: 


1 1 

cosô cosa = 5 cos(8 + a) + 3 cos(8 — a!) (2.12a) 
1 1 

sen ô sena = 5 cos(6 — a) — 5 cos(8 + a) (2.12b) 
1 1 

sen 6 cosa = 3 sen(6 + a) + 5 sen(0 — a!) (2.12c) 
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À primeira integral é modificada mediante a utilização da expressão 2.12a, e 
ela fica 


T E 1 
/ cos nx cos mz dx =— / 5 cos(n + m)x + 3 cos(n — ma dx: 
— “HT -— "P 

cos nx cos mg dx = 3 cos(n + m)z dz + 5 cos(n — mx dz 


— mn (1 — "HU 
Para qualquer valor de n, temos 


f. cos(n + m)z dz = | 


sen(n + ne Ê 


n+m 


/ cos(n + mx dz = O 


— 4 
Se n  m, obtemos 


/ “cos(n-m)zdr = Eee 


| r 
/ cos(n — m)z dx = O 


—] 


e quando n = m, 


0 
/ cos(a > mada = | dx 


— "HI 


/ cos(n — m)z dz = 27 


— A 


É assim, apenas quando n = m temos um termo não-nulo. Para indicar isso, 
podemos utilizar o símbolo chamado delta de Kronecker, definido por 


1, i=3 
Ô; ; = 2135 
x do ij (2.18) 


Com o uso do delta de Kronecker, a integral inicial fica 


H 


A 1! mM 
/ cos nx cos mz dx = | cos(n + m)z dz + 5 cos(n — mx dz 


— —T “q 
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7 1 
/ cos nz cosmgz dz = —0 + -270nm 
a 2 2 


/ cos nx cosmz dz = Tônm (2.14) | 


—H 


A segunda integral em 2.11 é reexpressa através da utilização da equa- 
ção 2.12c, ou seja, 


W Eis 1 | 1 
/ sen nx cosmgz dz — / 5 sen(n + m)z + 5 sen(n — ma] dr 


— — 


fio 1 LI fil 
/ sen nz cosma dr = > / sen(n + m)z dz + 3 / sen(n — m)z dz 
-g 


— TT — JL 


Para a primeira integral, qualquer que seja o valor de n, o resultado é 


“a n+m —T 


=— E — [cos(n + mr — cos(n + m)(—7)| 


1 
=-25 — Leos(n + mr — cos(n + m)r| 


| 


/ “sen(n+mzxdz =0 


—H 


Na segunda integral, se n = m, temos o resultado imediato de que a integral 
é nula, pois o integrando se anula. Quando n £ m, obtemos 


fr sen(n — m)z dz = seo me x 


— n—-m a 


= — — (cos(n — mz — cos(n — m)(-—7)| 


baço 


=-0 — Lcos(mn — mr — cos(n = mn] 


/ sen(n — mjx dz = O 


—] 


e assim, 


MN 1 fis 1 fio 
/ sen nz cos mz dr = | sen(n + medo + > | sen(n — m)zx dx 


— —] 2 —H 
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T 1 1 
sen nx cos mg dx = 24 + 20 


—" 


fil 
/ sen nx cos mz dx = 0, VYn,m (2.15) 


—H 


Voltando à equação 2.11, encontramos 


x 8,0) OQ 
f(x) cosmz dz = DB AnTôn,m + 3. bnO 
=] n=1 n=1 


Um 
a 
x 00 
f(x) cosmzr dx = 7 DB AnÔnm 
TH o | n=1 
ou 
n 
/ f(x) cosma dy = Tam 
— 4 
l 
Gm = — f(x) cosmz dz, m >0 
n mae FT 


Para encontrar ag, basta integrar a série 2.10 no intervalo —7x < x <7,ou 
seja, 


Eis fis 
f(x) do= | = "o a+ 3 au cosna + by senna! da 


— 4 T nl 
0) — + É 
=— “da + Gm COS NT d+ 2, bn sennz dr 
2 Ja n=1 n=1" 1 
a sen ng — — cos ng 
re EE e Eofreee 


ee 


o bn 
2 27 + 3 Q,.0 — DB — OS na — cosn(—7)| 


n=1 
— 007 — >. a 


n=1 


f f(x) dz = aoT 
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Isto é, 
1 A 
Gg = a) fla) dx 
n = 
e portanto, 
I] o 
Im =— f(x) cosmz dz, m>0 (2.16) 
— 


Para encontrar os coeficientes b,, fazemos o produto da expressão 2.10 
com sen mz, e o integramos no intervalo —x < x <7, ou seja, 


O 
| a 
f(x) senmz = 7 sen mz + Do am cos nx + by sen nz] sen mz 


n=1 


/ f(0) senma do = |" > sen ma da 


-— 


+f | Gn COS NL + bh Sennr| senmz da 


TH nl 


mM Go FIO 
/ f(x) senmz dz = — sen mag dr 
—m —T 


OU Fi 
) / b, Sen nz sen ma dx 
=" 


OU T 
+ ) / am COS NX sen mar dx + 
— "IT 


n=1 


/ f(x) senmgz dz = "o Sra] 


a 2 m 


7 


OU OO | 
+ Dan | cosnesenmada + 3) bm | sennzsenmr dr (2.17) 


n=1 a 


Na expressão acima, o termo que envolve aq é nulo, e da mesma forma, a 
primeira integral, como mostra a equação 2.15. Para a segunda integral, uti- 
lizamos a expressão 2.12b, o que faz com que ela fique sendo 


—H — 


N fio 1 1 
/ sennz senmz dr = / 5 cos(n — m) — > cos(n + m) dx 


fio L Fio 1 FL 
/ sen nz sen mz dz = Ji) cos(n — m) dx — Ni) cos(n + m) dx 


—H — == FT 
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À segunda integral acima vale, para qualquer n, 


f cos(n + m) dz = [e o 


—m n+m 


/ cos(n + m) dz = 0 


= "J 
À primeira integral, quando n * m, é 


f cos(n — m) de = tem) 


/ cos(n — m)dz = 0 


e quando n = m, temos. 


e assim, utilizando a função delta de Kronecker, obtemos 


Eis 1 fi 1 W 
/ sen nz sen ma dz = 5 |, cos(n — m) dx — |, cos(n + m) dz 


— —T — 


l 1 
— 527ônm — 20 
, 
/ sen nz senma dz = Tônm (2.18) 
o Rs 
ea expressão 2.17 fica 
Tbm 
(veem a, 
m | ás 
/ f(x) senmz dx = >. bnNônm 
o 


n=1 
Cs 
/ f(x) senmz dz = 7bm 


ou 
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Il fis 
bm — - f(x)senmz dz m > 0 (2.19) 


Quando o intervalo em que se precisa da série de Fourier de uma função 
é diferente de -r < x <7, é possível adaptar as expressões 2.10, 2.16 e 2.19 
através de uma mudança apropriada de variáveis. Vejamos um exemplo de 
cálculo de série de Fourier. Vamos encontrar a série de Fourier da função 
f(x) = x. Neste caso, temos 


à) — — f(x) dz 


l 
LA flo 
= (7º — nº) 
40) — Ú 
Os outros a, São 

| 

An = — f(x) cosnz dz 
N =“ 
O a 

an==[ x cosnx dx 
N — 4 


Esta integral é resolvida por partes, através de 


u=r > du=dr 
sen nx 


dv=cosnzdr > ív= 
n 


e temos 
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— cos nm — cos(—n7)| 


1 


2 (cos nx — cos n7) 


Gn =0 


e todos os a, são nulos. Vamos calcular os b,. 


Pu. 


1 [t7 
ba = — (x) sen nz da 
AJ 
1 [TT 
bn = =| x sen ng dy 
n ==" 


Esta integral também é resolvida por partes, substituindo 


A integral fica 


bn 


u=r > du=dzr 


dv =sennrdr => 


|" 
/ gsennzdr 


cosngx |” TT cosnL 
—Ir + dr 
n n 


—H 


ql 3 [ha 


l (Te nx — (—7) cos(—n7) N E “7 


2 
n n 


1 
— —— (7 COS NT + T COS nx) 
ANIS 


2 COS NT 
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e assim, f(x) = x possui a seguinte série de Fourier: 


2=253" (IS — (2.20) 


Além da série de Fourier normal, dada na equação 2.10, também são 
definidas a série de Fourier em cossenos e a série de Fourier em senos. À 
série de Fourier em cossenos de uma função f(x) é 


ag 
f(x) = 2 + Aun cos NL (2.21) 
onde 
> Fis 
— =| f(x) cos nz dz (2.22) 
nf Jo 


A série de Fourier em senos de uma função f(x) é a série dada por 


OS 
— 3. bn Sen na (2.23) 
n=1 
sendo que 
2 fil 
= =| f(x) sennz dz (2.24) 
0 


Note que ambas as séries acima são definidas nos intervalos O < 7 < 7. 
Assim, essas séries podem ser bastante relevantes em problemas que têm 
condições de contorno assimétricas. Com condições de contorno simétricas, é 
mais indicado utilizar a série de Fourier normal, por causa de seu intervalo 
simétrico -mx < x <Y7. À demonstração das expressões 2.22 e 2.24 é deixada 
como exercício (veja os exercícios 2.4 e 2.6). Além disso, caso tenhamos uma 
função f(x,y) de duas variáveis, ela pode ser expandida em uma série dupla 
de Fourier, dada por 


OQ OQ 
f(x,y) = =2+ +53) >. [Gmn cos mz cos ny + bm n Sen ma sen ny| (2.25) 
m=I|n=1 


sendo que os coeficientes am n € bm n podem ser obtidos através das equações 
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1/0” 
Amin = =), f(x,y) cos mz cos ny dxdy, m,n >0 (2.26) 
Tê) Ja 


1 is mM | | 
bmn = =| f(x,y) sen mg sen ny dxdy mn >0 (2.27) 
= !—T 


cujas demonstrações, que seguem os passos feitos para a série de Fourier de 
uma variável, são deixadas como exercício (veja o exercício 2.8). Em certas 
situações, pode ser mais interessante utilizar a série dupla de Fourier em 
cossenos ou a série dupla de Fourier em senos, dadas, respectivamente, por 


OO 6.6) 
f(x,y) = e + >. > ama cos Ma cos ny (2.28) 
m=1In=1 
onde 
4 [T (7 
Amn = | [ f(x,y) cos mz cos ny drdy (2.29) 
o Jo 
e 
OO SO 
f(x,y) = >. >. bm.n Sen ma sen ny (2.30) 
m=1in=1 
sendo que 
4 [Cr 
bmn = | / f(x,y) sen mz sen ny dxdy (2.31) 
o Jo 


As demonstrações das equações acima também são deixadas como exercício 
(veja os exercícios 2.9 e 2.12). A extensão destas expressões para funções de 
qualquer número de variáveis é imediata. Vejamos agora outra série relevante. 


2.3 Série Geométrica 


À série geométrica é formada pelos termos de uma progressão geométri- 
ca (PG), que é uma segiência de números em que se verifica que an11 = Tan. 
Por exemplo, a série 
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(1, 2, 4,8, 16, 32) 


é uma progressão geométrica com r = 2 e ay = 1. Numa progressão geomé- 
trica, temos, iniciando com ag, 


G — Tão 
ml 
UG — Td, — TT d0 


Gg — Tão — rêao 


Gn =Tan- =7ºa0 
e o termo geral de uma PG de razão r que tem ay como primeiro termo é 
Gn = Gr” 
À soma da série geométrica é a soma dos termos de uma PG, isto é, 
Sn=GQ+adta+--c Lan (2.32) 


que é a soma dos n primeiros termos da PG. Multiplicando esta equação por 
r, temos 


rSn=>Tagtrad+tra+---+rang=adta+: +Han (2.33) 


Agora, subtraímos a equação 2.32 da 2.33, ou seja, 


rS,a—-Sn=Ôa+ta+--ctan-a-a-a-—:::— an 
g -TS0ma 
r—l 
rt —1 
dn = 407 
ag (1 — 1º) 
Sn = ———— 2.54 
ll 1—r ( 


que dá a soma dos n primeiros termos da PG finita. Quando n > oo, a soma 
torna-se infinita, e temos 
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ag (1 — r”) 
lim S,= hm ———— + 
1— 00 n>00 lr 


Quando |r| > 1, esse limite diverge, e a soma diverge. Quando |r| < 1, limite 
fica 


 ag(l-7") 
lim S, = lim ————— + 
n—00 n> 00 ly” 
So = (2.35) 
l-—r 


que é a soma infinita de uma série geométrica, desde que a razão seja menor 
do que 1. 


2.4 Exercícios 


2.1 Ache a série de Taylor em torno de x = O das seguintes funções: 
a) f(x) = eº 
b) f(x) = tg 2x 
c) f(x) = In(2x + 1) 
d) flz) = vz 
e) f(x) e 
2.2 Obtenha a série de Taylor das funções acima em torno de x = 3. 
2.3 Calcule, em torno do ponto (0,0), a série de Taylor para as funções 
abaixo. 


a) f(x,y) = 2êy + e 
b) f(x,y) = In(x + y+1) 
c) f(x,y) = senx seny 


d) f(x,y) = Te 


e) H(x,) = E 
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2.4 


2.5 


2.6 
2.1 


2.8 


2.9 


2.10 


2.11 


Demonstre, seguindo os passos feitos para a série de Fourier normal, 
que os coeficientes a, da série de Fourier em cossenos 2.21 são dados 
pela expressão 2.22. 


Ache alguns termos da série de Fourier das seguintes funções: 


c) f(x) = x sen g 
d) f(x) = e”? 
e) f(r)=2º+22 


Mostre que os coeficientes b, da série de Fourier em senos 2.25 são 
obtidos através da equação 2.24. 


Obtenha alguns termos das séries de Fourier em senos e em cossenos 
das funções definidas no item 2.9. 


Deduza as expressões 2.26 e 2.27 para os coeficientes da série dupla de 
Fourier de f(x,y). Sugestão: observe como foi feita a demonstração 
para a série de Fourier de f(x). 


Mostre que os coeficientes amn da série dupla de Fourier em cosse- 
nos 2.28 são dados pela expressão 2.29. Observe o exercício 2.4, se 
necessário. 


Calcule alguns termos da série dupla de Fourier das funções abaixo. 
a) f(x,y) = ysenz 
) Fly) =22 +49 


Ache as séries de Fourier em senos e cossenos das funções do exercício 
anterior. 
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2.12 


2.13 


2.14 


2.15 
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Demonstre, seguindo os passos do exercício 2.6, que os coeficientes 


bmn da série dupla de Fourier em senos 2.30 são dados pela equa- 
cão 2.31. 


Obtenha expressões para as séries triplas de Fourier normal, em senos 
e em cossenos. | 


Qual é a soma da série geométrica infinita definida por 


(1,2, 22, mº2,...) 
quando x < 1º 


Considere um tabuleiro de xadrez. Neste tabuleiro, você coloca um 
grão de feijão na primeira casa, dois grãos na segunda casa, quatro 
na terceira casa, e assim sucessivamente, sempre dobrando o número 
de grãos de uma casa para a seguinte. Qual o número total de grãos 
de feijão que será utilizado! Considere que cada pé de feijão forneça 
cerca de 20 grãos por safra, e que ocupe uma área em torno de 0,01 
m*. Qual a árex que deve ser plantada com feijão para produzir a 
quantidade de grãos necessária! Dê a resposta em números absolutos 
e em termos da área da Terra (Rr — 6367 km). 


Capítulo 3 


Carga e Força Elétrica 


N este capítulo iniciamos o estudo da Eletrostática, que é a parte do 
Eletromagnetismo dedicada aos fenômenos elétricos estacionários, em que as 
cargas não se movem, 


3.1 Carga Elétrica 


Os fenômenos relacionados à eletricidade (e também ao magnetismo) 
são conhecidos desde a Antiguidade. Na Grécia já se tinha conhecimento 
de que, ao se atritar âmbar, que é uma resina vegetal fóssil, amarelada e 
translúcida, é possível atrair pequenos corpos, como palha, sementes, etc. 
Isso era obtido também com outros materiais, com graus variados de inten- 
sidade. O âmbar era um material apropriado para a produção desse efeito, 
e a atração foi chamada elétrica, do grego elektron, que significa âmbar. No 
entanto, inicialmente supunha-se que esta força podia ser apenas atrativa. 


Coube a Charles Du Fay, pesquisador francês, demonstrar que a inte- 
ração pode ser tanto atrativa quanto repulsiva. Para tanto, podemos utilizar, 
por exemplo, bastões de vidro atritados em seda. Os bastões atraem outros 
corpos, como papel, mas entre eles há repulsão. Isto levou à convenção de 
sinais para as cargas, estabelecida em torno de 1750 por Benjamin Franklin. 
Também nessa época, já se percebia que existem dois tipos principais de ma- 
teriais, os isolantes ou dielétricos, como o vidro e plásticos, e os condutores, 
como os metais em geral. Nos isolantes, as cargas elétricas não se movem 


facilmente, ao contrário do que ocorre nos condutores, em que elas têm uma 
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grande mobilidade. Por causa disso, é muito fácil transferir cargas para corpos 
isolantes através de um processo de atrito, chamado de eletrização por atri- 
to ou triboeletrização, mas é difícil transferir cargas se o corpo for condutor, 
pois a carga transferida é muito móvel e acaba por retornar ao corpo de onde . 
saiu !. As verificações acima levaram ao aparecimento da Eletricidade, parte 
da Física que estuda os fenômenos relacionados às cargas elétricas. Mas, o. 
que são as cargas elétricas? 


A carga elétrica é uma propriedade da matéria, da mesma forma que 
a massa. Estas duas propriedades geram dois dos quatro tipos de forças fun- 
damentais na Física: a força gravitacional, associada a qualquer massa, e 
a força elétrica (ou, mais precisamente, eletromagnética), associada à carga 
elétrica. Às cargas elétricas elementares são constituídas, no nível atômico, | 
pelos elétrons e pelos prótons que formam os átomos. Os elétrons e os prótons 
contêm cargas de sinais opostos e de mesmo módulo, sendo a carga do elétron 
negativa e a do próton, positiva. O nêutron, como o próprio nome sugere, não 
possui carga elétrica. É importante notar que, no nível atômico e nos níveis 
cujas dimensões são maiores do que ele, a carga elétrica só existe em valores 
múltiplos inteiros da carga do elétron ou do próton, não sendo possíveis valo- 
res fracionários. Por causa disso, dizemos que a carga elétrica é discretizada, 
e quantizada. A carga elementar do próton vale 1,6021892 x 107"º C, e ela 
é simbolizada por e, enquanto a carga do elétron tem exatamente o mesmo 
valor numérico, apenas com sinal negativo: —1,6021892 x 107!º GC, ou —e. A 
unidade utilizada para medir cargas elétricas é o coulomb, símbolo C 2, em 
homenagem a Charles Augustin de Coulomb (1736-1806), que foi o primeiro 
a obter de forma experimental a lei de força que leva seu nome. 


A Física de Partículas Elementares mostrou que as partículas atômicas que conhecemos, 
como o próton e o nêutron, são formadas por partículas ainda menores, os quarks, que têm cargas 
fracionárias bem definidas em + ee +5 e. No entanto, entre essas partículas age a força nuclear 
forte, terceiro tipo de força fundamental da natureza, que não permite que elas sejam encontradas 


livres, fora do próton, nêutron, etc. Assim, nas escalas de tamanho atômicas ou maiores, observam-se 


* Com os avanços nas áreas de Física de Estado Sólido e Eletrônica, outro tipo de material 
apareceu. Tais materiais são chamados semicondutores, como, por exemplo, o silício e o 
germânio, e eles têm propriedades intermediárias entre as dos condutores e os isolantes. 


* Note que o coulomb não é uma unidade fundamental do SI. Na verdade, ele é definido a 
partir do ampére, símbolo À, através del C= 1 Ass. 
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prótons, nêutrons e outras partículas, que possuem cargas elétricas que são múltiplos inteiros da 


carga do elétron. O elétron, ao que se sabe até o momento, não é formado por nenhuma subpartícula. 


Em qualquer processo envolvendo as cargas, a carga total sempre deve 
ser conservada, pois não pode haver criação ou destruição das cargas elétricas. 
Isso é verificado mesmo em processos nucleares, como o decaimento radioativo 
do urânio, 


U238 —> Th + He5 + energia 
ou em uma produção de pares, que é a reação 
y+tyse +e” 


onde são fótons de radiação gama, com uma dada energia, e” é um elétron, 
de carga negativa, e e? é uma partícula idêntica ao elétron, com a carac- 
terística de que sua carga é positiva, e não negativa, como no caso do elétron. 
Esta partícula, chamada pósitron, é a antipartícula do elétron. Cada partícula 
possui uma antipartícula 2, e a estas antipartículas dá-se o nome de anti- 
matéria. A carga antes da reação é nula, e depois, temos um elétron, de carga, 
negativa, e um pósitron, de carga positiva, e a carga total continua sendo 
nula. 


Um corpo em estado normal é eletricamente neutro, pois é formado, 
em última análise, por átomos, que são eletricamente neutros, já que eles 
têm um número de elétrons igual ao de prótons. Assim, quando eletrizamos 
um corpo, ocorrem apenas transferências de cargas envolvendo esse corpo e 
os outros que participam do processo de eletrização. Assim, supondo dois 
corpos, numa eletrização, um deles fica carregado negativamente enquanto o 
outro adquire uma carga positiva de igual magnitude. Como os prótons estão 
fixos nos núcleos dos átomos, os elétrons, que têm uma mobilidade muito 
maior, são transferidos de um corpo para outro. Portanto, se um corpo fica 
negativo, é porque ganhou elétrons, que vieram de outro corpo que os perdeu 
e que, consequentemente, ficou com excesso de cargas positivas, ou falta de 
cargas negativas, tendo ganho uma carga total positiva. Essas transferências 
de carga podem se dar através dos processos de eletrização. Alguns processos 
de eletrização ocorrem mais facilmente entre condutores, e outros são mais 
comuns entre isolantes. 


* A antipartícula do próton p” é o antipróton, p, e a do nêutron nº é o antinêutron, nº. 
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A explicação detalhada sobre o que faz um material ser condutor, semicondutor ou isolante. 
pode ser encontrada em livros de Física do Estado Sólido, como aqueles citados nas referências 
bibliográficas. Podemos nos valer de uma analogia para entender qualitativamente o processo. Con- 
sidere um grande reservatório contendo água (uma represa, por exemplo) e um reservatório menor 
(um tanque) na sua casa. Para transferir água da represa para o tanque você dispõe apenas de um 
balde. Se você mora perto da represa, será fácil encher o tanque da sua casa. Entretanto, se você 
mora longe dela, o processo de encher o tanque torna-se cansativo e difícil, Se você mora nem muito 


perto, nem muito longe, a dificuldade será intermediária. 


Passando agora para o caso elétrico, a água corresponde aos elétrons, e os reservatórios são 
chamados bandas. A represa, que tem a maior quantidade de água, ou de elétrons, é a banda de 


valência, enquanto o tanque é a banda de condução, como ilustra a figura 3.1. 


elétrons que vieram da banda de valência 


banda de 
condução 


banda de 
valência 


vazios ou “buracos” deixados na banda de valência 


Figura 3.1: Bandas de valência e de condução para um material qualquer. 


“À distância espacial entre os reservatórios de água é substituída pela diferença de energia 
AE entre a base da banda de condução e o topo da banda de valência. Quando essa diferença de 
energia é bem pequena ou mesmo nula, o material é um condutor, pois os elétrons que estão na 
banda de valência podem passar facilmente para a banda de condução, através de uma excitação 


térmica, por exemplo. O material tem muitos elétrons na banda de condução e ele é um condutor. 


Quando a diferença de energia é grande, os elétrons, para passar da banda de valência para a 


banda de condução, precisam receber uma quantidade apreciável de energia, que, em geral, não está 
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disponível, e portanto, este é um evento que ocorre com uma fregiiência estatística baixa. Assim, 
esse material possui muito poucos elétrons na banda de condução, e ele é um isolante ou dielétrico. 
Por fim, quando o intervalo de energia é da ordem de 3,2 x 101º J ou um pouco menor, a energia, 
proveniente da excitação térmica pode fazer com que um certo número de elétrons, nem muito 
grande, nem muito pequeno, passe da banda de valência para a banda de condução, caracterizando 
dessa forma um material semicondutor intrínseco. Novamente indicamos os livros de Física de Estado 


Sólido listados nas referências bibliográficas para um aprofundamento desta questão. 


3.2 Processos de Eletrização 


A eletrização de um corpo pode ocorrer basicamente através de três 
processos, apresentados a seguir. 


3.2.1 Eletrização por Atrito ou Triboeletrização 


O processo de eletrização por atrito, também chamado de triboeletri- 
zação, é o mais antigo, mais comum e mais conhecido processo de eletrização. 
Nesse processo, dois corpos inicialmente neutros são atritados um no outro, 
como mostra a figura 3.2, e com isso, alguns elétrons de um dos corpos são 
arrancados e transferidos para o outro corpo. 


pano de seda 
neutro 


vidro 
neutro 


Pata 

att 
Mto atoa 
PPT 


petit 


vidro carregado 


positivamente pano de seda 


“| carregado negativamente 


Figura 3.2: Processo de eletrização por atrito. 
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A triboeletrização só ocorre entre corpos feitos de materiais diferentes, e 
um mesmo material pode tanto perder elétrons, ficando positivamente carre- 
gado, quanto ganhar elétrons, ficando negativamente carregado. Isso depende 
do outro material com que se dá o atrito. Como exemplo, quando algodão é 
atritado com vidro, o vidro perde elétrons para o algodão e torna-se positivo, 
enquanto o algodão fica negativo. Já no caso do atrito entre âmbar e algodão, 
o que ocorre é que o algodão perde elétrons para o âmbar, tornando-se posi- 
tivo, ao passo que o âmbar fica negativo. Através de várias experimentações, 
construiu-se uma série triboelétrica dos materiais, que mostra que, se um da- 
do material for atritado com algum outro material que se situa abaixo dele 
nessa série, ele se tornará positivo, e que, se ele for atritado com algum ma-: 
terial que se situa acima dele nessa série, ele se tornará negativo. Uma parte 
da série triboelétrica é apresentada na tabela 3.1. 


CL Misa JE 


Pele de coelho 
Vidro 
Mica 

Lã 
Pele de gato 
Seda 
Algodão 
Madeira 
Âmbar 
Resinas 
Metais em geral (cobre, níquel, prata) 
Enxofre 
Celulóide 


Tabela 3.1: Série triboelétrica para alguns materiais. 
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E preciso ressaltar que na eletrização por atrito os dois corpos adquirem 
a mesma quantidade de carga em módulo, ainda que os sinais das cargas sejam 
opostos. 


À eletrização por atrito pode provocar alguns efeitos indesejáveis. Por 
exemplo, o atrito com o ar faz com que um caminhão que transporta com- 
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bustível fique carregado eletricamente, e uma pessoa que o tocar — servindo 
de condutor de corrente elétrica —, pode sofrer um choque de intensidade 
considerável. Além disso, podem ocorrer pequenas fagulhas, com o risco da 
explosão do combustível. Para evitar isso, caminhões para transporte de com- 
bustível normalmente arrastam uma corrente de metal pelo chão, para que a 
carga adquirida por atrito seja descarregada na Terra. Outro fenômeno co- 
mum são os estralos que ocorrem quando alguém tira uma blusa de lã que 
ficou carregada por atrito com o ar durante o dia, e, nessa mesma linha, 
observa-se que pentes, em dias secos, após terem sido usados para pentear os 
cabelos, atraem pedacinhos de papel. Em todos esses casos, ocorre eletrização 
por atrito, que produz a eletricidade estática. 


3.2.2 Eletrização por Contato 


O processo de eletrização por contato é muito comum em materiais con- 
dutores, porque neles ocorre grande mobilidade dos elétrons, e é mais difícil 
de ocorrer em materiais isolantes. Nesse processo, um material já eletrizado 
com uma certa quantidade de carga, seja positiva ou negativa, é posto em 
contato com outro corpo inicialmente neutro. Se o corpo carregado for nega- 
tivo, ocorre um fluxo de elétrons desse corpo, que tem elétrons demais, para 
o corpo neutro, e os dois adquirem uma certa carga negativa, de tal forma 
que a soma das cargas é igual à carga inicial do corpo carregado. Se o corpo 
for positivo, então lhe faltam elétrons, e alguns elétrons do material neutro 
passam para ele. O resultado é que os dois ficam positivos, com cargas tais 
que sua soma é igual à carga positiva original, confirmando a conservação de 
cargas. À figura 3.3 mostra um esquema da eletrização por contato. Nesse 
processo, os dois corpos adquirem cargas de mesmo sinal, e a quantidade de 
cargas em cada corpo depende do tipo de material e do seu tamanho. No caso 
de dois condutores idênticos, a carga de cada um depois do contato será exa- 
tamente a metade da carga inicial. Assim, considerando dois corpos idênticos 
que antes de entrarem em contato tinham cargas q1 e q2, após o contato cada 
um terá uma carga de 


q1 + q2 
Q=Q02="5— 


o que está de acordo com a lei de conservação das cargas, pois 


q + q2 1 + 92 
n+u= Bo 


130 3. CARGA E FORÇA ELÉTRICA 


corpo 
positivo a tiva 
, positivos 
+ 
+ > q : 
—+ 
+ + + a + : 
+ 
+ + + 
++ º l 
corpo 
A contato ambos 


negativos 


ed 
O 
O me 
o 
E Fi = . do = 
E. . 's =. e 

ta ru E, La o 

E E “a Ea 
TT RE, 

O add 
O 
O Te 
e] 


Figura 3.3: Processo de eletrização por contato. 


ou 


Q+Q0=qa+aq 


3.2.3  Eletrização por Indução 


Na eletrização por indução, temos um corpo carregado, chamado 1n- 
dutor, e um outro corpo, neutro, chamado induzido. Quando o indutor é 
aproximado do induzido, sem tocá-lo, na região do induzido mais próxima ao 
indutor aparecem cargas de sinal oposto ao da carga do indutor. Se o indutor 
é positivo, ele atrai os elétrons do induzido e, na região próxima ao indutor, 
o induzido fica negativo. Esses elétrons vieram das regiões mais afastadas, e 
assim, nessas regiões, o induzido apresenta uma carga positiva, de igual va- 
lor. Se o indutor é negativo, seus elétrons repelem os elétrons da região mais 
próxima do induzido, o qual fica positivo neste local, enquanto os elétrons 
que foram repelidos vão para a região do induzido mais afastada do indu- 
tor, ocorrendo, então, um excesso de carga negativa neste local. Ressalte-se 
que o induzido, como um todo, é eletricamente neutro. Este processo, que é 
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conhecido como indução eletrostática, dura enquanto o indutor for mantido 
próximo ao induzido. À figura 3.4 serve como Ilustração. 


indutor indutor 
+ 
+ u 4 neuro + + induzido 
+ + ” 
+ + , 
+ + + + 
indutor indutor N induzido com uma 
4 induzido ligado + + carga líquida negativa 
+ + a ferra 
+ 
aj 
- 
+ 
' elétrons que + 4 
+ + — I sobem para o 
A induzido 
fio-terra = 
induzido com uma 
indutor N carga líquida negativa 
+ 
+ + — 
+ + 
To + 


Figura 3.4: Processo de eletrização por indução. 


Após o aparecimento das duas regiões com cargas diferentes no induzido, 
este é ligado por um fio à Terra, de forma que o excesso de cargas negativas 
possa ir para a Terra, no caso do indutor ser negativo, ou então, que cargas 
negativas passem da Terra para o induzido, quando o indutor é positivo. 
Assim, na região do induzido mais afastada do indutor, a neutralidade elétrica 
é alcançada, mas o induzido como um todo agora possui uma carga elétrica 
não-nula. Depois, desliga-se o fio-terra, mantendo-se o indutor próximo ao 
induzido, e por fim, o indutor é afastado do induzido, que agora está eletrizado 


132 3. CARGA E FORÇA ELÉTRICA 


e possui uma carga elétrica de sinal oposto ao sinal da carga do indutor. Note 
que neste processo os dois corpos não se tocam. À ligação à Terra é chamada 
de aterramento. E o que acontece no caso do caminhão-tanque que arrasta 
uma corrente metálica pelo chão. 


Por que as cargas elétricas se movem, e por que uma barra de âmbar 
eletrizada por atrito atrai pedacinhos de papel? Para responder a estas per- 
guntas precisamos estudar a força elétrica. 


3.3 Força Elétrica 


Como comentamos no início deste capítulo, toda carga elétrica gera e 
pode sofrer a acão de um tipo fundamental de força, a força elétrica. Uma 
explicação completa de como a força elétrica age entre duas cargas elétricas 
precisa da Eletrodinâmica (Quântica, a teoria física mais precisa atualmente, 
mas isto está além do escopo deste livro. No entanto, podemos fazer uma 
analogia, para facilitar o entendimento. 


Vamos considerar que duas pessoas estão em pé em cima de uma su- 
perfície muito lisa, como um lago congelado, e que cada uma tem pequenas 
bolinhas feitas de um material qualquer. Além disso, em volta desta região 
existem muros cercando todas as direções, de forma que, se uma das pessoas 
Jogar uma bolinha, esta não se perderá, ficando sempre dentro da região, o 
que significa que a pessoa que a jogou pode recuperá-la. 


Cada pessoa pode jogar as bolinhas para qualquer lado, e o pequeno 
deslocamento que ocorre quando uma delas as joga numa dada direção (por 
causa da conservação do momento linear) é contrabalançado, em média, pelos 
lançamentos nas outras direções. Ássim, a pessoa, em média, não sai do lugar. 
Em comparação com uma carga elétrica, o que ocorre é que, a todo instante, 
cada carga elétrica emite e recebe de volta várias dessas “bolinhas”, que, nesse 
caso, são chamadas de fótons, e que constituem uma “nuvem” ao redor da 
carga. 


Ágora, digamos que as duas pessoas queiram se aproximar. Para fazer 
isso, podem jogar as bolinhas de tal modo que elas batam no muro e que a 
outra pessoa possa pegá-las na “volta”. Assim, aos poucos, as pessoas vão 
se aproximando, como se entre elas existisse uma força atrativa. É isso que 
ocorre quando duas cargas de sinais opostos estão uma na presença da outra. 

Elas interagem por meio dos fótons, de tal forma que se atraem. | 
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Especula-se que a atração gravitacional ocorre da mesma forma, sendo que, neste caso, as 
partículas que são trocadas são chamadas de grávitons. Entretanto, diferentemente do caso elétrico, 


no caso gravitacional ainda não foi possível verificar experimentalmente esta suposição. 


Quando as pessoas querem se afastar, uma joga as bolinhas em direção 
à outra, que as agarra na “ida”, e então, elas vão se separando, como se 
ocorresse uma força repulsiva entre elas. Este é o caso de duas cargas de 
mesmo sinal, em que a troca de fótons ocorre de tal modo que as cargas se 
repelem. 


É preciso dizer que a interação entre duas cargas quaisquer não necessita 
de meio material para ocorrer; ela pode se manifestar no vácuo. Além disso, 
a Relatividade Restrita diz que a velocidade máxima permitida na natureza é 
dada pela velocidade da luz no vácuo, e assim, a força exercida por uma carga 
sobre outra (ação) e a resposta que esta carga exerce sobre a primeira (reação) 
não ocorrem ao mesmo tempo, o que viola a terceira lei de Newton, segundo a 
qual, a cada ação corresponde uma reação de mesmo módulo, mesma direção, 
e sentido contrário, ao mesmo tempo. Isso tem graves consequências sobre 
a conservação do momento linear nesse sistema. No entanto, esta aparente 
violação fica descaracterizada se imaginarmos que a interação se dá em duas 
etapas. Primeiro, a carga interage com a “nuvem” de fótons ao redor dela, e 
esta, por sua vez, responde, ao mesmo tempo, através de um par de ação e 
reação. À força é então transportada pela “nuvem” de fótons até a posição 
da outra carga, e aí se estabelece um novo par de ação e reação, entre os 
fótons e a carga que está sofrendo a força gerada pela primeira carga. Ágora, 
em todos os processos, a terceira lei de Newton é satisfeita, assim como a da 
conservação do momento linear. Conclui-se, então, que a “nuvem” dos fótons 


pode transportar momento linear *. 


Da analogia acima, vemos que a explicação para os processos de indução 
reside no fato de que cargas de mesmo sinal se repelem, enquanto cargas 
de sinal oposto se atraem. Portanto, a aproximação do indutor carregado do 
induzido neutro (o âmbar do papel) faz com que os elétrons do induzido sejam 
atraídos ou repelidos, conforme seja o sinal da carga do indutor, originando 
regiões com excesso de elétrons à custa dos elétrons de outras regiões, em que 
passam a faltar elétrons. À ligação do induzido à Terra permite que elétrons 


* O mesmo problema aparece para a força gravitacional, e a explicação também se baseia 
no transporte de momento linear pelos grávitons. | 
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da Terra sejam atraídos para o induzido, ou que elétrons do induzido sejam 
repelidos para a Terra, por causa dessas regiões de desbalanço de cargas, O 
que desequilibra as cargas no induzido. Quando o fio é retirado, aparece uma 
carga líquida no induzido, o que resulta num corpo carregado com sinal oposto 
ao do indutor. Quando o bastão de âmbar eletrizado se aproxima do papel, 
este fica com cargas induzidas, que são atraídas pelo bastão, e o papel gruda 
nele. Ocorre, então, eletrização por contato, e o papel adquire uma carga de 
mesmo sinal que o âmbar, sendo repelido pelo bastão. Além disso, a repulsão 
elétrica entre as cargas de mesmo sinal explica o fato de que no interior de 
um condutor em equilíbrio não há cargas livres, pois se houvesse, elas se 
repeliriam até que todas estivessem tão afastadas quanto possível, o que só 
ocorre quando elas estão na superfície do condutor. Num isolante, como as 
cargas não possuem muita mobilidade, isso não ocorre. Assim, mesmo dentro 
de um isolante é possível encontrar cargas livres. 


A força elétrica é extremamente relevante na nossa vida. É ela que, em 
última análise, une os átomos para formar as moléculas, e estas para formar 
todas as estruturas vivas. À interação elástica da mola é produto das forças 
elétricas entre seus constituintes, e o atrito decorre das forças elétricas entre 
os átomos e moléculas dos materiais que são postos em contato. Sendo assim, 
é muito importante obter expressões quantitativas para a força elétrica. 


A lei de gravitação de Newton estabelece que a força gravitacional é 
dada (em módulo) por 
TRT 
Fg=6 a 
r 
onde m; e mo são duas massas, separadas por uma distância r, e G é uma 
constante de proporcionalidade. Esta equação foi, e ainda é, extremamente 
eficaz na descrição quantitativa de fenômenos associados à Gravitação. Pare- 
ce, então, razoável supor que a força elétrica entre duas cargas seja dada por 
uma expressão semelhante, do tipo 


F=k gu laal 
Tr 
sendo q; e q2 os valores das cargas, e r, a distância entre elas. O primeirc 
a sugerir uma expressão como essa foi Daniel Bernoulli, em 1760, mas ele 
baseava-se puramente em analogias. Era necessário realizar uma verificação 
experimental, e foi o que Coulomb fez, utilizando uma balança de torção, que 


foi posteriormente adaptada por Cavendish para determinar a constante G da 
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lei de gravitação de Newton, como mostra a figura 3.5. Com o auxílio desse 
equipamento, Coulomb pôde comprovar a forma da força elétrica dada pela 
expressão acima. 


escala 
eiratória 


fio de constante 
de torção Kconhecida 


Figura 3.5: Diagrama da balança de torção de Coulomb. 


Na balança de torção, existe um travessão AC horizontal que possui, 
numa ponta, uma esfera À com uma superfície metálica, e, na outra, um 
contrapeso C. Esse travessão é suspenso por um fio de constante de torção 
É conhecida, preso, na parte superior, a uma escala rotatória, que pode ser 
girada, provocando uma torção no fio. Próximo à esfera A, a uma distância d, 
existe outra esfera, B, também de superfície metálica, só que fixa. À posição 
do travessão quando não há nenhuma carga elétrica nas esferas é a marca 
zero, como mostra a figura 3.6.a. 


Na primeira parte da experiência, Coulomb eletrizou as duas esferas A 
e B com cargas de mesmo sinal ?, de forma que entre elas surgiu uma força 


º Ele eletrizou a esfera B e, por um processo de indução, como o descrito na seção 3.2.3, a 
esfera À foi atraída para a esfera B, tocou-a, e metade da carga de B passou para À. 
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elétrica que produziu um torque sobre a esfera À, fazendo o travessão girar na 
horizontal e torcendo o fio, até o torque da força elétrica ser contrabalançado 
pelo torque gerado pela torção do fio (veja a figura 3.6.b). Coulomb então 
girou a escala rotatória de um certo ângulo 6, até trazer de volta o travessão 
à posição zero, e mediu o ângulo nessa escala, como mostra a figura 3.6.c. 


esferas À e B 
descarregadas 


O, B 


À 
marca zero > esferas A e B 
da escala carregadas 

posição de 

equilibrio do 
travessão, 

sem mover a 

escala giratória 
contrapeso € 8 Ç 
(a) (b) 


travessão de 
volta à marca 
zero, mediante 
a escala giratória 


zero, após a retirada 
de metade da carga 
da esfera B 


esfera B com 
metade da 


esferas A e B carga inicial 


carregadas 


Figura 3.6: Primeira parte da experiência de Coulomb. Em (a), as es- 
feras estão descarregadas. Em (b), o travessão afasta-se da 
marca zero por causa do torque gerado pela força elétrica 
de repulsão entre as duas esferas, agora carregadas. Em 
(c), a escala é girada de um ângulo 9 para trazer de vol- 
ta O travessão à posição original. Em (d), a carga de B é 
reduzida à metade, e um novo ângulo 8º é obtido. 
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Depois, utilizando uma esfera D idêntica à esfera B, só que descarregada, 
Coulomb tocou a esfera B com a D, e como elas eram idênticas, metade da 
carga foi transferida de B para D. Com isso, a força elétrica entre A e B 
diminuiu, e da mesma forma o torque, medido através do ângulo 89" de que 
o travessão precisava girar para voltar à posição zero (veja a figura 3.6.d). 
Isso foi necessário porque Coulomb queria medir, nesta parte da experiência, 
a influência da carga na força elétrica. Trazendo o travessão à posição zero, 
a distância d entre as esferas À e B se manteve igual, o que fez com que a 
variação na força se devesse apenas à variação das cargas. O resultado desta 
parte da experiência foi que, tendo sido reduzida a carga à metade, o torque 
também o foi, assim como a força elétrica. Portanto, a força elétrica que agia 
sobre À era proporcional à carga em B. Por questões de simetria relacionadas 
à terceira lei de Newton ou à conservação do momento linear, a força elétrica 
sobre B era proporcional à carga em À. Assim, como essas duas forças eram 
iguais em módulo por causa da terceira lei de Newton, a força elétrica sobre 
À também tinha que ser proporcional à carga em À. Dessa forma, a força 
elétrica era proporcional a ambas as cargas, e, consequentemente, ao produto 
delas. 


Para verificar a relação entre a força elétrica e a distância, primeiro a 
experiência foi feita com a esfera B a uma distância d, da esfera A, quando 
ambas estavam neutras (veja a figura 3.7.a). Depois, cargas foram transferidas 
para ambas, e a força entre elas produziu uma torção no fio até que se atingiu 
a situação de equilibrio, como mostra a figura 3.7.b. Então, a escala rotatória 
foi utilizada para trazer de volta o travessão para a posição zero, e a torção 
do fio foi obtida pelo ângulo 6; medido na escala (veja a figura 3.7.0). 


Feitas estas medidas, a esfera B foi colocada a uma nova distância do 
da esfera À. Com a variação na distância, a força elétrica também variou, e 
um novo torque foi gerado por essa força. Novamente, a escala foi girada para, 
trazer de volta o travessão à posição zero, e um novo ângulo 65 foi medido 
(veja a figura 3.7.d). Como as cargas em À e B não eram alteradas, esta parte 
da experiência verificou a influência da distância na força elétrica. Os resulta- 
dos experimentais mostraram que, com a aproximação das esferas, o ângulo 
medido aumenta de forma proporcional ao quadrado do inverso da distância, 
e isto, por sua vez, implica que a força elétrica também é proporcional ao 
quadrado do inverso da distância. Reunindo as duas partes da experiência, O 
resultado obtido pode ser sintetizado na equação 


p = po /i 
r 
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que já havia sido apresentada anteriormente, chamada Lei de Coulomb. Essas 
experiências não eram muito precisas, mas, mesmo assim, Coulomb conseguiu 
obter a forma correta da lei de força elétrica. 
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da escala carregadas 
posição de 
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zero, após modificada 
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Figura 3.7: Segunda parte da experiência de Coulomb. Em (a), as 
esferas estão descarregadas. Em (b), o travessão afasta- 
se da marca zero por causa do torque gerado pela força 
elétrica de repulsão entre as duas esferas, agora carrega- 
das. Em (c), a escala é girada de um ângulo 8, para trazer 
de volta o travessão à posição original, a uma distância dy 
da esfera B. Em (d), a distância entre À e B é modificada 
para da, e um novo ângulo 95 é obtido. 
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A equação acima é válida para o módulo da força e precisamos represen- 
tar o seu caráter vetorial, assim como o fato da força ser atrativa ou repulsiva, 
dependendo das cargas. Neste caso, definindo os termos como mostra a figu- 
ra 3.8 


X 


Figura 3.8: Definição dos termos para a forma vetorial da lei de Coulomb. 


onde Q e q são as cargas, situadas (no vácuo) nas posições 7 e 7”, respecti- 
vamente, er — 7º é o vetor que aponta de q para (), a força elétrica exercida 
pela carga q sobre a carga Q é dada vetorialmente pela lei de Coutomb 
emp —p f 
- aq (r=1") 


F(r) = ————= 3.1 
(7) ATeo Pr — r'|S ) 


sendo |7 — 7'| o módulo da distância entre as cargas q e Q). Note que, se as 
cargas têm o mesmo sinal, então a força sobre Q tem o sentido de 7 — 7”, que 
aponta para fora, e ela é repulsiva, como deve ser. Já no caso das cargas terem 
sinais opostos, a força é orientada no sentido de —(r — 7”), que aponta em 
direção à outra carga, e ela é atrativa, também como deve ser. À constante eg 
(e é a letra grega epsilon) está associada ao meio no qual estão as cargas, no 
caso, o vácuo, e ela é chamada de permissividade elétrica do meio. Seu valor, 
no SI, é dado por 


co = 8,854187818 x 10712 C2/N.m? 


ao passo que 
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k = = 8,987551790 x 10º N.m?/C“ = 9,0 x 10º N.m?/C? 


ÁTEQ 


Se mais de uma carga estiver agindo sobre uma dada carga (Q, então a força 
resultante será dada pela soma vetorial de todas as forças, ou seja, 


- r—r P—r r—T, 
F(r) = gn (ty) és) q» (7 (ro fo) La qn U Fm) 
4Areg |" —r|?  4mreg|r—ro| 4meg | — Th| 
Tt 
Are 7 — T;|º 


e se, ao Invés de cargas pontuais bem localizadas, tivermos uma distribuição 
contínua de cargas, num certo volume V, com uma densidade volumétrica de 
cargas p(7'), então a soma se transforma numa integral, e a expressão torna-se 


F(r) = 
4reoJy 


5] r 
p(r RE dV (3.2) 


onde a Integral é feita sobre todo o volume V ocupado pelas cargas geradoras 
de força. Note que 7 é sempre a posição onde queremos calcular a força e que 
r” é sempre a posição das cargas que produzem forças na posição 7. Quando as 
cargas se distribuem sobre uma superfície S, temos uma densidade superficial 
de cargas o(7”), ao passo que, quando as cargas estão distribuídas em linhas 
de carga, a densidade é uma densidade linear A(7). Vejamos agora alguns 
exemplos de aplicação. 


Exemplo 3.1. Um bastão de vidro é atritado numa flanela de lã, e depois, 
ele é posto em contato com uma esfera metálica suspensa por um fio. A esfera 
metálica é utilizada como indutor para uma outra esfera metálica, e após o 
processo de indução, a segunda esfera metálica é posta em contato com uma 
terceira esfera, também metálica. Quais são as cargas em cada um dos corpos 
e quais são os tipos de interação entre eles? 


Da série triboelétrica dada na tabela 3.1, vemos que, ao se atritar vidro 
com lã, o vidro perde elétrons para a lã, e que, assim, o bastão de vidro 
fica positivo, enquanto a flanela fica negativa. Tocando-se a primeira esfera 
metálica, o bastão recebe alguns elétrons dela, sua carga positiva diminui, e a 
esfera torna-se positiva também. Quando esta esfera é utilizada num processo 
de indução, a segunda esfera adquire uma carga induzida de sinal oposto e fica 


141 


3.3. FORÇA ELÉTRICA 


negativa. Por último, a terceira esfera, ao ser posta em contato com a segunda, 
torna-se negativa como esta. Às forças entre os materiais acima podem ser 


vistas na tabela 3.2 abaixo. 


TO Eva [fm demo [ Stio [et20 [mi3O. 
Ddevdoo|  — | afrativa | repulsiva | atrativa | atrativa 
Ran dela O | atrativa | — | atrativa | repulsiva | repulsiva. 
TesralO | repulsiva | atrativa | — | atrativa | atrativa. 
esfera 3 | atrativa | repulsiva | atrativa [repulsiva [| — — 


Tabela 3.2: Cargas e forças elétricas para o exemplo 3.1. 


Exemplo 3.2. Suponha cinco esferas metálicas idênticas, A, B, C De E. À 
esfera 4 é a única carregada, com uma carga Q. Ela é posta em contato com 
as esferas B, €, De E, sucessivamente. Quais são as cargas das esferas após 
todo o processo e qual é o valor da força entre elas quando colocadas a uma 


distância d? 
Quando a esfera À toca a esfera B, metade da carga de À é transferida, 
pois os condutores são idênticos. Assim, neste primeiro passo, as cargas são 


Quando a esfera À toca a esfera C, novamente metade da carga de À é trans- 
ferida, e assim, 


p-U-L 
AC 9 4 

— É — q 
e GA 4 


p= 
o 
Qp=4= 


e por fim, quando À toca E, as cargas ficam 
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“UU l 
VA= = T6 
o () 
QE =WA= 
e no final, os valores das cargas são 
q () 
04 = QB = 
É Q 
Qc = QD = 
q 
QE = 
e há conservação das cargas, porque 
A A O, 
Qu+QB+Qc+tOD+Qr=AStato tt; 
2.4 0,0 
“otatels 
CARRO, 
“atata 
2/0 
“273 
Qa+tQYB+Qc+UD+AHUE=Q 


Todas as forças entre as esferas são repulsivas, polis elas possuem cargas de 
mesmo sinal. Em módulo, temos 


mood QaQB nd QaQo Gn À QAQD 
AB qreo d? AC are d? ADO ame d 
1º Q 1 Qº 1º Q? 
— — —. ———— qe. — F =W20õ——— -— 
FAB Areo 32d? FAC Amen 64d? AD 4reo 12842 
pano 1 QalOE mino 1 QBQc pano 1 QBQD 
Ad áreo d? 8,6 Areo d? BD Areo d 
1 Q? 1 Q? 1 Q? 
AE ame 256d? BC 4xeo 8d? SD 4reo 16d? 
pau 1 QE mn | QcOpD p= 1 QclOE 
Bt Areo d? Cold Areo d? Café Are, d? 
1 Q 1 Q 1 Q 
FREE 


E Areg 32d? GD Amen 32d? Co — Areqg 64d? 


3.3. FORÇA ELÉTRICA 143 


mao 1 QoQE 
Dj Areo dº 
| 1 2 
F = —— 
DE 4ren 128d2 


Exemplo 3.3. Calcule a força elétrica entre duas cargas pontuais de valores 
Q1=5x10"º CeQs=-3x 107" C, quando separadas por 10 cm. 


A força entre as cargas é atrativa, já que os sinais das cargas são opostos. 
Em módulo, temos 


pod IQIIQa] 
Are) q? 
5x 10? x 3x 1077 
o 9 


F=1,35N 


Exemplo 3.4. Suponha que duas esferas idênticas tenham cargas Q e 2Q e 
que elas estejam separadas por uma distância d. Qual é a força entre elas? 
“Se as esferas forem postas em contato, qual será a nova carga de cada uma, e 


qual será o novo valor da força entre elas se forem separadas novamente pela 
distância d? | 


À força entre as cargas é repulsiva, e ela é dada em módulo por 


pod QuI|QS| 


ÁTey q? 
AQ. 
“"“4re d 


1 Qº 


E 2r€p d? 


Após o contato, as esferas adquirem cargas iguais, de valor 


—- Q+20 30 


q — Q9 2 > 


e agora a força vale 
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e a relação entre as forças é 


| 
00 | «O 


Exemplo 3.5. Compare a lei de Coulomb com a lei da gravitação universa; 
de Newton. 

À lei de gravitação universal de Newton, na forma vetorial, e para uma 
densidade de massa pm(T), é 
nt 


ice 


(-") ay (3.3) 
r, 


enquanto a lei de Coulomb é dada pela expressão 3.2, 
1 — () —y f 
F ——a dV 
(1) = Area PU ER-E 


Destas expressões, percebemos que é possível fazer as seguintes associações: 


OS M 
Pp ** Pm 
dl 
ÁTEO 


Às duas leis são de fato muito semelhantes, e a principal diferença entre elas 
é que a força gravitacional é sempre atrativa, ao passo que a força elétrica 
pode ser tanto atrativa como repulsiva. 
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Exemplo 3.6. Considere duas cargas Q fixas no eixo x, situadas a uma 
distância 2d uma da outra, e uma terceira carga —C). 


a) Qual é a posição de equilíbrio da carga —Q ? 


Por simetria, o ponto de equilíbrio deve estar entre as duas cargas, e 
como os valores das cargas são iguais, o ponto deve estar a uma distância d 
das cargas (). Isso pode ser verificado se calcularmos a força resultante que 
as cargas () exercem sobre a carga —() e acharmos o ponto em que ela é nula, 
Isto é, 


R+6=0 


Considere que uma carga () esteja na origem e que a outra esteja em x = 2d. À 
carga —() estará em alguma posição X entre esses valores. Assim, a distância 
entre a carga —(Q e a origem é X, ao passo que, entre esta carga e a carga em 
2d, ela é 2d — X. À resultante das forças fica, tomando cuidado com os sinais 
por causa do caráter vetorial das forças, 


FR -B=0 
1 Q? l q: 
Areg X? ATE (2d — X)º 
1 1 “q 
(Qd—-X) X2 
Xxº-(2d- X) q 
X2(2d - X)2. 
Xº-4dº +4dX - Xº=0 
Ad(X -d) =0 
X-d=0 
X=d 


b) Este ponto, na direção x, é um ponto de equilíbrio estável? 


Para verificar a estabilidade do ponto, precisamos deslocar a carga na 
direção x de uma pequena distância ?, medida a partir do ponto de equilíbrio 
em x =á, para ver se a carga volta à posição inicial. Se o equilíbrio for 
estável, ela retorna à posição inicial. Se o equilíbrio for indiferente, ela fica 
no mesmo lugar, e se o equilíbrio for instável, ela continua a se mover para 
longe da posição de equilíbrio. Lembrando que as forças entre as cargas dos 
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extremos e a carga —Q são atrativas, qualitativamente percebemos que, se 
deslocarmos a carga —(Q em direção à carga Q na origem, a força atrativa 
exercida por esta carga aumenta, ao passo que a força exercida pela outra 
carga, em x = 2d, diminui, sendo a resultante uma força orientada com sentido 
para a origem. Quando a carga —Q é deslocada em direção à carga em x = 2d, 
o processo é inverso, e ela se dirige para esta posição. Assim, o equilíbrio é 
instável. Podemos verificar isto também quantitativamente, encontrando a 
força resultante que age sobre a carga —(Q quando esta é deslocada de um 
valor ? da posição de equilíbrio, que consideraremos positivo, em direção à 
carga 2d. Desse modo, a distância entre a origem e —Q é d + £, enquanto a 
distância entre a outra carga Qe —-Qé d-—£. À força resultante é 


R=hR+5B 


e, para facilitar, vamos definir 


e asssm, temos 


3 é Q? 
H=arop't ao 


] 


ED 1]: 
ne a DE TES 
0? Lo 1 . 
Eca To 


- l 

R="2 ra “040 
U- 9) (U+5) 

“À fração ç é muito pequena, já que ? é muito pequeno, e a expressão entre 

colchetes pode ser expandida numa série de Taylor º*; ela fica, considerando. 


termos até a primeira ordem, 


, 
=1+2- 
a: 


º Para maiores informações sobre a série de Taylor, veja a seção 2.1. 
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Los! 
1+5 É 
e portanto, 
o E 1 1 . 
R=——— — > | 1 
Pia-D (+35 
2 
Efe -6-9] 
5 kQ!Ls 
“ga 


Note que, se ? é positivo, ou seja, se a carga é deslocada em direção a 1 = 2d, 
a força é positiva, e ela afasta a carga do equilíbrio. Se £ é negativo, a força 
também é, e ela leva a carga para a origem. O equilíbrio é instável. 


c) Considere que a carga —Q seja deslocada de uma distância Y na direção 
y, no ponto de equilíbrio. Nessa direção, o equilíbrio também é instável? 


À situação acima é ilustrada na figura 3.9. 


Figura 3.9: Esquema para o exemplo 3.6. 


Da figura, percebemos que a distância entre as cargas Q e —(Q é dada por 
vd? + Y2. Qualitativamente, as forças elétricas têm uma componente na di- 
reção y que aponta para a posição de equilíbrio, e assim, o equilíbrio nessa 
direção deve ser estável. À resultante, na direção y, é 


e ad] o 
Ry=b, +, 
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A componente da força na direção y é dada, em módulo, por 
HF, = Fsenô 
e então, temos 
— Í e P, e 
Ry=—F,sen0J — +, sen0J 


O seno do ângulo é dado por 


Y 
sen0 = -—--——— 
A /dº ao V2 
e portanto, 
? (V2+YP V4Y? (VL+YDP V+Y? 
- pq? 
(de + Y2)2 
Vo 
= —2kQ? ES 
d(1 + 5)? 


s 2kO“Y 1 
E — 2hQ 


= 3 — =) 
Pq+0! 


y = 


Novamente podemos expandir a fração que contém o termo e, pois Y é muito 
pequeno. À série de Taylor neste caso é 


l = 3Y 
——— q =1-2> 
temo 2a 
e o resultado é 

—, 2kKQºY ] a 
ME nam 

| + 5)? 
o 2hQY . 3Y 5 
“A 2d'? 


By = 


KO? Y + BO /YN 
“Re ata la)! 
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Como Y é muito pequeno, na expressão acima podemos desprezar o segundo 
termo, e o resultado é 
- 2kQº Y à 
y=-0 "4d 
de d 
que sempre aponta para o ponto de equilíbrio, e na direção y o equilíbrio é 
estável. 


Exemplo 3.7. Considere uma barra de comprimento £ e massa desprezível, 
presa pelo centro a um suporte, como mostra a figura 3.10 


Figura 3.10: Esquema para o exemplo 3.7. 


a) Qual é o valor de x para que a barra permaneça horizontal? A aceleração 
da gravidade vale g, e a força entre as cargas nas extremidades opostas da 
barra pode ser desprezada. 


Para a barra permanecer na horizontal, é preciso que os torques gerados 
pelas forças se anulem, de forma que o torque total seja zero. As forças elétricas 
entre as cargas são atrativas e valem, em módulo, 


30 i 
FaB=k 2 = 

Q-Q 95 
Fop=h" 5" =ho 


O torque T gerado por uma força F na posição 7 é dado por 
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T=rx É (3.4) 


im 
ae 


Colocando a origem no ponto de apoio, vemos que os vetores re F são 
perpendiculares, e os módulos dos torques são dados por 


4 3k! Qº 
FaB=9/AB= 2 q 
; kt Q? 


Tep=-=FfcD=D— 
O torque na esfera B está orientado perpendicularmente para fora da página, 


enquanto, na esfera C, ele é perpendicular, mas entra na página, assim como 
o torque do peso do corpo, que, em módulo, vale 


Tp = MgGL 
e na situação de equilibrio, temos 


TaB + Tep + Tp = 0 


Na forma escalar, obtemos 


3kL O? kl Q 
2d 2a Me 
2kt Q? 
a qo 
e assim, 
ht Qº 
“mg d? 


b) Qual é o valor da reação no ponto de aporo? 


A reação no ponto de apoio deve ser igual à soma das forças elétricas « 
do peso que agem na barra, pois o sistema está em equilíbrio. Assim, 


mm 


N=-FasB-Fop-P 


ou, em módulo, 


lol 
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Q2 2 
N=sk tha +mg 
2 
N = 46 + mg 


c) Se a reação no ponto de apoio vale N = 2mg, qual o valor da distância d? 


Se a reação tem o valor dado acima, então, do resultado do Item anterior, 


temos 
2 
N = na + mg 
2 
2mg = a + mg 
2 
da = mg — mg 
q" mg 
d? Ak 
ko 
d = 204! — 
mg 


Exemplo 3.8. Considere um fio finito, de tamanho £, com uma carga Q 
distribuída de forma homogênea ao longo do seu comprimento, como mostra 
a figura 8.11. Qual é a força elétrica que age sobre a carga q da figura? 


=? 


x 


Figura 3.11: Diagrama do exemplo 3.8. 
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Neste problema, temos uma distribuição contínua de cargas numa linha 
e precisamos adaptar a equação 3.2 para o nosso caso. Assim, ficamos com 


2 q (rg 
F(r) = [xe df 


ÁTEO 


É importante estabelecer todas as grandezas antes de iniciar o problema. À 
densidade linear de carga é constante, dada por 


q — 44 


“poda 
e então, num comprimento dx”, temos uma carga dQ. Portanto, para fazer a 
integração, consideramos df = dx”. A posição da carga q é dada por 


r=Ti+y) 


enquanto a posição da carga dl) é definida por 


| RO 
r =Z1 


Portanto, 
Por = (r—-2)i+yj 
— (x — a!) + y? 
3 
7 — r'|ê — (a = z)* + | 2 


Substituindo tudo isso na integral, temos 


Lo + É 
- c-x)yisuyi 
(1º) = 4 yte-2) 0) du! 
4T€0 2 ; 
zo (x — 2) +92] 
ou 
Lo + ? 
—p À i Lg dx' 
Áreo AZ 97? 

zo (x — 2º) +92] 

Lo + ? 
qu j da! 


zo (o -2)" + | 
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Vamos resolver primeiro a segunda integral, através de uma mudança de va- 
riáveis seguida de uma transformação trigonométrica. Por enquanto, deixare- 
mos a integral indefinida, e depois de o resultado ser encontrado, aplicaremos 
os limites. À primeira substituição é 


X=z-g 
dX = dx 
e a Integral fica 
dg AX AX 
E Po RO 87 tivo mB 
(o 22492] (+ X2 + 92]? 
Agora, usamos a segunda substituição, que é 
X = ytgô 
dX = ysec” 6 dg 
e a Integral torna-se 
dx dX 
O 3 
(o 0) +] X2 +92]? 
o y sec” O dO 
= TON 8 
[y? tg? 9 + y2| 2 
sec” 6 dê 
yo tg” 9+1)? 
l sec? 8 dO 


sec? 8 
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dx ! | cosodo 
Po VN 873 
(a — 2)? + | É 


dx' 1 
> >————— — — sen 0 
2 2 y 
(cz — x!) +9º| 


Precisamos encontrar os limites de integração. Da primeira substituição, en- 
contramos 


1 => Á!L=T—T 
L=%42>X=217+L2-—s 
Na segunda, temos 
X 
tg 0 = — 
y 
e assim, como a tangente é dada pelo tamanho do cateto oposto dividido pelo 


tamanho do cateto adjacente, o cateto oposto mede X, enquanto o adjacente 
vale 7, e assim, O seno será 


X 


VE 


sen O — 


e desse modo, 


Lo — L 
X=m-t>seng|=-—— LO 
(xo — 2)* + y? 

Lo+L—r 


X=LZ+L-z>senf) =—=[=E--— 
| (xo+2— x)! + y? 


e a integral fica 


Lo + £ 


To (a = 2")º + | 
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ou 
Lo + £ 
dg” :| to+t—g zo — | 
— 5 | ==> —>— - 


Do 1 48 
Lo (a = 2")? +92] . 


e a componente na direção y da força é 


to + É 
3 Aquj da! 
7 Are 5 
Lo (e = 2)? + | 
— AS 4 | To +HÊ—s o zo — E | 
Ane Ly Qmo rE- a ty lo a +Y 
- gh) zo +Ht—r Lo — L 
Fu = q Do 21 af (3.5) 
Teoy | (zo +l-a)2 +92; v(xo—x)l+y 


Agora precisamos resolver a outra integral. As substituições podem ser as 
mesmas já utilizadas, e assim, temos 


(x — 2!) dx” —X dX o X dX 


[e = 02 +12] . (x) +]! o Der +) 


e agora, utilizando X = ytg0, obtemos 


(x—>r)da” o XdX 
(a - 29 12)" x? AÊ 
o. y tg Oy sec” 6 dô 
[9º te2 0 + | ? 
1 [std 
Yy sec? 8 


(x — x!) da TR 
(e . nx N o]? y] secô 
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(x — x) dz! I / 
3 = —— | senôdô 
[0-0 +] 
(x — q!) do! 
[> = — cosd 
(RO 
Nos limites de integração, temos 
A=Z—L> cos6, = O - 
V (xo — q)* + y? 
Ao=t+2— X > cos0 =— ) 


(xo +2— x)2 +92 
e assim, a integral fica 


Lo + £ 


lia 
yiv(xo+l-zx)2+y v(xgo-)2 +y? 


zo + É 
(x — x") dx' 


1 1 
(ear) Motta Víxo — 22 +92 


EQ 


e a força na direção z fica 


Lo + É 
- Agi (x — 2") dz! 
Fo = Áreo > 5 
oo 2-2) +] 
x hã 1 1 
F,. = dl AA (3.6) 
ÁTeo AV (Lo + É — z)? a y2 1/ (Lo — x)? + y2 


Às expressões 3.5 e 3.6 são bastante gerais e possuem vários casos particulares 
Interessantes. Por exemplo, se a carga tiver uma coordenada x = zo + Ê, por 
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simetria, a força na direção x deve se anular. Vejamos se a equação 3.6 está 
de acordo com 1sso. 


ei SS 
qi 1 o 1 
” Areo EP y Rr 

B=0 0 


o q» zo+L-— (xo + 5) zo — (xo + 5) 
= —— 
4 2 2 
T04 | [xo +£— (xo + 5) +92 [xo — (zo +5)) +y 
2 £ ; 
CD 
“rey | [+ EP +y? 
MNA l 
ATeoy EP + 9? 
E l q j 
7 4 ; 
Cyvli) +y 


Outros casos particulares são vistos nos exercícios (veja os exercícios 3.2 e 3.3). 


3.4 Mãos à Obra: Pêndulo Eletrostático e 
Eletroscópio 


A seção Mãos à Obra aparecerá várias vezes ao longo do livro. Seu 
objetivo é verificar, através de experiências simples e, em geral, apenas qua- 
litativas, a teoria vista no texto, como forma de aproximar a parte teórica da 
parte experimental em Física, visto que essas duas áreas devem sempre andar 
juntas. À maioria das experiências pode ser feita com material caseiro, para 
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que seja acessível a todos, e iniciamos com a montagem de dois experimentos 
bastante simples, o pêndulo eletrostático e o eletroscópio. 


3.4.1  Pêndulo Eletrostático 


Na montagem do pêndulo eletrostático, você vai precisar do seguinte. 


1. Uma haste que sirva de suporte (veja a figura 3.12). 


2. Um fio de nylon, seda, linha de costura ou qualquer material não- 
condutor (não pode ser um fio metálico). 


3. Uma bolinha de isopor, de cortiça ou qualquer outro material leve. 
4. Um pedaço de papel-alumínio. 


5. Um bastão de vidro, pente de plástico ou qualquer corpo que possa ser 
atritado. 


6. Um pedaço de seda, lã ou algodão, para atritar o material mencionado 
acima. 


suporte 


fio de nylon 


aê bolinha de iso p of 
enrolada em papel-alumínio 


Figura 3.12: Esquema do pêndulo eletrostático. 
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A montagem do pêndulo eletrostático é feita como mostra a figura 3.12. 
Note que você pode experimentar os efeitos cobrindo ou não a bolinha, de 
isopor com o papel-alumínio, para verificar a influência de uma escolha ou 
de outra nas experiências. Depois de montar o pêndulo eletrostático, atrite O 
bastão de vidro ou o pente no pedaço de lã, seda, etc. e o aproxime da bolinha 
do pêndulo, sem tocar. Repita o procedimento, colocando o bastão a várias 
distâncias da bolinha, e se possível, com vários materiais diferentes, anotando 
o que acontece com ela. Em seguida, retire o papel-alumínio da bolinha e faça. 
as mesmas experiências acima. 


Agora, toque a bolinha com o corpo atritado e verifique o que ocorre 
quando você novamente os aproxima. Repita esse procedimento usando dite- 
rentes tipos de materiais, várias distâncias e, para a bolinha, com e sem O 
papel-alumínio. Após todas as experiências, responda ao seguinte. 


e Utilizando a série triboelétrica da tabela 3.1, descubra o sinal da carga 
adquirida pelos materiais atritados. 


e Explique o que ocorre quando o corpo carregado se aproxima da bolinha 
sem tocá-la. 


e Existem diferenças quando corpos diferentes são mantidos à mesma 
distância da bolinha com papel-alumínio? 


e Explique qualitativamente as diferenças que ocorrem, com relação às 
interações elétricas, entre as situações da bolinha com e sem o papel- 
alumínio. 


e Quando a bolinha está sem o papel-alumínio, materiais diferentes pro- 
duzem efeitos diferentes! 


e O que ocorre quando o material toca a bolinha! 


e Explique por que há agora repulsão, e também se existe diferença entre 
os casos da bolinha com e sem papel-aluminio. 


e Verifique se, nos casos da bolinha com e sem papel-alumínio, materiais 
diferentes produzem efeitos diferentes. 


e Quando o sinal da carga do corpo atritado é desconhecido, o pêndulo 
elétrico pode ser utilizado para verificar o sinal dessa carga! Em caso 
positivo, descreva o procedimento experimental detalhadamente. 
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3.4.2 Eletroscópio 
Para montar um eletroscópio, você precisa do seguinte. 
1. Um frasco de vidro de tamanho médio (veja a figura 3.13). 
Uma rolha que sirva nesse frasco. 
Um pedaço de arame metálico maleável. 
Uma bolinha de isopor ou de cortiça. 
Um pedaço de papel-alumínio. 


Pente de plástico, bastão de vidro, etc., para ser atritado. 


1 DD q pi won 


Pano de lã, de seda, de algodão, etc., para atritar os materiais acima. 


A montagem experimental do eletroscópio é dada na figura 3.13, abaixo. 


bolinha de isopor : 
enrolada no papel-alumínio ( 


CL Ran] 
anna 


rolha para 
fixação do arame 


a netas 
cm rr na 


aram € 
condutor 


lâminas de 
N papel-alumiínio 


je 


Figura 3.13: Esquema do eletroscópio. 


A bolinha de isopor é fixada no arame, e o papel-alumínio deve tocá-lo, 
para que as cargas possam circular. Na outra ponta do arame, são colocadas 
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duas lâminas, também de papel-alumínio, ligadas entre si e também com 
o arame, de forma que elas possam se movimentar livremente (levantar e 
abaixar). O frasco serve apenas para diminuir os efeitos das correntes de ar 
e para facilitar o manuseio do aparelho. Após a montagem, atrite os vários 
materiais e os aproxime da bolinha do eletroscópio, sem, no entanto, tocá-la, e 
observe o que ocorre com as lâminas. Faça isso para vários materiais diferentes 
e para distâncias diferentes. Depois, repita a experiência, tocando a bolinha do 
eletroscópio com um material eletrizado com carga de um dado sinal (utilize a 
série triboelétrica da tabela 3.1 para verificar os sinais), e depois, aproximando 
outros corpos eletrizados com o mesmo e com o outro sinal. Faça isso para 
materiais diferentes com os dois tipos de carga elétrica, sempre verificando 
o que ocorre com as lâminas. Por fim, após tocar a bolinha com um corpo 
eletrizado com uma dada carga, encoste na bolinha de isopor outros corpos 
contendo tanto cargas positivas como negativas e verifique o que ocorre com 
as lâminas. Depois de todas as experiências, responda às perguntas abaixo. 


e Determine os sinais das cargas de todos os materiais utilizados. 


e O que acontece com as lâminas quando os corpos eletrizados são aproxl- 
mados? Existem diferenças quando diferentes materiais são aproximados 
e mantidos à mesma distância? E quando o mesmo material é utilizado, 
variando-se a distância? Isto depende do sinal das cargas nos corpos? 
Dê explicações detalhadas para todas essas perguntas. 


e Após o contato, o que ocorre com as lâminas? Por que isso ocorre! 
Existem diferenças de material para material e de carga positiva para 
negativa! 


e Depois de carregar o eletroscópio, o que ocorre quando um segundo 
material é aproximado? Isto depende do tipo de material e da carga do 
corpo? E da distância? Explique detalhadamente esse fenômeno. 


e Quando o eletroscópio é tocado pela segunda vez, o que ocorre? Por 
quê? Isso depende do material e do tipo de carga do corpo? 


e E possível utilizar o eletroscópio para descobrir o sinal da carga de um 
corpo? Explique como isso pode ser feito. 


e Se o arame que segura as lâminas for isolante, o que muda nas expe- 
riências acima? Verifique sua resposta, trocando o arame por um fio 
isolante e repetindo todas as observações feitas acima. 
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e Se à bolinha não for enrolada em papel-alumínio, o que ocorre! Refaça 


todas as experiências e comprove sua resposta. 


e Se as lâminas forem feitas de material isolante (como papel, por exem- 


plo), existem diferenças? Verifique isso através de experiências. 


Outros experimentos envolvendo processos de eletrização e forças elé- 


tricas podem ser feitos. Por exemplo, você pode verificar a atração entre um 
pente carregado e um filete de água que cai de uma torneira, ou entre o pente 
e pedacinhos de papel. Procure pensar em outras experiências e na explicação 
para elas com base na teoria vista. No próximo capítulo, veremos o conceito 
extremamente importante de campo elétrico. 


3.5 Exercícios 


3.1 


>. 2 


3.3 


3.4 


3.o 


Faca uma análise dimensional da lei de Coulomb e verifique se ela 
está dimensionalmente correta. 


ia 


Verifique, na solução do exemplo 3.8, o caso de uma fio semi-ininito, 
tomando, com algum cuidado, o limite £ > oo. 


Aproveitando a solução do exercício anterior, encontre agora a solução 


para o fio infinito, tomando, também com cuidado, o limite xo — —oo 
na expressão acima. Como o fio torna-se infinito, ele tem infinitas 
cargas. Você espera que a força seja também infinita? Argumente 
sobre sua resposta. 


Duas cargas Q1 = 1,5 x 10º Ce Qo = —4,5 x 107? C ocupam dois 
dos vértices de um triângulo equilátero de lado ? = 10 cm, e uma. 
terceira carga Q ocupa o terceiro vértice do triângulo. Qual é o valor 
da carga Q se ela está em equilíbrio na direção perpendicular à reta 
que une as outras duas cargas! D possível que, para algum valor, a 
carga esteja em equilíbrio na direção paralela a essa reta! 


Considere uma placa retangular de lados a e b com uma densida- | 
de de carga superficial constante e homogênea sobre ela. Calcule a 
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3.6 


3.7 


3.8 


3.5 


3.10 


S.11 


3.12 


força elétrica gerada por esta configuração sobre uma carga () situa- 
da numa posição 7º do espaço. Obtenha os limites importantes, como, 
por exemplo, uma placa semi-infinita numa direção, infinita numa di- 
reção e finita na outra, infinita numa direção e semi-infinita na outra, 
e infinita nas duas direções. 


Compare a força elétrica entre duas cargas de 1 € situadas uma a im 
da outra com a força gravitacional entre duas massas de 1 kg, também 
separadas pela mesma distância. É justificável desprezar efeitos gra- 
vitacionais quando tratamos com sistemas elétricos? 


Um pentágono regular possui cargas Q, 20), —Q, —20 e Q nos seus 
vértices, nesta ordem. Qual é a força resultante sobre uma carga Q 
situada no seu centro? 


Calcule quantos elétrons há em 1 coulomb de carga. Supondo que es- 
ses elétrons vieram de algum átomo que perde elétrons com facilidade, 
como, por exemplo, o sódio, descubra a massa de sódio necessária pa- 
ra extrair um coulomb de carga. A massa atômica do sódio é de 23 
g e ele é um átomo monovalente, isto é, cada átomo, em condições 
normais, perde apenas um elétron. 


Uma pirâmide tetraédrica regular possui cargas () situadas nos três 
vértices da base, e uma carga —() situada no quarto vértice, que se 
situa a uma altura H do centro da base triangular. À pirâmide tem 
todos os lados iguais e existe uma carga q exatamente no seu centro 
geométrico. Verifique qual é a carga q, se houver, que permanece em 
equilíbrio neste ponto, e em que direções. 


Considere o mesmo problema anterior, só que agora a carga q vale 
(), e não está mais fixa no centro geométrico da pirâmide. Ache um 
local de equilíbrio para essa carga. 


Uma esfera uniformemente carregada tem raio R e uma carga total 
(). Ache a força que ela produz sobre uma carga q situada a uma 
distância 7 do seu centro. 


Um anel de raio R horizontal tem uma carga (Q distribuída de for- 
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ma homogênea sobre ele. Calcule a força elétrica que age sobre uma 
carga q, de massa m, situada no eixo do anel, a uma distância z do 
centro. Estude os limites z > R,2 > 00 € 2 > 0. Existe, para algu- 
ma combinação de Q, q e z, um ponto de equilíbrio? Qual é o tipo 
de equilíbrio? Obs.: neste problema é necessário considerar a força 
gravitacional que age sobre a carga q. 


indo 


Calcule a força elétrica entre o próton e o elétron do átomo de hi- 
drogênio, supondo que eles estão separados por 5 x 107! m. Conside- 
rando que esta é a força responsável por manter o elétron girando em 
volta do próton, calcule a aceleração centrípeta e a velocidade esca- 
lar do elétron na órbita. Utilize os dados do apêndice À para valores 
numéricos. 


Capítulo 4 


Campos Elétricos, I: 
Conceitos Fundamentais 


Este capítulo é dedicado ao estudo dos conceitos básicos relacionados 
ao campo elétrico. 


4.1 O Campo Elétrico 


No capítulo anterior vimos que, entre duas cargas elétricas quaisquer, 
age uma força elétrica, e que esta interação se dá pela troca de fótons entre 
as cargas. No entanto, cada carga tem a sua própria “nuvem” de fótons, 
que é totalmente independente da existência ou não de outra carga na sua 
vizinhança. Essa “nuvem” é uma característica intrínseca da carga e o seu 
“tamanho” é proporcional à intensidade da carga que a gera. 


Quando colocamos uma carga na vizinhança de outra, estabelece-se en- 
tre elas uma força elétrica, causada pelas “nuvens” de ambas. Se trocarmos 
esta carga por outra, uma nova força aparece, e essa força, como já vimos, 
depende das duas cargas !. Ao colocarmos duas cargas uma próxima à outra, 
as “nuvens” de fótons de ambas são perturbadas. Se, no entanto, a primel- 
ra carga tiver um valor bastante pequeno, a perturbação causada por ela 
também será pequena. Essas cargas são conhecidas como cargas de prova, 


|! E também da distância entre elas, mas isso, na discussão presente, é irrelevante. 
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enquanto a carga que tem a “nuvem” perturbada é chamada de carga-fonte 
ou carga geradora. Para estudar forças elétricas é necessário sempre haver 
pelo menos uma carga-fonte e uma carga de prova. Assim, considerando dois 
problemas semelhantes em que a única diferença é a carga de prova, é preciso 
estudá-los matematicamente desde o início, caso estejamos interessados nas 
forças elétricas do sistema. 


Como a “nuvem” de fótons é uma característica de cada carga, seria 
relevante estudar esta propriedade, pois assim não haveria necessidade de 
utilizar uma carga de prova em particular, e para os dois problemas seme- 
lhantes mencionados acima, se soubéssemos como são as “nuvens” das cargas 
geradoras, o efeito causado por elas sobre uma carga de prova À ou B seria 
automaticamente conhecido. Esta propriedade associada às cargas, a “nu- 
vem” de fótons, é denominada campo elétrico E. Operacionalmente, o campo 
elétrico é definido através de 


E = lim — (4.1) 


onde qp é uma carga de prova sujeita a uma força elétrica Fp gerada por 
cargas-fonte. Aqui é preciso fazer algumas considerações. Primeiro, a equação 
acima fornece na verdade a intensidade do campo elétrico, e não o campo 
elétrico em si. No entanto, essa denominação não é utilizada na prática, de 
modo que a grandeza acima é chamada simplesmente de campo elétrico. Se- 
gundo, o limite é apenas formal, pois a carga é quantizada e não pode assumir 
valores menores em módulo do que a carga do elétron. Terceiro, apesar de a 
definição operacional ser dada em termos de cargas de prova, o campo elétrico 
é uma propriedade da carga geradora, associada à “nuvem” de fótons que en- 
volve cada carga. Quarto, em medidas experimentais, a carga de prova deve 
ter o menor valor possível, para que o campo gerado por ela não perturbe 
significativamente a distribuição de cargas-fonte cujo campo se quer medir. 
Por último, a unidade do campo elétrico, como pode ser visto da expressão 
acima, no SI, é N/C. 


— Com a definição dada acima, e lembrando que a lei de Coulomb para a 
força elétrica entre duas cargas é dada pela expressão S.1, 


Br 40 (r= 7) 


vemos que o campo elétrico gerado na posição 7º por uma única carga-fonte 
pontual Q), situada na posição 7”, é obtido através de 
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Eq) = Lo tot) (4.9) 


“ 4reg|r—r'| 


e assim, a força exercida sobre uma carga de prova q qualquer é 
P=qE (4.3) 


e, se a carga for mudada para q”, a força será 


o que é muito mais simples do que resolver o problema desde o início. 


O campo elétrico gerado por várias cargas pontuais é a soma vetorial 
dos campos individuais, ou seja, 


jey= QL EB), Me E-8) 4, Be E-5) 
4reo |7 — 74 Areo |r — 79] Areg |” — Tal 
Th 
>, 1 Qi(r — Ti) 
— 44 
ú 4Teo 7 — T;|? (4.4) 


e no caso de uma distribuição contínua de cargas, num certo volume V, com 
uma densidade volumétrica de cargas p(T), a soma se transforma numa in- 
tegral, e assim, a expressão torna-se 


E(r) = — ) Ge dV (4.5) 


= 


onde a integral é feita sobre todo o volume V ocupado pelas cargas geradoras 
de campo elétrico. Note que 7 é sempre a posição onde queremos calcular o 
campo elétrico e que 7” é sempre a posição das cargas geradoras. Quando 
as cargas se distribuem sobre uma superfície S, então temos uma densidade 
superficial de cargas o(7”), ao passo que, se as cargas estiverem distribuídas 
em linhas de carga, a densidade será uma densidade linear A(7). Alguns 
exemplos são tratados a seguir. 


Exemplo 4.1. Considere uma carga Q situada na origem. 


a) (Qual é o campo elétrico gerado por ela? 
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Quando a carga está situada na origem, 7” = 0, e o campo elétrico fica 


+ O Tr 1 OQ. 
E(r) = — — Bo 4.6 
Amegr> d4regr? . (4.6) 


Pe 
Rr 
Sena” 


Observe que ele é um campo vetorial com uma simetria esférica radial, como 
mostra a hgura 4.1. 


Figura 4.1: Campo elétrico vetorial de uma carga pontual. Note 
que, a uma mesma, distância, o campo em módulo é 
constante, e que ele diminui quando ela aumenta. 


Aqui, vale a pena nos aprofundarmos um pouco mais e discutir fisicamente o motivo que 
leva o campo elétrico de uma carga pontual a ser como o apresentado na figura 4.1. Para tanto, 
imagine uma esfera homogênea e sem nenhuma imperfeição, situada no vácuo. Essa esfera possui 
infinitos eixos de simetria que passam pelo seu centro. Se a olharmos de qualquer direção, veremos 
exatamente a mesma coisa. Não há como identificar uma região “em cima” ou “embaixo”, ou então 
“esquerda” ou “direita”, ou “norte”, “sul”, “leste” ou “oeste”. Todas as direções são idênticas, por 
causa da enorme simetria que a esfera apresenta. Assim, qualquer influência que essa esfera produza 
no meio externo deve acompanhar essa simetria, ou seja, deve ser a mesma em qualquer direção 


radial a partir do centro da esfera. 


Podemos pensar numa carga pontual no vácuo como sendo uma esfera cujo raio tende a zero. 
Como acontece com a esfera, a carga pontual tem infinitos eixos de simetria que passam pelo seu 
centro. Mas a carga pontual gera uma perturbação no espaço. Essa perturbação, a que chamamos 


de campo elétrico, corresponde aos fótons que ela produz e absorve continuamente. Não há nenhum 
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motivo para que a carga emita mais fótons numa direção do que em outra. Portanto, ela deve emitir 
fótons de maneira tal que todas as direções sejam igualmente privilegiadas, ou seja, o campo elétrico 
gerado por uma carga pontual no vácuo tem que ter, necessariamente, uma simetria esférica radial 
como a da figura 4.1, e esse fato é percebido até mesmo intuitivamente. Se apresentássemos o campo 


elétrico de uma carga pontual como sendo algum dos que aparecem na figura 4.2, 


Figura 4.2: Suposições (incorretas) para os campos 


elétricos vetoriais de uma carga pontual. 


automaticamente surgiria a seguinte questão: o que está errado aqui? Poderíamos pensar em duas 
respostas para essa pergunta. À primeira envolve a carga, que poderia não ser esférica e homogênea, 
e assim, ela teria um campo elétrico não-uniforme. Entretanto, a carga é pontual, sem dimensão, de 
modo que essa hipótese não parece plausível, já que algo sem dimensão não pode ter inomogenei- 
dades, considerando que não ocupa um volume no espaço. À segunda resposta envolve o meio, que 
é O vácuo, e então o vácuo não seria homogêneo, apresentando propriedades diferentes em direções 
diferentes. Ora, essa hipótese também é inconsistente, pois o vácuo é imaterial, é vazio, € o vazio não 
pode ser diferente numa direção do que ele é na outra. Conseqientemente, os campos apresentados 
na figura 4.2 não podem estar corretos, e tampouco podem representar fisicamente o campo elétrico 


de uma carga pontual, que é dado, corretamente, pela figura 4.1. 


b) Qual é o valor do campo a uma distância d = 10 cm, se a carga vale 


Q=2x 107" €? 


Utilizando o valor 
1 


— 10? m? 2 
me, 9 x 10º N.m”/C 


obtemos, para o módulo do campo elétrico, 
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.1Q 
“* 4rep 7? 

2.x 107" 
— 9 | 


E =1,8x 10º N/C 
cuja direção é radial com sentido para fora. 


c) Qual é a força gerada sobre uma carga q = —-3x 108 C situada na POSIÇÃO 
descrita no item anterior? 


À força elétrica a que esta carga está submetida é dada por 


F =qê 
= -3x 10? x1,8x 10º £ 
F=-0,54fN 


Irata-se de uma força atrativa, orientada na direção radial para dentro. 


Exemplo 4.2. Considere um triângulo equilátero de lado a cujos vértices são 
ocupados por cargas +), —Q e +20 (Q > 0), como mostra a figura 4.3. 


Figura 4.3: Um triângulo equilátero de lado a, 
formado por cargas +Q, —Q e +20. 
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a) Calcule o campo elétrico resultante sobre cada carga. 


Para calcular o campo elétrico sobre cada carga, é útil descrever suas 
posições num sistema de coordenadas. No nosso caso, vamos considerar as 
seguintes posições no plano xy: 


Carga +20 : 1420 = 0 (na origem) 
Carga —-Q:T q=ai 


Us av 3 . 


Carga +Q : io = acos60i + asen60) = a 1+ od 


Com as posições assim definidas, obtemos 


- 5 Us av'3 : G + av 3 + 
T+Q-T+0 = 51757 J-0=51+—5— J 
Fo-Tooc-ai-0=ai 


R 15 ar. av3. a : aN'3 « 
Po — =— -—-—1-— J=—0 1— 
Q—1+Q o SJ 5 7 4 
e também, 
ç R q? N 3a? 
— —>4/— + =4q 
+Q +20 4 4 
F-q-Troq|=a 
F tool a? N 302 , 
“nn” —>4[— + = 
Q +Q 4 4 


Agora, utilizamos a equação 4.2 para calcular os campos elétricos gerados por 
cada carga na posição das outras duas. Primeiro, consideramos como carga, 
geradora a carga +20), que gera os seguintes campos: 


22040 = +20 (T+q — Frog) 

| áreo |M+q — Trog 

— +20 (i+ 55) 
ATE a3 
E.20 40 — meça? (i + V35) , sobre a carga +O 
e 
g — +20 (F-q — 7420) 
+20,—Q no 


ÁTEQ T-Q — T+20]º 


1172 


€+20,-Q 
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+2Q ai 
Arena 


— ——— — 1 sobre a carga — 
27ega? : 5 q 


Para a carga geradora —(), obtemos os seguintes campos: 


Êo +o —Q (q — 7-9) 
€ 4reg [Pq — To? 
— —Q (Si + 0485) 
ATeo AS 
E 040 Tea? (i — 35) sobre a carga +() 
e 
e -Q (Fo —T-q) 
É Q40=7— 5 & 
Q+20 ÁTEQ 7490 — T-o|ê 
—- —Q “ai 
“"“4re a? 
É 0420 — Amen? , sobre a Carga, +20 
Ê 


E finalmente, quando a 


E+Q+2Q — 


Ain 


É+Q,+2Q = — 


carga geradora é a carga +Q, achamos 


sobre a carga —() 


+Q (Tr2g — T+Q) 
meo |7+29 — T+q]ê 
Q (-5i- 25) 


2 
Are 


a? 


(i + V35) sobre a carga +20) 


rena? 
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De posse dos campos elétricos acima, o campo resultante sobre cada uma 
das carga é obtido através da soma dos campos gerados pelas outras. Vamos 
começar com a carga +20. 


+20 = E-,+2Q + E+q,+20 
a: — (1 + 39) 


— | — 
Areça? STega 


(1 — 39) 


é+20 = Breça? 


O campo resultante sobre a carga —() é 


É-q = €420,-Q + E.0Q 
() e () “ e 
TT ——— eme — 3 
rena? + Brega? E v3)) 


(5i — 33) 


=+ 


E o = 


rena? 


E sobre a carga + age o campo 


É+q = Eron rQ tê 
— Areo Arena? ( ” 35) + 


> (q : 
É+Q — Ena? (3 1 + a 


(1 v3)) 


b) Qual é a força elétrica que age sobre cada carga? 


Como já conhecemos os campos elétricos, podemos encontrar a força 
elétrica através de 


= q€ 
Assim, para a carga +20), temos 
F,2q = +20E 420 
= 10 (1-v35) 
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enquanto a força sobre a carga —( vale 


Fq=-QEq 

E “e é (oi — V3)) 
Fo---L (5-v3] 

Y S7ega? (oi )) 
A força elétrica sobre a carga +Q é 

Fo = Eq 

E O grena? (i + V3)) 
Roo 

+º — grega? (Gi+v3)) 


Exemplo 4.3. Utilizando as comparações feitas entre a lei de Newton e a lk 
de Coulomb no exemplo 3.5, obtenha a expressão para o campo gravitaciont 
gerado por uma distribuição de massas de densidade p(r'), num volume V. 


No exemplo 3.5 vimos que as duas leis de força tornam-se equivalente 
com as seguintes substituições: 
Oo M 


Pp ** Pm 
1 


ÁTEQ 


Assim, adaptando a equação 4.5, 


Er)= / (Vera 4 


Ám 1) 
obtemos, para o campo gravitacional G(r), a expressão 


G(7) = -G / om ED) gy (4.7 
V rr"? 


41. O CAMPO ELÉTRICO 175 


Exemplo 4.4. Utilizando os resultados do exemplo 8.8, responda ao seguin- 
te. 


a) Qual é o campo elétrico gerado pelo fio de comprimento £ ? 


O campo elétrico pode ser obtido das expressões 3.5 e 3.6, 


f - qh) zo +t—x E Lo— L 
* 4reoy| (xo +t-2)2 49 (xo — 1)2 + y? 
E qhi 1 1 
“ 4reolV(rw+l-2)2+y? Vxo-2)2+y? 
se lembrarmos que 
> EF 
É = — 
q 
e assim, 
: i 1 1 
És = Mp dl A (4.8a) 
Are (xo +t—-2)2+y? (xo — 2)? + y? 
qm AJ zo +ê—s o To 7 (4.8b) 
* 4reoy|V(xo+2-2)2+9? (xo — 2)2 + y? 


b) Qual é o campo elétrico de um fio semi-infinito que se estende de xo até oo ? 


Neste caso, é preciso tomar algum cuidado. Quando o fio é semi-infinito, 
? —s oo, e este limite deve ser tomado de maneira criteriosa. No caso do 
campo elétrico na direção x, vemos, na equação 4.8a, que o segundo termo 
entre colchetes não contém £, e assim, esse termo permanece igual. Já no 
primeiro termo, ? aparece no denominador da fração. Quando £ > o0, o 
termo «/(x09 +? — x)? + y? também tende a infinito, e como o numerador é 
fixo (e vale 1), a fração como um todo tende a zero, e esse termo desaparece 
da expressão final, que fica 


DV 1 
E>D | 
ámeo | (xo — 1)? + yº 


- 1 À . 


E--D —— And 
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Note que, se a densidade de cargas for positiva, o campo na direção x é 
orientado no sentido negativo do eixo, pois as cargas situadas à direita da 
posição x onde queremos calcular o campo elétrico se estendem até o infinito 
e produzem uma contribuição maior para o campo elétrico no sentido negativo 
do que as cargas situadas à esquerda da posição x, que são em número finito. 
Quando a densidade de cargas é negativa, ocorre o inverso, e a componente 
em x do campo elétrico aponta no sentido positivo. 


Para calcular a componente y do campo elétrico, observamos, na equa- 
ção 4.8b, que o segundo termo entre colchetes não depende de £, e que, por- 
tanto, ele não muda. Todavia, o primeiro termo contém £? no numerador e no 
denominador. Neste caso, podemos fazer a seguinte transformação: 


To+t—s o Zo+l—r 
E Y Do 
Lo +Hl—g o l 
P — q)? Do 3 
tro + tm) +y L+ Iadrl 


e agora consideramos o limite £ — co na expressão acima. O resultado é 


Zzo+l—x 1 
lim = lim 
t50 (xo +b—- 2) +y” to 1+| É [ 
Lo — E 
l 


go+l—s 
lim [www E 
t+00 (ag +! — 2)2 + y? 


e assim, o campo elétrico em y fica 


c) Qual é o campo elétrico gerado por um fio infinito na direção x ? 


Qualitativamente, podemos esperar que o campo elétrico de um fio 1n- 
finito não tenha componente na direção x, por causa da simetria da situação. 
Para cada contribuição para o campo elétrico na direção x gerada por uma 
carga em z1, existe uma contribuição igual e oposta gerada por outra carga 
em Z2, € como o fio é infinito, isso ocorre para todas as cargas. Portanto, no 
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total, o campo em x deve ser nulo. Só deve existir campo na direção y e, por 
simetria, esse campo deve ter uma simetria cilíndrica em torno do fio, depen- 
dendo apenas da distância p ao fio. No plano xy, podemos obter as expressões 
dos campos elétricos a partir dos resultados do item anterior, tomando com 
cuidado o limite zo — —oo. Vejamos o que ocorre então para a componente 
z, que é 


- 1 À , 
És = 


e A É TT 1 
o Are xo -a)2+y 


Quando tomamos o limite xy — —oo, a fração tende a zero, e o resultado é 


E. =0 


o que concorda com o que foi dito acima. À componente % do campo é 


=» AJ LO) — dl 
ÁTrEoy (£o — T)? + y2 


e aqui é preciso ter cuidado para não cometer enganos. Como z9 é um número 
negativo, vamos reescrever a fração dentro dos colchetes da seguinte forma: 


To — E o Zo| + 
(xo-22+920 A (irol+m)P2+y 
O Dn 
— zol+2)2+y? 
To —T = Xo + É 


(xo — 2)º + y? (Ixol+ 2)/1+ [ds] 


L)o— L 


1 
V (xo — 2)? + y? o (1 + [d]” 


e, agora sim, podemos tomar o limite 


. Lo — E 
lim 


1 
TS Odin == 
E0——O0 (xo — Z) + y2 T9—— 00 41 + [ds] 
1 


1+O 
lim — LTL =" 
EO —0O0 (Lo — T). + 12 
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e a componente 1 do campo fica 


- Àj 

Eu — l— (—l 
7 Treo | )] 
- À a 

éy = megy 


Por causa da simetria cilíndrica em torno do fio infinito no eixo z, 
o campo elétrico de um fio infinito situado no eixo z é um campo radial, 
dependente da coordenada cilíndrica p, e ele pode ser escrito como 


=> À 
o 


“ 2regp P (4.9) 
de modo que o fio gera uma campo elétrico vetorial com uma simetria ci- 
líndrica, como mostra a figura 4.4. Este resultado será obtido novamente na 
seção 4.2, quando estudarmos a Lei de Gauss. Veja que uma carga pontual 
sem dimensão apresenta um campo com uma simetria esférica tridimensional 
ao seu redor, como se observa na equação 4.6 e na figura 4.1. No caso do fio 
infinito, que tem uma dimensão linear bem definida, a simetria é cilíndrica, 
bidimensional, como se vê na figura 4.4, sugerindo que a densidade de carga, 
ao ganhar uma dimensão, o fez à custa da diminuição da simetria do campo 
elétrico. Qual é a simetria que você espera para um campo elétrico gerado por 
um plano infinito com uma densidade de cargas o ? 


Figura 4.4: Campo elétrico vetorial de um fio infinito. Note que, a 
uma mesma distância do eixo z, o campo em módulo é 
constante, diminuindo com o aumento desta. 
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Exemplo 4.5. Considere uma espira metálica de raio R carregada com uma 
carga total Q positiva, como mostra a figura 4.5. 


b=1 


dotada tro 


Fcc onte 


RRErE Rd 
rica 


PSB E PAM 
E Ph 
a PN 
Eee O O O RR O TO nine 


pe SRS 
RR nn 
rata 


nes nom Tele tet To T etete teto «7 RR 


dQ , dé 


Figura 4.9: Espira metálica de carga positiva (). 


a) Qual é o campo elétrico gerado por essa espira num ponto situado no seu 
eixo de simetria, a uma distância z da origem? 


Neste problema, a carga está distribuída de forma homogênea sobre a 
espira, e assim, temos uma densidade linear À sobre a circunferência da espira. 
Assim, adaptando a equação 4.5, obtemos 


= = | 
Er) =— / Oo gg 
C | r | 


* 4re 


A densidade de cargas é dada por 


- 4d (4.10) 
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Além disso, d? é um segmento de arco na circunferência, e ele vale 


df = Rdo 


e os vetores 7 e 7! são 
r=2k 
P=zi+y)=Rcos0i+ Rsen0j 
r>r'=zk-Rcos0i-Rsen0j 
r—-r'|=v22+R?cos20+ Rºsen?0= v2zº + Rº 


P-rP=(24R)? 


Com todas as grandezas definidas acima, o campo elétrico fica 


om e e % 
> À / ck — ficos6i — send) 
0 


E(r) = 
1) (22 + Rº2) 


Are 5 

Por questões de simetria, esperamos que o campo nas direções x e y se anuk 
restando apenas uma contribuição na direção z. Isto ocorre porque, para cz 
da carga dQ, existe uma carga simétrica dQ” cuja contribuição para o camp 
nas direções x e y é oposta àquela de d(, e ambas se cancelam mutuament 
restando apenas a contribuição na direção z. Vejamos se os resultados me 
temáticos estão de acordo com a previsão física. Primeiro, vamos calcular 
parte da integral em z, que é 


Ou 
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ATE 5 


ma 
Z — 


onde usamos a equação 4.10, para substituir a densidade de cargas À. Para a 
componente x. temos 


27 A 
E - À / o Rcos01 Rdo 


que se anula, como esperávamos. À componente 7 fica 


27 A 
- À 0) 
E = sent) pd) 
àreo Jo (22 + R2)? 
À R21 2H 
-- a | sen 8 dô 
dmeo (,2 4 R2)? d 


sm 


Ao Rê 
4 Teo (2 + R2)º 


(cos 0) ” 


que também val a zero, como deve ser. Assim, o campo da espira metálica, 
no seu eixo, é dado por 


- 1 A 
Boo Wi (4.11) 
ámeo (22 + R2)? 


b) Qual é o campo na origem? 
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Na origem, temos z = O, e, por simetria, esperamos um campo nuk 
pois os campos gerados pelas cargas simétricas deve se anular perfeitament 
nesta região. De fato, usando a expressão acima, temos 


é, =0 


c) Qual é o campo para regiões muito afastadas da espira? 


Neste caso, queremos o campo quando z é muito grande se comparad 


com R, ou seja, z > R. Para obter este resultado, vamos reescrever a equa 
ção 4.11 como 


- 1 (2 A 

É 4rey 3 RY2 7 
+ (E)? 

- ! 1 A 


e agora expandimos a última fração numa série de Taylor (veja a seção 2.1 
equação 2.6), o que resulta em 


1 3 Rº 
[1+ (ET é 


e como z >> R, podemos considerar apenas os dois primeiros termos da ex 
pansão, ou seja, 


Z — 


Ee a Q 30 Rº 


e quando z 3> R, obtemos o resultado 
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21 Q. 
É — k 
Amen 2? 


Il 


253 R 


que é idêntico ao campo gerado por uma carga pontual na origem. Na verdade, 
quando estamos muito longe da espira, não podemos perceber diferenças nos 
efeitos provocados por ela ou por uma carga pontual na origem sobre uma 
carga de prova situada no eixo z, e assim, o campo elétrico deve ser o mesmo. 
Veja que esta expressão só vale para o campo num ponto no eixo z. O campo 
elétrico para um ponto situado fora do eixo z é diferente, por causa da falta 
de simetria da situação. 


Os diagramas vetoriais apresentados nas figuras 4.1 e 4.4 para o campo 
elétrico podem se tornar extremamente complicados, dependendo da distri- 
buição de cargas, e isso, ao invés de auxiliar, pode dificultar o entendimento. 
Para tornar a “visualização” do campo elétrico mais simples, Michael Faraday 
(1791-1867), pesquisador inglês que contribuiu muito para o desenvolvimento 
do Eletromagnetismo, criou o conceito de linhas de campo elétrico, à época 
chamadas de linhas de força. Vejamos então as propriedades dessas linhas de 
campo. 


4.2 Linhas de Campo Elétrico e Lei de Gauss 
Antes de discutirmos as linhas de campo, é interessante apresentá-las 


para o caso de uma carga () pontual, que é bastante ilustrativo. Isto é feito 
na figura 4.6. 


0 >0 Q<0 


Figura 4.6: Linhas de campo elétrico de uma carga pontual (). 
Note que as linhas de campo têm uma simetria 
esférica, como o campo elétrico da figura 4.1. 
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úteis. 
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As linhas de campo elétrico têm propriedades que as tornam muito 
Essas propriedades são: 


1. As linhas de campo elétrico “nascem” nas cargas pontuais positivas e 
P 


“morrem” nas cargas pontuais negativas. 


. Às linhas de campo elétrico são direcionais, orientadas no sentido de 


sair das cargas positivas e entrar nas cargas negativas. Em cada ponto 
do espaço, as linhas têm a mesma direção e sentido do campo elétrico 
resultante naquele ponto. Por causa disso, as linhas de campo não podem 
se cruzar. Se elas se cruzassem, haveria um ponto do espaço com dois 
campos elétricos resultantes, o que é incompatível com a noção de que 
há apenas uma resultante numa soma de vetores. 


O número de linhas de campo que saem (ou entram) é proporcional 
ao valor () da carga. Assim, de uma carga |q) saem (ou entram) mais 
linhas de campo do que de uma carga |Q)|, se |g| > |IQ|, e vice-versa, se 


al <Q]. 


O número de linhas que atravessam uma superfície S normal às li- 
nhas num dado ponto do espaço é proporcional à intensidade do campo 
elétrico nesse ponto. 


As linhas de campo da figura 4.6 satisfazem todas as condições acima. 


Às linhas de campo saem da carga positiva e entram na carga negativa. Como 
o campo elétrico é radial, as linhas são retas partindo da origem em todas as 
direções, orientadas para fora no caso Q > 0, e para dentro quando Q < 0. 


Para verificar a última propriedade, imagine uma superfície esférica de 


raio A envolvendo a carga. Por essa superfície passam N linhas de força, 
distribuídas de forma homogênea por uma área A = 47Rº. Assim, em cada 
ponto temos GR linhas, e o campo elétrico é proporcional a esse valor, ou 
seja, É x TEEs Como N é fixo, temos então que É x AE, o que está totalmente 
de acordo com a equação 4.6 para o campo gerado por uma carga pontual, 
que é E = ps, já que 7& é uma constante. Além disso, pelo item 3, o 
número de linhas de campo N é proporcional ao valor da carga Q, ou seja, 
N « Q, o que também está de acordo com a equação 4.6. Para o fio infinito, 
as linhas de campo são mostradas na figura 4.7. 
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Figura 4.7: Linhas de campo elétrico para o fio infinito. Note 
a simetria cilíndrica em torno do eixo do fio. 


O fluxo P de um dado campo vetorial B através de uma superfície S é 
dado pela integral de superfície 


d — / B-ndA 
S 
e se a superfície S for fechada, envolvendo um volume V, o fluxo total será 
d, — A B.ndA 
5 


Vamos considerar uma carga pontual Q envolta por uma superfície S esférica 
de raio 7, como na figura 4.8. 


Figura 4.8: Carga Q envolta por uma superfície S esférica fechada. 
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Como o campo elétrico de uma carga pontual tem uma simetria esféric: 
radial, em cada ponto da superfície o campo É tem módulo constante, e el 
está na mesma direção que a normal à superfície, que é radial. Assim, o flux: 
elétrico do campo elétrico é 


e o fluxo elétrico depende apenas da carga () dentro da superfície. Note que 
não importa o raio da superfície esférica. Isso porque o fluxo elétrico est: 
associado ao número de linhas de campo que atravessam a superfície S, « 
no caso considerado, esse número é sempre fixo. Na verdade, a forma de « 
também não importa, pois o mesmo número de linhas de campo atravessar: 
qualquer superfície S de qualquer formato que seja colocada em volta ds 
carga, como mostra a figura 4.9. Dessa figura, é fácil perceber que o númerc 
de linhas que atravessam as superfícies S, S' e S” é igual a 12. No caso ds 
superfície 5”, de formato qualquer, as linhas cruzam a superfície para for: 
lá vezes, ao passo que para dentro há 2 cruzamentos, num total líquido de 
14 — 2 = 12 cruzamentos para fora da superfície. Isso significa que o fluxc 
por qualquer uma dessas superfícies fechadas é o mesmo, apenas é mais fáci 
calculá-lo para o caso da superfície fechada esférica S, porque ela acompanhe 
a simetria do campo elétrico. Este tipo de superfície, que facilita o cálculo dc 
fluxo elétrico e explora a simetria da distribuição de cargas, é denominado 
superfície gaussiana. O cálculo para as outras superfícies é mais complicado. 
mas o resultado final seria idêntico, ou seja, para qualquer superfície fechada. 
temos 


de = E 
€0 
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Figura 4.9: Carga Q envolta por superfícies fechadas de formas 
diferentes. S é uma superfície esférica, S' é uma 
superfície cúbica, S” é uma superfície dodecaédrica, 
e 8” é uma superfície de formato qualquer. 


que depende apenas da carga dentro da superficie. Deduzimos esta expressão 
para uma única carga pontual, mas, na verdade, se tivermos várias cargas 
pontuais dentro da superfície, Q será a carga líquida (a soma algébrica das 
cargas) dentro da superfície, sendo que as cargas podem estar localizadas em 
qualquer lugar no seu interior, não necessariamente no centro. Combinando a 
equação acima com a definição de fluxo, obtemos a expressão 


pêcnda= E (4.12) 
Ss EQ 

que é conhecida como lei de Gauss. Ela estabelece que, para qualquer su- 
perficie fechada S que envolva um conjunto de cargas com uma carga líquida 
(), a integral de área da componente normal à superfície do campo elétrico E 
representada por al “n, é Igual à carga () dividida por uma constante, eq. Esta é 
a primeira lei de Maxwell da Eletrostática, válida para meios sem dielétricos, 
escrita na forma integral. 


Quando a superfície envolve uma distribuição de cargas de densidade 
p(r'), a lei de Gauss pode ser escrita como 


PE -nda- -[ o(r 9) dV (4.13) 
S Co Jv 
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onde V é o volume definido pela superfície S, e a integral volumétrica é feita 
na região dentro desse volume onde estão as cargas. 


Através do teorema do divergente, equação 1.54, que é 


[v:Bav-q B.ada 
V 5 


temos, para o campo elétrico, a expressão 


[v:éav=dE-nda 
V S 


O lado direito desta equação pode ser reescrito mediante o uso da expres- 
são 4.13, e ele fica 


= l 
[vcêdv=— p(F") dV 
V EO JV 


Esta equação pode ser reescrita como 


e como o volume sobre o qual a integral é feita é qualquer, o integrando deve 
ser nulo, ou seja, 


v.E=-É (4.14) 


que é a lei de Gauss escrita na forma diferencial. Esta equação também é 
conhecida como primeira lei de Maxwell da Eletrostática na forma diferencial, 
em meios sem dielétricos. 


Aqui podemos ter uma idéia clara do significado físico do divergente de uma função. Vamos 
observar, por exemplo, a figura 4.1. Nela, vemos que o campo elétrico “nasce” ou “morre” na 
carga pontual, que age como uma fonte ou sorvedouro se a carga for, respectivamente, positiva ou 
negativa. Se ela for positiva, o campo “diverge” a partir dela, ao passo que se ela for negativa, O 
campo “converge” para ela. Convergir é o oposto de divergir, e assim, o campo elétrico diverge, 
com sinal de menos, da carga negativa. O campo elétrico só pode ser criado por cargas. Assim, a 
equação 4.14 acima estabelece o fato físico fundamental de que todas as cargas elétricas produzem 


campos elétricos, ou seja, são fontes de campos elétricos, que se propagam de forma divergente a 
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partir delas. Esse fato físico independe do meio e da velocidade da carga, e ele permanece mesmo 
para campos dependentes do tempo. Assim, se num certo ponto o divergente do campo elétrico é 
não-nulo, isso significa que nesse ponto existe uma carga elétrica, exatamente como que estabelece 


a equação 4.14. 


Antes de aplicar a lei de Gauss em alguns problemas relevantes, vamos 
apresentar uma dedução alternativa da lei de Gauss, baseada em argumentos 
matemáticos. 


4.3 Dedução Matemática da Lei de Gauss 


O campo elétrico de uma distribuição de cargas é dado pela expres- 
"são 4.5, 


> I n(r— rr) 
O operador V não age sobre p(7), e assim, obtemos 


1 » (1 — 7) 
ea |, PO v [= id 


Para simplificar os cálculos, fazemos R=7-7!'=Xi+ Y + Zk, de forma 
que temos que calcular 


V. E — 


R 1a 
V. | — a R+R. Viz| 


O primeiro termo fica 


1 1 1 ô ô O 
paVcR= o 5x ar tkog] Dis vis zh 
1fox ov oz 
= OX Oy '0Z 
] - 
+v.R=S 
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O segundo é 


- 1 > |. 0 +40 . O 
Eva — À sx tigy + Ez] 


1 
(X? + V2 + Z2)? 


mm 


-8Xxi-3Yj-3Zk 
5 
(X2+Y24 22)? 


+ [R 
R$ 
E 
- 1 3 
i-vlm|="5o 


e assim, obtemos 


R 1 1a 1 3.3 


que é nulo se R + 0. Quando R = 0, ou seja, quando 7 = 7! 2, temos uma 
indeterminação. Para resolvê-la, vamos considerar uma pequena esfera de raio 
R em torno do ponto 7 = 7”, ou R=o0, e usar o teorema do divergente neste 
ponto, isto é, calculamos 


R RR]. 
hola = A, lis) 944 


sm] 


Para uma esfera, a normal é o próprio vetor 5, e assim, 


hora) = f [ro]: La) 4 


* Fisicamente, isto significa que estamos na mesma posição que a das cargas geradoras, 
exatamente sobre elas, e nesses pontos deve ocorrer algo diferente do que se verifica nos 
pontos do espaço onde não há cargas. 
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R 1 


fr [75 dV = am 
V R 


pois a área da esfera é 4 = 47 Rº. Esta equação não depende de R, e portanto, 
ela vale inclusive para R = 0, que é o ponto que nos interessa. Como a Integral 
é não-nula, e lembrando que o divergente é nulo para todo R + O, vemos 
que, se R = O, o divergente deve ser não-nulo, pois senão a integral seria 
identicamente nula, o que discorda do fato de que, na verdade, ela vale 47. 
Ou seja, a única contribuição para o divergente vem dos pontos onde R= Õ, 
ou 7 = 7”, que são os pontos onde se situam as cargas e onde se espera que algo 
diferente ocorra. Para representar esta situação, é comum usar as chamadas 
funções delta de Dirac ó(x), que têm várias propriedades interessantes. No 
nosso caso, as relevantes são 


/ o(z — mo) dr =1 (416) 


/ f(x) ó(x — xo) dz = f(x0) (4.17) 


que valem desde que o intervalo de integração contenha o valor xo da delta 
de Dirac. Portanto, podemos escrever | 


mm 


[e [| av = | aro(Ã) dV 


[ axo(Ãi) dv = am [ 6(R) dV = 47 x 1 = 47 
V V 


pois teriamos 


Além disso, reescrevendo a penúltima equação como 


|? ? [E Amo) | dV =0 


"hegamos a uma importante propriedade matemática, que é 
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Ou 
| à 


pois o volume de integração é arbitrário. De posse desta equação, voltamos 
expressão 4.15, para achar 


| 
= "N4mró (rr — 7º 
mo |, 7) mô(r — 7) dV 
> 1 
V.E=> | o(r9óo(r-r)dV 
co Jy 


e portanto, 


que é a primeira lei de Maxwell da Eletrostática, equação 4.14. Quando e: 
crevemos essa lei na forma integral, através de 


[u-iavr=[ Pav 
V vV €0 


usamos o teorema do divergente para transformar a primeira integral em 


pé-nda=— | pav 
S EO JV 


que é a lei de Gauss 4.13. Vejamos agora algumas aplicações da lei de Gaus: 


4.4 Aplicações da Lei de Gauss 


Para que a lei de Gauss possa ser aplicada com sucesso a um cert 
problema, é preciso que o campo elétrico desse problema tenha um cert 
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grau de simetria, de modo que possamos escolher uma superfície gaussiana 
que facilite a resolução das integrais. Em distribuições de carga genéricas, 
a lei de Gauss pode se tornar tão ou mais complicada de utilizar do que a 
“equação 4.5. Isso significa dizer também que, para aplicar a lei de Gauss, 
precisamos antes ter uma idéia física de como o campo elétrico se comporta 
no espaço e saber quais são as simetrias envolvidas. Vamos considerar alguns 
problemas importantes, começando com a relação entre a lei de Gauss e a lei 
de Coulomb. 


Exemplo 4.6. Considere uma carga pontual Q situada na origem. 
a) Qual é o campo elétrico gerado por essa carga? 


O campo elétrico gerado por uma carga pontual tem uma simetria 
esférica radial, como mostra a figura 4.1. Isso significa que, a uma distância 7 
da carga, o módulo do campo elétrico é constante, e que sua direção é radial 
para fora, se a carga é positiva, ou para dentro, se ela é negativa. Essa simetria 
sugere que a melhor superfície gaussiana neste caso é uma superfície esférica 
de raio r, centrada na carga, como mostra a figura 4.8. Assim, a normal à 
superfície é dada por n = £, e temos 


p E-nda 2 [od 

S CO JV 

À integral do lado direito dá a carga Q dentro da superfície, enquanto o 
campo elétrico no lado esquerdo pode ser escrito como £ = +€ £, onde o sinal 
positivo vale para uma carga (Q positiva, e o sinal negativo, para uma carga 
() negativa. Portanto, obtemos 


fp ser.sda= E 
S 


0 


O módulo do campo elétrico É é constante na superfície e pode ser retirado 
da Integral, ou seja, 


E A dA = E 
S Co 
+E47rº = w 
€0 

cos Ro 
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194 
e, numa notação vetorial 
É — e A 
ATeEgT 
Note que este resultado é idêntico ao obtido na equação 4.6, do exercicio 4.1 


b) Qual é a força elétrica exercida sobre uma carga q na posição 7 ? 


À força elétrica exercida sobre uma carga q é dada por 


F=qÊ 
Q 
Amenr? 
—+ 1 é 
po 10, 
Areg 1? 


Esta expressão é, na verdade, a lei de Coulomb para a força elétrica entre 


duas cargas, deduzida a partir da lei de Gauss 


Exemplo 4.7. Partindo. da lei de Gauss para o campo elétrico, obtenha a les 


de Gauss para o campo gravitacional 
No exemplo 4.3, vimos que o campo gravitacional é dado pela expres- 


(7) =-6 | pn 


Ele está associado ao campo elétrico, equação 4.5 
ad 


são 4.7, que é 
(7 — 7” 


| — 


à 
ERA 


através da correspondência 
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de onde se tira 
l 
— 4 —4rG 
€0 

À lei de Gauss do campo elétrico é 


p Ecnda=— odV 
Ss O JV 


€ 


e assim, a lei de Gauss para o campo gravitacional será 


A G . ndA =— “476 [ Om dV (4.19) 
5 V 


Note que, como a força gravitacional é sempre atrativa, o fluxo do campo 
gravitacional é sempre negativo. No caso do campo elétrico, o fluxo é positivo 
se a carga total dentro da superficie gaussiana é positiva, e negativo se a carga 
total é negativa. 


Exemplo 4.8. Considere uma casca esférica metálica de raio R com uma 
densidade de cargas o distribuída uniformemente sobre a superficie. 


0) Calcule o campo elétrico para r > R, isto é, fora da esfera. 


A figura 4.10 apresenta a situação acima. 


Figura 4.10: Uma esfera metálica de raio R com uma 
densidade de cargas superficial o, e uma 
gaussiana esférica de raio r, sendo r > É. 


196 4. CAMPOS ELÉTRICOS, 1: CONCEITOS FUNDAMENTA 


Por causa da simetria esférica do problema, o campo elétrico fora d 


esfera também tem uma simetria esférica radial e é semelhante ao camp 
de uma carga pontual. Assim, utilizando uma superfície gaussiana de raio : 


temos, pela lei de Gauss, 
>. 1 
pE-nda= — | odV 
S CO JV 


A carga dentro da superfície gaussiana está distribuida apenas sobre 
superfície A' que delimita a casca esférica. Portanto, a integral do lado direit 
deve ser realizada sobre esta área, ou seja, 


1 
p ter -2dA = — o dA 
S EO JA! 
+E A dAa=> [| dA 
S CO JA! 
+E4mr? = É 4rR? 
€Q 
gos R 
o E) p2 
Lembrando que 
00 
dA 4rRº 
obtemos, vetorialmente, 
É — ArecTo Ê, r>R (4.20 


ou seja, fora da esfera o campo é o mesmo que seria produzido por um 
carga () pontual situada na origem. Seria de se esperar que esse fato valess 
apenas para as regiões muito afastadas da casca esférica mas, na realidad: 
ele se verifica também para as regiões próximas à casca. Em sua experiênci: . 
Coulomb não usou cargas pontuais, e sim, pequenas esferas metálicas. N 
entanto, como vimos acima, o campo gerado fora da esfera é o mesmo que o d 
cargas pontuais, e, por esse motivo, os resultados que Coulomb obteve forar 
os mesmos. Por analogia (que pode ser demonstrada), o campo gravitacions 
de uma casca esférica, para as regiões fora da esfera, é o mesmo que seri 
obtido se toda a massa da casca fosse colocada no seu centro. 


b) Qual é o campo elétrico para r < R, isto é, dentro da esfera? 
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A figura 4.11 mostra a situação acima. 


Figura 4.11: Uma esfera metálica de raio R com uma 
densidade de cargas superficial o e uma 
gaussiana esférica de raio r, sendo r < R. 


Neste caso, a lei de Gauss fica 


Q' 
p E-nda = — odV 
S CO JV 
f 
pê-nda= = 
S €0 


onde a carga ()' é a carga líquida dentro da superfície gaussiana. No entanto, 
só existem cargas na superfície da casca esférica, e assim, a carga dentro da 
esfera é nula, ou seja, Q' = 0. Portanto, 


fp É-ndA=0 
S 


Dessa forma, a integral acima deve ser nula. Entretanto, se houver um campo 
elétrico na superfície gaussiana, ele deve ter uma simetria esférica radial e 
deve estar na direção da normal, por causa da simetria esférica do problema. 
Assim, o integrando ou é sempre positivo ou é sempre negativo, e a soma que 
conduz à integral seria ou positiva ou negativa, pois dÁ4 não é nulo. O único 
modo de a integral ser nula é se o campo for identicamente nulo, isto é, 


E=0, r<R (4.21) 
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e assim, dentro de uma casca esférica metálica o campo elétrico é nulo. Este 
fato seria de se esperar para o centro da esfera, porque esse é um local extrema- 
mente simétrico e todos os campos elétricos gerados pela superfície deveriam 
mesmo se anular. Porém, a anulação do campo elétrico ocorre em qualquer 
lugar dentro de uma casca esférica que produz uma blindagem elétrica. Vol 
taremos a falar da blindagem elétrica em breve. Outro ponto interessante é 
que uma casca esférica blinda o campo gravitacional dentro do seu interior 
da mesma forma como o faz uma casca esférica de cargas. 


Exemplo 4.9. O modelo de Thomson, conhecido como “pudim de ameixas”, 
supunha que o átomo era formado por uma carga positiva distribuída de form 
homogênea num volume esférico de raio R e que nessa “massa” os elétron: 
estariam incrustados. Considere o modelo de Thomson para o hidrogênio, « 
responda. 


a) Qual é o campo elétrico a uma distância r quando r > R ? 


Como o átomo é eletricamente neutro, as cargas positivas estão em 
mesmo número que as cargas negativas, e o total líquido é nulo. Assim, fora 
do átomo, quando r > R, se considerarmos uma superfície gaussiana esférica 
de ralo 7, veremos que a carga total dentro da gaussiana é nula. O campc 
elétrico, se existisse, deveria ter uma simetria radial. Portanto, o único modc 
de a integral da lei de Gauss se anular ocorre quando E = 0 fora do átomo. 


b) Qual é o campo elétrico dentro do átomo, a uma distância r do centro? 


O elétron do átomo de hidrogênio, no modelo de Thomson, deve estai 
situado em equilíbrio no centro do átomo, porque nesse local as forças elétricas 
se anulam em virtude da simetria esférica. Portanto, ao escrever a lei de Gauss. 
temos duas contribuições, uma do elétron no centro da esfera e outra da carga 
positiva distribuída no volume do átomo. À superfície gaussiana é uma esfera 
de raio 7, como mostra a figura 4.12 abaixo. À lei de Gauss para esta superfície 
fica, considerando apenas a parte do campo gerada pela densidade volumétrica 
de carga positiva, 


n “4 
“JS COJV 


gras É | dy 
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p 4nrº 
4nrº = — 
É, NT en 3 
pr 
É, = — 
+ 3€0 


Figura 4.12: Superfície gaussiana para o modelo de Thomson. 


A densidade volumétrica é dada por 


—dQ e Se 
º=V O EE o 


e o campo gerado pela carga positiva fica 


> r Se er 
————- —->w—nraOH—-—— TF 
"30 47R3 AregR? 
O campo gerado pelo elétron no centro do átomo a uma distância r é 
> e 
É — —1DD3 
ATenr 
e o campo total fica 
É =— És + É. 
er e 
=". ?—--—sf 
4Areg RS Aregr? 
e pô N 
- alps o t)f 
AT EO” R 
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c) Suponha que o elétron seja deslocado para uma distância r do centro. Qual 
é a força que age sobre ele? 


A força que age sobre o elétron é causada apenas pela parte do campo 
elétrico gerada pelas cargas positivas. Assim, temos 


F = —eEu 
er. 
=-€——— £ 
AregR? 
2 
- er 
F = = 403 É 
4renk 


Note que ela é uma força orientada para o centro da esfera. 


d) Qual é o movimento do elétron quando ele é solto? 
À força elétrica sobre o elétron pode ser escrita como 


e? 


FP=-———— 
AregR? 


1 


que resulta numa equação muito semelhante à lei de Hooke para uma mola, 
Isto é, . 


Fmola = —k(z — x9) 1 


se interpretarmos a constante de mola k como sendo 


e? 


k=>—s 
Areg RS 


A força é restauradora e, por causa disso, o elétron executará um movimento 
harmônico simples, de frequência angular w dada por 


onde me é a massa do elétron. Com o valor de k dado acima, obtemos 


E 


e l 
no AreoRêm. RV 47eRm, 


À frequência v do movimento é dada por 
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7, 
Ww=InVS>Vv=D— 
2% 


e 1 
V=DHD—— ———— 
9nR V 47e0Rme 


Desse modo, o período 7 da oscilação fica 


e assim, 


Lo 27h 


T = —— /drenhÃMe 
e 


v 
e) Sendo R=5,3x 101! meme =9,11x 107% kg, calcule a fregúência de 
oscilação do elétron. 


À frequência é 


so e l 
“ 21RV 4rekRme 


1,6 x 1078 9 x 10º 
“- 92nx5,3x 101 V5,3x 10-1 x 9,11 x 1003! 


v = 6,560 x 10!º Hz 


Exemplo 4.10. Usando a lei de Gauss, mostre que a carga elétrica dentro 
de um condutor metálico em equilíbrio está na superfície do condutor. 


Quando o condutor está em equilíbrio, a carga que ele contém ces- 
sou de se movimentar, e isso significa que não deve haver nenhum campo 
elétrico resultante dentro dele, pois, se houvesse, a carga não teria alcançado 
o equilíbrio ainda, o que contraria a hipótese inicial. Assim, dentro do condu- 
tor metálico em equilíbrio, E — 0, e qualquer condutor metálico em equilíbrio 
produz uma blindagem elétrica em seu interior. Portanto, considerando uma. 
superfície gaussiana qualquer dentro do condutor, temos, para a lei de Gauss, 


Q 


1 | 
pé-nda=— [ pav 
S CO JV 
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Entretanto, como É = O no interior do condutor, a integral à esquerda é nula 
identicamente, e assim, 


(q 
€Q 


e a carga dentro da superfície gaussiana é nula. Como a superfície gaussiana 
é qualquer, não há carga em lugar nenhum dentro do condutor, e a carga 


que ele possui só pode estar na superfície. Este fato independe da forma do 
condutor. 


Exemplo 4.11. Considere um fio retilineo de tamanho infinito e densidade 


linear de cargas À, como o fio da figura 4.4. Calcule o campo elétrico desse 
fio através da lei de Gauss. 


Como se percebe na figura 4.4, o campo do fio tem uma simetria 
cilíndrica radial, e sua componente na direção z é nula. Isto sugere uma su- 
perfície gaussiana cilíndrica de raio p ao redor do fio, concêntrica com ele e 
de altura L, como mostra a figura 4.13. 


Figura 4.13: Superfície gaussiana para um fio infinito. 
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A carga dentro da superfície está localizada apenas no fio, que possui uma 
densidade linear À de cargas. Assim, a lei de Gauss para esta superfície fica 


Note que a superfície cilíndrica é formada por três superfícies: a superfície 
curva lateral, cuja normal é radial e está na mesma direção que a do campo, € 
as “tampas” superior e inferior, cujas normais estão orientadas numa direção 
perpendicular à do campo, o que faz com que O produto escalar entre eles seja 
nulo. Portanto, a lei de Gauss fica, considerando que ? = pe E=E p. 


- L 
[saga 
lateral Co 


AL 
[ ECperpdÃ=— 
lateral Eq 
AL 
É dA = — 
lateral €Q 
AL 
E2rpL = — 
€Q 
À 
* 2re0p 
ou, vetorialmente, 
> À 
É — ) 
27€00 P 


que concorda com a expressão 4.9, obtida através de cálculo direto. 


Exemplo 4.12. Qual é o campo elétrico para um plano infinito de cargas 
negativas, de densidade superficial o * 


A figura 4.14 ilustra um plano de cargas e a superfície gaussiana apro- 
priada a este caso. 
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Figura 4.14: Um plano de cargas negativas, com uma densidade o. 


O campo elétrico de um plano de cargas deve ter uma simetria linear, 
e o campo deve estar orientado numa direção perpendicular ao plano. Isto 
pode ser melhor entendido se pensarmos que, em relação a uma dada origem 
arbitrária no plano, existe um anel de cargas de raio R, com centro nessa 
origem, que produz, por simetria, uma contribuição nula para o campo elétrico 
nas direções paralelas ao plano, restando apenas a contribuição para o campo 
na direção perpendicular a ele. Assim, a gaussiana indicada é um cilindro, de 
tamanho 2L e raio r, como mostra a figura. Entretanto, agora o campo está 
na mesma direção que a normal à superfície nas “tampas” do cilindro, e ele é 
perpendicular à normal na superficie lateral. Portanto, a contribuição devida 
à superfície lateral é nula, e apenas as outras duas superfícies entram na lei 
de Gauss. Note que a carga envolvida pela lei de Gauss está no círculo que 
esta superfície define no plano. À lei de Gauss fica 


5 R l 
/ E nda + [ EÉ-ndÃ = — o dA 1 de 
tampa 1 tampa 2 CO JA! 


/ ek (-f)dA + [ “ekkds= 2 | dA! 
tampa 1 


tampa 2 CO JA 
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o 
—Enr? — Err? = —arº 
Eq 
o 
E=—— 
2€0 
ou, vetorialmente, 
> O 
É=—nN (4.22) 
2€0 


Este resultado é bastante interessante, pois o campo elétrico gerado por um 
plano de cargas é constante e independe da distância ao plano. Isto pode 
ser melhor entendido se pensarmos que, considerando um ponto do espaço 
próximo ao plano, a maior contribuição para o campo elétrico neste local vem 
da região situada, no plano, próxima ao ponto. Às contribuições das regiões 
do plano mais afastadas são quase paralelas a ele, e elas têm componentes 
perpendiculares muito pequenas. Já nos pontos do espaço afastados do pla- 
no, as contribuições geradas pelas regiões do plano mais distantes tornam-se 
praticamente perpendiculares a ele e compensam a diminuição da intensidade 
do campo gerado pelas regiões do plano mais próximas ao ponto do espaço, 
fazendo com que o campo fique constante. 


Exemplo 4.13. Qual é o campo produzido por uma placa metálica infinita 
de cargas positivas com uma densidade superficial o ? 


É preciso ter algum cuidado aqui, porque uma placa tem uma certa 
espessura, e sendo ela uma placa metálica condutora, as cargas situam-se 
apenas na superfície, e não no interior. À figura 4.15 apresenta esta geome- 
tria. A superfície gaussiana é novamente um cilindro, mas uma das “tampas” 
está dentro da placa metálica. O campo da placa deve ser perpendicular à 
placa, pelas mesmas razões que explicam o fato de o campo do plano ser per- 
pendicular ao plano. Assim, a superfície lateral do cilindro tem uma normal 
que é perpendicular ao campo, e sua contribuição para a lei de Gauss é nu- 
la. Como existe uma “tampa” dentro da placa, o campo neste local é nulo e 
também resulta numa contribuição nula para a lei de Gauss. Resta apenas a 


outra “tampa”, ou seja, 
+. 1 | 
EÉ-ndÃ=— o dÁ 
tampa o Í 


/ E k.k dA = dA! 
tampa CO JA! 


ts 
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e | dA = 2 mr? 
tampa €Q 
O 
Enr? = mr? 
€Q 
9) 
É = — 
€0 
e entao, 
> O 
= (4.23) 
0 


Figura 4.15: Uma placa infinita de cargas positivas, 
com uma densidade superficial o. 


Note que o campo da placa também é constante, asssm como o campo do. 
plano de cargas. Além disso, o campo da placa é duas vezes mais intenso do 
que o desse plano. 


Exemplo 4.14. Considere um sistema formado por dois planos metálicos 
enfimtos, de densidade de carga o e —o, respectivamente, colocados paralela- 
mente um ao outro, a uma distância L, e formando o arranjo mostrado na 
figura 4.16. Qual é o campo entre esses planos? 
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e o PPP ne PRRP O Peo = 


Figura 4.16: Dois planos infinitos paralelos, com densidades de carga o e —o. 


Como vimos no exemplo 4.12, o campo gerado por um plano é dado 
pela equação 4.22, 


td = 6) R 

— ep n 
O plano de densidade o produz um campo que é orientado de maneira a 
afastar-se do plano, enquanto o plano com a densidade —o possui um campo 
que é orientado em direção ao plano. Assim, na região entre eles, os campos 
estão na mesma direção e sentido, e eles se somam, produzindo o campo total 


h (4.24) 


Observe que, à esquerda do plano de densidade o ou à direita do plano de 
Jensidade —o, o campo elétrico resultante é nulo, pois os campos estão orlen- 
sados em sentidos opostos nessas duas regões. Assim, dois planos paralelos 
om densidades de cargas opostas limitam um campo elétrico no espaço. 


ixemplo 4.15. Mostre que o campo elétrico nas proximidades da superfície 
te um condutor de forma qualquer, na região externa ao condutor, é dado por 
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f (4.25 


sendo 1 a normal à superfície do condutor. 


A situação acima pode ser vista na figura 4.17, que mostra também : 
superfície gaussiana indicada para este caso. 


Figura 4.17: Um condutor de forma qualquer, e uma superfície 
gaussiana de forma cilíndrica de altura desprezível. 


Como se percebe na figura, na superfície do condutor temos uma gaus 
siana cilíndrica com uma base de área dA muito pequena e uma altura d!/ 
também muito pequena. Essa superfície gaussiana delimita uma área dÁ' n 
superfície do condutor, que é igual a dÁ, Já que a gaussiana é infinitesimal. N. 
superfície, o campo elétrico só pode ter uma componente normal à superfície 
pois, se houvesse uma componente tangente, as cargas seriam movidas at: 
atingir o equilíbrio, quando então o campo tangente seria nulo. Dentro d 
condutor o campo é nulo, e a única contribuição para a lei de Gauss vem d: 
superfície superior do cilindro, ou seja, 


fécada=— o dA 
Ss 


CO JA 
E / an=2| dA 
S CO JA 
| O 
gdA = dA 
EQ 
E => 
EQ 


e, vetorialmente, 
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que vale para pontos situados na região externa ao condutor e muito próximos 
a ele. Com isso encerramos os exemplos de aplicação da lei de Gauss. Nos 
exercícios, outras aplicações serão vistas. Ágora, vamos continuar com o es- 
tudo do campo elétrico de outras distribuições de carga. 


4.5 O Dipolo Elétrico 


À configuração de cargas formada por duas cargas de mesmo módulo e 
sinais opostos, separadas por uma distância d, é chamada dipolo elétrico. A 
figura 4.18 apresenta tal configuração. Existem dois tipos de dipolo elétrico na 
natureza: os dipolos elétricos permanentes e os dipolos elétricos induzidos. O 
processo de formação de um dipolo elétrico induzido será visto mais tarde, no 
capítulo 10. Os dipolos elétricos permanentes aparecem nas moléculas polares, 
nas quais o “centro geométrico” das cargas positivas não coincide exatamente 


com o “centro geométrico” das cargas negativas, o que resulta na formação 
de um dipolo elétrico. 


J 


Figura 4.18: Um dipolo elétrico. 


A formação de dipolos permanentes é muito comum em moléculas cuja 
configuração espacial dos átomos que a constituem é assimétrica, como, por 


exemplo, a água. A molécula da água é ilustrada esquematicamente na figu- 
ra 4.19 abaixo. 
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“centro” das 
cargas negativas 


Era . 
at 
Ci ai 


“centro” das 
cargas positivas 


Figura 4.19: Diagrama esquemático da molécula da água. 


ID importante frisar que o diagrama acima é apenas um esquema da 
molécula, pois as distribuições esféricas de cargas, ao se interpenetrarem, se 
modificam e perdem esta forma esférica. No entanto, ele apresenta de maneira 
clara a formação do dipolo elétrico da água. Num dipolo elétrico, as linhas de 
campo elétrico têm a configuração apresentada na figura 4.20. E interessante 
notar nessa figura que as linhas de campo estão mais concentradas na região 
central entre as cargas, e menos nas outras regiões. Isso significa que o campo 
elétrico nessa região é mais intenso do que nos pontos à esquerda da carga 
positiva, ou à direita da carga negativa, por exemplo. Vamos agora calcular 
esse campo elétrico. 


Figura 4.20: Linhas de campo elétrico para um dipolo elétrico. 
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O campo gerado por um dipolo elétrico numa posição 7 é a soma ve- 
torial do campo produzido pela carga +Q, situada na posição 7, (veja a 
figura 4.18), com o campo produzido pela carga —Q, situada na posição 7... 
Assim, aplicando a equação 4.4 para essas duas cargas, temos 


= Ol r — Ti) 
2) di rs 
a l +or =), 1 -Q(r—r) 
E(r) DL To ira 2 “T1iS VS lo 
4reo |r—r|? 4meo |r—r|S 
No entanto, temos também que 
r, +d 


onde d é orientado da carga negativa para a positiva, e assim obtemos 


Q [ 7- | 


áreo L|r— 7. 


5 (4.26) 


E(r) = -04 0 Tor 

—d T=r|º 
que vale para qualquer ponto e fornece a expressão exata para o campo elétrico 
gerado por um dipolo de separação d qualquer. No entanto, os dipolos em que 
estamos interessados, em especial os moleculares, têm uma separação d muito 
pequena quando comparada com a distância 7 — 7.., e podemos expandir a 
expressão acima neste limite, para obter uma equação de entendimento mais 
fácil. Vamos considerar o primeiro termo dentro dos colchetes, que é aquele 


que envolve d. Podemos reescrevê-lo como 


-(r-r —-d)pr-r —d| (4.27) 


— a: 
r-r-dr=I[r-r/-ar-r)d+d? 
-3 
o(r-r).d d? 
- 22 
= err 
U | '| PP "pó! 
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Agora, o termo entre colchetes é do tipo (1 + x)”, onde x é pequeno quando 
comparado com 1, pois d < (7 — Tr. ). Então, podemos expandir esse termo 
numa série de Taylor e considerar apenas termos lineares em d, isto é, termos 
até a primeira ordem em d (veja a seção 2.1, sobre a série de Taylor). O 
resultado para o termo entre colchetes é 


(MP-rJd VEL, ME-E)d 
Por polir lda 


e então, 


Ou 


O último termo do lado direito envolve o fator d”, e assim, ele pode ser 
desprezado em comparação com os outros. Portanto, 


ou 
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mj 


d - 


- qui Cj 3(r-r).d —+ —+ 
“F-rPp ) d<(r-—r.) 


Agro pop To 


que é o campo gerado por um dipolo nas regiões que se encontram bem afas- 
tadas dele. E comum definir o vetor momento de dipolo p como sendo º 


p= IQjd (4.28) 


Além disso, quando d50€ () — oo ao mesmo tempo, de forma que p 
fica fixo, temos um dipolo pontual, situado na posição 7º =T.., e a expressão 
acima torna-se exata. Assim, para um dipolo pontual, temos 

> Lisir>r9d.o 


EM) = MC) Pes an Po | 
r) 4reo | |r— 7? Por) r— r'|ê (4.29) 


Note que o campo elétrico gerado por um dipolo decai, com a distância, de 
uma forma proporcional a 7”, ou seja, ele vai a zero mais rapidamente do 
que o campo elétrico de uma carga pontual. 


Isto pode ser comprovado se considerarmos, para facilitar, um dipolo na origem, orientado 


na direção z, semelhante ao da figura 4.20. Assim, 7' =0,p=pke?T=rf. A expressão 4.29 fica, 


neste caso, 
+ L |I3Srrepk pk 
(9) = po re PE 
TEQ r r 
=, p sr. k k 
E(T) = P— — 
(7) | pó | 


Como os versores têm módulo unitário, percebemos claramente a dependência de € com a distância 
de uma forma proporcional a r=º. No plano perpendicular ao eixo z, entre as cargas, ou seja, no 


plano que secciona o dipolo ao meio, £ = 5, e o campo elétrico é dado por 


—+ 


)=- ko Pp 
Areo rº ATegr? 


(4.30) 


que é orientado em sentido oposto ao do momento de dipolo. Observe que esta é a região em que o 


campo elétrico é mais Intenso. 


* O momento de dipolo da água vale p = 6,14 x 107º? C.m. Trata-se de um dos maiores 
valores de momento de dipolo de todas as substâncias. 
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4.6 Torque sobre um Dipolo Elétrico 


Acabamos de calcular o campo elétrico gerado por um dipolo elétrico. 
Mas o que ocorre quando o dipolo está imerso num campo elétrico externo? 
Neste caso, as duas cargas ficam sujeitas à ação de forças elétricas, como 
ilustra a figura 4.21. Como vemos pela figura, o grupo de forças faz com que 
um torque aja sobre o dipolo elétrico, e no caso acima, esse torque sai do plano 
do papel de forma perpendicular. O torque resultante é a soma dos torques 
exercidos por cada uma das forças, ou seja, considerando como origem o ponto 
médio entre as duas cargas, 


T. = Tr X É 
To =r xF. 
e então, 
To = T+ T. 


To="xF +r x E. 


? + 
(e) T (para fora) 
À 


R E 


Figura 4.21: Dipolo elétrico num campo elétrico externo uniforme. 
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Como estamos no ponto médio entre as duas cargas, 


Ta. — —ro 
Além disso, sendo o campo elétrico uniforme, e considerando que, em módulo, 
as duas cargas são iguais, as forças que agem sobre as cargas também são 
iguais em módulo, e portanto, 


mm 


FP, — — Fo 


Com estas substituições, o torque fica 


—+ 


To=T,xE +(-r)x(-B) 


To =27,.xF, 
No entanto, 274 = d, ef, = QE , e então, 


To = dx QÊ 


mm 


ou, como o momento de dipolo é definido pela equação 4.28 (7 = Qd), obtemos 
To =PxéE (4.31) 


que é a expressão para o torque que age sobre um dipolo de tamanho qualquer, 
situado num campo elétrico homogêneo. Esse torque, que faz com que o dipolo 
gire em torno de seu centro, é chamado torque de giro. Quando o campo não 
é homogêneo, as forças elétricas nas duas cargas não são exatamente iguais, 
e o torque acima constitui uma parte do torque total. Fazendo uma analogia 
mecânica, o torque calculado acima é o torque do sistema em torno do “centro 
de massa”, e o torque total em relação a qualquer ponto é o torque em relação 
ao “centro de massa”, que aqui é o centro do dipolo, somado ao torque do 
centro de massa em relação à outra origem. Assim, precisamos encontrar a 
força total que age sobre um dipolo quando o campo não é homogêneo. Neste 
caso, a força é dada por 


F=R+PF 
= QÉ, +(-QE- 
2 — Q (E, — E) 
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Considere agora que o centro do dipolo esteja situado numa posição 7 em 
relação a um outro referencial O' qualquer. Assim, podemos escrever 


F=Q[E(r+r)-E(+r)) 


Levando em conta que 7, < Te quer. < 7, podemos expandir os 
campos elétricos em uma série de Taylor em torno da posição 7, da mesma 
forma como se faz com uma função escalar, lembrando que o campo elétrico 
é uma grandeza vetorial. Mantendo apenas os termos lineares em T, er, 
obtemos 


e entao, 


No entanto, temos 


od 
fo Ts 
e a expressão acima fica 
p 
PE sto 
F=QdV-E(r) 
P=pV.E 


e assim, o torque do “centro de massa” do dipolo em torno da origem O' é 
dado por 


e o torque total é 


Ó 
=rx(PV-.E)+pxE (4.32) 
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Note que, se o campo é homogêneo, V - £É=0,e0 torque independe da 
origem O ou O”. Ainda que o campo não seja homogêneo, se a origem está 
no centro do dipolo, o torque ainda será dado pela expressão 4.31, pois neste 
caso, 7 = 0. 


O torque gerado pelo campo elétrico externo faz com que o dipolo gire 
e procure orientar seu momento de dipolo no mesmo sentido que o do campo 
externo. Este fato é extremamente importante e será estudado novamente no 
capitulo 10. 


4.7 Delta de Dirac e Cargas Pontuais 


Na seção 4.2 vimos a função delta de Dirac, que possui duas proprieda- 
des importantes, dadas pelas equações 4.16 e 4.17, que são 


f ta — 20) dz =1 


frio) ó(x — xo) de = f(xo) 


Elas são válidas desde que o intervalo de integração contenha o valor zo, 
chamado zero da delta. Outras propriedades importantes das funções delta de 
Dirac são 


ftto) ta 00) do = —F'(a9) (4.33) 
6Uf(2)] = mto (4.34) 
Po laglti) 
(7 — To) = d(x — zo)ó(y — yo)dlz — 20) (4.35) 
Los “lh, To E V 
[56 — To) dV = do mev (4.36) 


[ teste ro) dV = io To ev (4.37) 
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Da expressão 4.36, vemos que a função delta tridimensional não é adimen- 
sional. Na verdade, para que essa equação seja válida do ponto de vista de 
análise dimensional, a função delta deve ter dimensão de inverso de volume, 
ou L”2. Das expressões 4.16 e 4.35, observamos que cada uma das funções 
deita unidimensionais em coordenadas retangulares tem dimensão de inverso 
de comprimento, ou L”!*, o que produz, na delta tridimensional, uma di- 
mensão (L-1)º = L”*, como deve ser. Esta verificação é importante, porque 
nos permite obter as funções delta em outras coordenadas, em particular nas 
coordenadas cilíndricas e esféricas, o que será útil mais tarde. As coordena- 
das cilíndricas são p, 0 e z, e a nossa primeira sugestão para a função delta 
poderia ser 


o(r — ro) = ó(p — po)ó(6 — 09)ó(z — 20) 


Se essa expressão estiver correta, ao ser integrada em todo o espaço, ela deve 
resultar, pela equação 4.36, no número 1. Vamos verificar isto explicitamente, 
lembrando que o elemento de volume em coordenadas cilíndricas é dado pela 
equação 1.45, 


dV = pdo do dz 


Assim, considerando um ponto qualquer P(po, 69,209) como zero da delta, a 
sua Integral resulta na expressão 


OO AZT noo 
Il = / / / (o — po)ó(O — Oo)d(z — zo)pdp do dz 
o “0 “00 


que pode ser reescrita como 


CO 27 OO 
[ -[ p5(p — pojdp [ s(0 — gojdo [ ô(z — zo)dz 
0 0 


= 


Usando as propriedades 4.16 e 4.17, obtemos para as integrais os valores 


IN pó(p — poldp = po (4.38a) 
[ d(0 — O9)d8 = 1 (4.38b) 

0 

f d(z — zo)dz = 1 (4.380) | 
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e portanto, 


SU ZA CO 
/ / / (o — po)ó(9 — 0o)ô(z — zo) pdp do dz = po 
o 40 “—00 


o que discorda do fato de que a integral deveria valer 1 e ser adimensional, 
pois o resultado tem dimensão de comprimento ([po| = L). A função delta 
em z na equação 4.38c tem dimensão de L”!, e da mesma forma a função 
delta em p na expressão 4.38a, visto que ambas são coordenadas lineares. 
Já a função delta no ângulo 8 não possui dimensão, uma vez que ângulos 
são adimensionais, como podemos ver na integral em 4.38b, lembrando que 
[dO| = 1. É preciso, portanto, corrigir a função ó(0 — 09), o que é feito mediante 
sua divisão por uma grandeza que tem dimensão de comprimento. Como a 
integral das funções delta tem como resultado po, vamos dividir a função del- 
ta no ângulo por p e verificar se isso resolve o problema. Assim, nossa nova 
função delta é 


(0 — 00) 


ó(7 — To) = d(p — po) p 


ô(z — 20) 


e agora, fazendo a integral, temos 


OO 27 
oo (0 — 8 
= [ / / s(p — po) EC o(a — so)pdpab ds 
o 40 “9 


OO am AOO 
[= / / f. ó(o — po)Jó(0 — 09)6(z — zo)dp db dz 


e consequentemente, 


ou 


1 1 
DO 2H OO 
I= / 5(p — poldo / (0 — Oo) dê / o(z — mo)dz 
O O — 00 


[f=1 


Assim, confirmamos que a função delta em coordenadas cilíndricas é repre- 
sentada por 


(9 — 00) 


0p,0,2 = (7 —To) = d(p — po) ; 


ô(z — 20) (4.39) 
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A esta altura, você poderia perguntar por que, ao invés de dividir a função delta por p, 
não a dividimos por po, O que formalmente produziria o mesmo efeito final. A resposta é simples: 
suponha que po = 0. À função delta ficaria dividida por zero, o que produz uma indeterminação, 


não sendo, portanto, de grande utilidade prática. Por isso, o correto é dividi-la por p. 


Vejamos agora a função delta em coordenadas esféricas r, 0 ec 6. À 
hipótese inicial é 


(7 — 19) = d(r — ro)ó(9 — 00)d(b — do) 


mas, como já sabemos que as funções delta de coordenadas angulares precisam 
ser corrigidas para acertar as dimensões, precisamos “consertar” as funções 
delta dos ângulos. Vamos integrar esta função delta para ver o que está errado. 
O elemento de volume em coordenadas esféricas é dado pela expressão 1.47, 


dV =rº sen Odr do dá 


e assim, 


O pm ny 
[f = / / / (1 — ro)ó(8 — 0o)ó(4 — do)r? sen O dr dê dó 
o 40 “0 


ou 
ro Sen do 1 
/ e RO, É A re (e a 
DO N 27 
f = / r2ó(r — rojdr sen 05(6 — dojdo [ d(d — do)do 
Õ O O 
ou seja, 


I = ré sen 0 


Assim, para corrigir as funções delta, se tomarmos por base o que ocorreu 
para a função delta em coordenadas cilíndricas, devemos dividilas por r. 
Entretanto, apenas isso não é suficiente, por causa do fator sen 05 que também 
aparece na integral. Para eliminar esse fator indesejável, dividimos a função 
delta do ângulo € por sen 8, o que resulta em 


5(7 — To) o 5(r o ro) É — 00) to, o do) 


e A 


r sen 8 r 
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e desse modo, 


= | a) “sem ) = ó(r — ro) 4º 80) do) dé do) 90) 2 ? sen Odr dê dg 


rsen 60 


ou 


OO To ra 
— / / / ó(r — ro)ó(O — do)d(b — do)dr do dg 
o 40 40 


ou ainda, 


] 1 
ea A 
1 [era ema | so capa 5(0 — sopdo [* (db — body = 1 


e Isso mostra que a função delta em coordenadas esféricas é realmente dada 
pela expressão 


dr,9,6 = (7 — 79) = d(r — ro) AE 80) Ab — do) (4.40) 


rsen6 r 


Apesar de a expressão 4.4() representar, de forma correta, a função delta 
em esféricas, em geral essa função é expressa de outra forma, baseada no fato 
de que d(cos6) = — sen 0d0. Assim, a função delta fica escrita como 


ó(cos O — cos do) d(d — do) 


- - (4.41) 


ôr,8,6 = 6(7 — To) = ô(r — ro) 


fato este que pode ser verificado mediante a integração desta equação em todo 
O espaço, Isto é, 


OO pm p2m o e 
- / [ str — m) (088 = cosdo) 56 — 0) 2 yr dodá 
0 ( 0 Tr Tr 


ou, como d(cos 8) = — sen 0d, 


OO pal n27m 
— [ / ó(r — rojó(cos O — cos 09)ó(b — do)dr d(cos 0) dg 
o 41 40 
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Agora, invertemos os limites de integração da integral em d(cos 0), o que muda 
o sinal da integral, ou seja, 


O pl 27 
I= / / / ó(r — rojó(cos 8 — cos 09)ó(& — do)dr d(cos 8) dá 
0 —1 40 
1 


1 1 
ee e (e e, 
PS 1 274 
— [ 5(r — rojdr | ó(cos O — cos Oo)d(cos 0) (db — do)do 
0 -1 ) 
f=1 


e assim, a função delta definida em 4.41 concorda com os resultados esperados. 
Quando ela é utilizada desta forma, devemos lembrar de fazer a transformação 
d(cos 0) = — sen 8d9 no elemento de volume em esféricas. 


Quando temos um problema envolvendo distribuições contínuas de car- 
ga e também cargas pontuais, é conveniente incluir essas cargas na densidade 
de carga total. Isto pode ser feito através do uso de funções delta de Dirac 
apropriadas. Se uma dada carga () está localizada na posição 79, a densidade 
de carga associada a essa carga é escrita como 


p(r) = Qó(r — To) (4.42) 


E fácil ver que a expressão acima fornece o valor correto para a densidade de 
carga. Vamos integrar a densidade em todo o espaço, o que deve resultar na 
carga total (). Assim, 


/ o(r”) dV = / Q5(F — 79) dV 


— 
[ot aV = Q [ot &) dV 
fomavr=0 
e o resultado é a carga total Q, como deve ser. Note que esse resultado in- 


depende do sistema de coordenadas utilizado. Se houver várias cargas (); em 
posições 7;, a densidade de cargas associada será 


p(r) = » Qid(r — Ti) (4.43) 
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“ese o(7) for a densidade de carga associada à distribuição contínua de cargas, 
a densidade total será 


PT=p+rO 
Para o caso específico de um dipolo, a densidade de carga é 
Pdipolo = Q/ó(7 — 74) — 6(7 — 7) (4.44) 
e o momento de dipolo pode ser calculado através de 


p= / Tr p(r) dV (4.45) 
V 


que resulta em 


concordando com a expressão 4.28. Veja que a equação 4.45 fornece o momento 
de dipolo para qualquer distribuição de cargas, não apenas um dipolo. O 
momento de monopolo, que é a carga livre, é dado pela integral 


Qrivre = ) o(r") dV (4.46) 
que, para um dipolo, se anula, pois 
Qivre = /, o(r) dV 
- [al Qló(r-r,)-d(r-r)|dV 


-0[ 


Civre = — Q(1 — 1) 


E 
o 
Pe 
SS! 
| 
A 
A, 
O 
“q 
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ou 


COivre = 0 


Além dos momentos de monopolo e dipolo, existem outros, que serac 
vistos nos próximos capítulos. 


Exemplo 4.16. Considere uma carga pontual situada em z = a, como mos- 
tra a figura 4.28. 


X 


Figura 4.22: Uma carga pontual para a obtenção da densidade 
de cargas em termos das deltas de Dirac. 


a) Para esta carga, escreva a densidade de carga associada. 


A carga (Q) está situada em x = 0, y=0€e2z=a,ouseja, To = ak. 
Assim, a densidade de carga em coordenadas retangulares é 


AL, 2) = Qó(r — To) 
= Qó(x — 0)ó(y — 0)d(z — a) 
o(x,y,2) = Qó(x)ó(y)d(z — a) 


Podemos verificar se a expressão está correta, integrando-a, ou seja, 


| eta) dV = [ /. f. Qoó(x)ó(y)ólz — a) drdydz 
| tem) dV = of f. f d(x)ó(y)ólz — a) dedydz 
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[eta 2)dV = of. d(x)dr f. o (y)dy f. ó(z — ajdz 
| eta dV =Q 


e portanto, a integral da densidade de cargas fornece a carga total (Q, como 
deve ser. Vamos escrever essa densidade em coordenadas cilíndricas, lembran- 
do que, neste caso, as coordenadas são p = 0,0 =0ez=a. À densidade de 
cargas em cilíndricas fica, usando a expressão 4.39, 


0(p,0,2) = Qó(r — 7)) 
“om 8-0 


0(p,0,2) = “ a(pjô(oji(: -a) 


e, conferindo esta expressão, temos 


OO ad7 
= -L Z2— q z 
[, elos, 2) dV -[ / fo 5 NP)S(0) A ) pdpdod 


- Q / / / - Hp)o(o)ô(e — a) dpdad: 


oO 27 OS | 
-0 / soldo | ó(B)dê / blz — aldz 
Ó É — 00 
[ eooaav =0 
V 
Por fim, vamos expressá-la também em coordenadas esféricas, sendo que, neste 


caso, r=a,8=0e & = 0. A densidade de cargas dada pela equação 4.40 
torna-se 


o(r, 0, 6) — Qo(r — To) 
ô(0 — 0) ó(b — 0) 


rd mo 1 
o(r,0, 9) = 5 Esotr — a)o(o)5(g) 


e, conferindo esta equação novamente, mediante a sua integração, obtemos 
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OO am 49 
- Omo ) 
/ o(r,8, 4) dV = / / / Es d(r — a)5(9)5(8) r? sen Bardodg 


O pm 27 
-Q / / o(r — a)6(9)5(6) drdodg 
o 40 “O 
oo T 27 
-Q / o(r — aldr / 5(0)dê / (dó 


/ o(r,9,6)dV = Q 
V 


Em coordenadas esféricas, podemos também expressar a densidade de cargs 
mediante o uso da equação 4.41, que fica, 


o(r,0,4) = Qó(r — To) 
= Qó(r — a) eos — 1) ó(4 — 0) 


o(r,0,4) = Só d(r — ajó(cos 0)6(d) 


r 


e, para fazer a verificação, devemos lembrar de usar a substituição d(cos 0) = 
— sen 9d6, Isto é, 


27 Q 
/ o(r,0,b)dV = ] [ —50(17 — ajó(cos 9)5(4) rº sen Odrdodá 
V r 


— af” [J " (r — ajó(cos 0)6(4) drd(cos 9)dg 


27 
[otro d)dV = of [J d(r — a)ó(cos 0)6(&) drd(cos 0)dy 


2% 


OO 1 
/ o(r,0,b)dV = q [ ó(r — Jar [ ô(cos O)d(cos 6) d(d)dó 
V 0 —1 0 
/ etro.gjav = 


b) Usando a equação 4.45, calcule o momento de dipolo desta distribuição de 
cargas. 


O momento de dipolo, dado pela expressão 4.45, fica, em coordenadas 
retangulares, 
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p= / Fo(r) dV 


V 
p= / / (zi+ty)j+zk)Q6(x)ó(y)ó(z — a) drdydz 
—oo ?!—00 “ —O0 


ou 
0 1 ] 
OO OQ ee 
D = q: [ zó(x)da s(yldy | d(z — ajdz 
1 0 1 
mel, pr e (e e, 
OQ OQ OQ 
+ Q5 s(a)do | yo (y)dy d(z — a)dz 
— (O — OQ — OQ 
1 1 a 
OQ o. so 
+ of | bla)do [ ó(y)dy zó(z — ajdz 
ou ainda, 


Exemplo 4.17. Encontre a densidade de cargas para as cargas apresentadas 
na figura 4.283. 


Higura 4.23: Duas cargas pontuais para a obtenção da densidade 
de cargas em termos das deltas de Dirac. 


Na figura, vemos que a carga () está situada em 7 = aitaj+ak, 
em coordenadas retangulares. Em coordenadas cilíndricas, temos, através das 
expressões 1.50, 
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y a m 
0 =arctg- = arctg —- = arctg 1 = — 
ih a 4 


a 4— E , 


ou seja, a carga está situada no ponto P(av'2, 7,4). Em coordenadas esféricas, 
as equações 1.36 nos dão 


r=ve2+y+2=va2+ral+ra?=av3 


«(ql 2 > ) ) 

ê = arctg vTr y cam arctg Va? + a? — arctg a/2 — arctg /2 
VA 4) a 

P = arctg É) — arctg ú a arctg 1 — n 

é a 4 


e a carga Q fica no ponto P(av'3, arctg v'2, 4). À densidade de carga associada 
a essa carga fica 


oq(r,y,z) = Qó(x — a)ó(y — ajó(z — a) 
et coordenadas retangulares, 


(0 — 4) 


p 


09(7,0,2) = Qó(p — av'2) d(z — a) 


em coordenadas cilíndricas, e 


O 


r send r 


va(r,8,6) = Qó(r — av3) Um arcte 2) do — d) 


a, 


em coordenadas esféricas. À outra carga, —(, está situada em 7.q = —a), 
em coordenadas retangulares, o que corresponde a uma densidade de cargas 


o-q(r,y,2) = —Qó(z)ó(y + a)ó(z) 


Em coordenadas cilíndricas, ela está situada em 


p = Vzº+yl=vVval=a 


0 — arctg É = arctg O = —— 
E 0 2 


Zz=2z=0 
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e portanto, 


E finalmente, em coordenadas esféricas, a carga —Q está situada em 


r=V2l+yltz=Val=a 


1/2 
0 — arctg —— = arctg q — arctg 00 = 5 


9 = arct É = arc ui 
— —— =— arc — O = —— 
0 i ? 


e a densidade de cargas torna-se 


O —- Sd +S) 
r sen 6 r 


o-q(r; O, 4) — Qó(r o a) 
ou, de forma equivalente, utilizando a função delta em cos, 


s0)0 is 
0-a(r,8, 6) = Qulr — a) eos) E É) 


p 


A densidade de cargas total é a soma das duas densidades, ou seja, 


0O=0C9+t0-qQ 


ou, em coordenadas retangulares, 


o = Qólz — a)óly — ajólz — a) — Qóla)ó(y + a)ó(z) 
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Exemplo 4.18. Algumas distribuições de carga, apesar de não serem forma- 
das por cargas pontuais discretas, podem ser expressas em termos de funções 
delta apropriadas. Com base nisso, exprima as seguintes distribuições conti- 


nuas de carga, utilizando funções delta. 


a) Uma esfera condutora de raio R, contendo uma carga Q distribuída de 


forma homogênea sobre ela. 


Neste caso, a carga está situada a uma distância R da origem e, para 


representar este fato, usamos a densidade de cargas 
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o(r,0, 4) = o(r — R) (4.47) 


Podemos verificar esta expressão, integrando-a, o que deve resultar na carga 
total Q sobre a esfera, ou seja, 


OO am nd 
K Q , 
[ etr,o 4) dV - | / / ar pao — RT sen Odrdody 


Rº 


e e 
o Q pr ; A [” 
[ etr,o G)dV = Am Rê |, rºó(r — RJdr sen do Ei 


E na Fº [- cos6]o [ély” 


47 [—(—1) — (—1)] [27] 


ou 


/ o(r, 0,6) dV = Q 
y 


que é a carga total, como deve ser. 


Aqui você poderia questionar por que razão a densidade de cargas não é 


q 


o(r, O, 6) — Amp? ó(r o R) 
Tr 
ao invés daquela que foi escrita, Isto é, 
343 — Ô — R 
o(r,0,6) = par — R) 
A explicação vem do fato de que o fator 
Cy 
Aq R? 


é a densidade superficial de carga sobre a superfície da esfera, e assim, a densidade q, que é vo- 
lumétrica, pode ser obtida da superficial através da sua multiplicação pela função deita apropriada, 


que “força” a carga a estar sobre a superfície da esfera, isto é, 


o(r, Õ, 6) — o(ô, d)d(r = R) 
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b) Um anel de cargas de raio R no plano xy, com uma carga () distribuída 
de forma homogênea sobre ele. 


Para este problema, podemos utilizar as coordenadas cilíndricas ou 
esféricas. À carga está distribuída sobre o anel de forma homogênea, a uma 
distância R da origem. À densidade linear de cargas é 


2.9 
217 R 


e, estando o anel no plano xy, z = 0, e a densidade volumétrica fica 
0(p,0,7) = Ad(p — RJó(z) 
ou 
9 , 
(9,0,2) = spot — BJó(z) (4.48) 


Vamos verificar esta expressão, integrando-a sobre todo o espaço, o que deve 
resultar na carga total (Q), ou seja, 


27 
[e r,0,2)dV = IN / [sa d(o — R) pdpdOdz 


ou 
R 1 
O TS O pêm CR O 
[ etr0,2 dV = x |, pô(o — R)dp [ ao [ d(z)dz 
o (q 27 
- ar PO 
/ o(r,0,2)dV = — 27 
V 
e então, 


/ o(r,0,2)dV = Q 
y 


de quisermos usar coordenadas esféricas, devemos lembrar que o plano xy 
corresponde a O = 5, e assim obtemos, para a densidade de cargas, 
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ó(cos0 — cos 5) 


o(r, Õ, 9) — Ad(r E R) R 


ou seja, 


o(r,0,4) = as d(r — Rjó(cos 6) (4.49) 


Note que o fator R extra aparece para que a densidade tenha dimensão de 
carga por unidade de volume. Novamente podemos verificar se esta expressão 
está correta, mediante a sua integração em todo o espaço, o que resulta em 


O pm p27 
/ o(r,0, 9) dV = / / q 50(r — Rjô(cos 6) r? sen Odrdody 
V 0 0 0 21 R 


ou 


R? 


OO un —1 27 
[ etr,o d)dV = = | r2ó(r — jar | ô(cos O)d(cos o) | dó 


I 
(/ mam, 
CJ 


l 
= 5 Rº / ô(cos 9) d(cos 6) [6]; 
Q 


— — 2 
27 A 


/ o(r,0,6)dV = Q 
, 


E assim, comprovamos que a densidade de carga está correta. 


c) Um disco de raio R com uma carga total Q distribuída de forma homogênea 
sobre sua superfície, situado no plano xy. 


A carga 0) está distribuída sobre toda a área do disco, e assim, existe 
uma densidade superficial 


Q 


o = —— 
TR? 


O disco está no plano xy, e assim, a densidade fica 


2(0,0,2) = có(z — 0) 
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ou 


Fazendo a verificação por meio da integração sobre o disco, temos 


27 
K o(p,0,2)dV = A / [a z) pdpdOdz 


[ et,o,0)av = 5 me df, ó(z 
- de 5 ] | e E stone “e 


Q R 
qro 


/ 0(p,9,2) dV = Q 
V 


ou 


e o resultado da integral da densidade de cargas é a carga total, como deve 
ser. Em coordenadas esféricas, o disco está situado em O = 5 e, como há 
cargas desde r = O até r — R, devemos dividir a função delta do ângulo É por 
r, e não por R, como fizemos no caso do disco. Assim, 


d(cos O — cos 5 
o(r,0, 6) = d(cosê — cos 3) 


ar 


ou seja, 


ó(cos 6) 


o(r,8,6) = — 


Novamente fazemos a integral sobre o disco, para fazer a verificação. 


21 
[e r,0,9)dV = A IA [5 ô(cos 0) r2 sen Odrdody 


om 
/ o(r,0,4)dV = to so ó(cos 0) sendo [ dó 
V TR Jo 0 0 
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-1 
/ ô(cos 9) d(cos 8) [6] ai 


l 
| era er 
1 


— =), ó(cosB)d(cos 0) 27 


| 
o -» 


[ o(r,0, 6) dV = Q 
. 


Obtemos como resultado que a integral da densidade de cargas fornece a carga 
total, como deve ser. 


d) Um fio de tamanho L, com uma carga Q distribuída de forma homogênea 
sobre ele, situado no eixo z. 


Vamos considerar que o fio se estende de z = O até z = L. Sobre ele 
existe uma densidade linear de carga dada por 


= 
À parte positiva do eixo z corresponde, em coordenadas esféricas, a 8 = 0, 
o que dá origem à função delta ó(cos 8 — cos 0). Como existem cargas sobre 
todo o fio, e como a densidade linear definida acima tem dimensão de carga 
por unidade de comprimento, precisamos dividir a função delta por r?, para 
corrigir a dimensão, e por um fator 27, para compensar a integral em à, isto 
É, 


ó(cos 8 — cos 0) 


o(r,0,4) = À E; 
ou 
o(r,0, &) = E smsólcos O — 1) (4.50) 


Fazemos a verificação, integrando esta expressão sobre o fio, ou seja, 


É pm 27 
1 
/, o(r,0, d)dV = / / / — ô(cos 8 — 1) rº sen Odrdody 


L T 27 
/ o(r, 0, o)dV = x |, dr [ ó(cos O — 1) sendo [ dy 


ou 
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/, o(r,0,d)dV = se rf IN ó(cos 8 — I)d(cos 0) [6] ” 


1 
PO 


af ó(cos 6 — I)d(cos 6) 27 
-—1 


“9nL 
/ o(r, 0, &)dV = Q 
V 


que resulta na carga total do fio, como é necessário. Se o fio estivesse estendido 


de z=0 até z=-L, no lado negativo do eixo z, o que corresponde a 6 = 7, 
a densidade de cargas ficaria 
Q 1 Q 1 
o(r,0, 4) = T rã ô(cos 8 — cost) = T Iê ó(cos 0 + 1) (4.51) 


Concluímos, das expressões acima, que nem sempre é fácil perceber como 
escrever uma distribuição contínua de cargas em termos de funções delta de 
Dirac. É um processo muitas vezes baseado em tentativa e erro, mas é preciso 
ter em mente que a densidade deve ter dimensão de carga por unidade de 
volume e que a sua integral deve resultar na carga total contida no objeto. 


4.8 Mãos à Obra: Lei de Gauss e Blindagem 
Elétrica 


Nos exemplos 4.8, letra b, e 4.10, tratamos de situações envolvendo a lei 
de Gauss e a blindagem elétrica provocada por um condutor metálico qualquer 
“dentro do seu interior. De fato, mesmo que o condutor tenha duas superfícies, 
uma interna e outra externa, a carga ficará localizada apenas na superfície 
externa, como mostra o exercício 4.4. Isto pode ser comprovado através de 
duas experiências bastante simples, descritas a seguir. 


4.8.1 Recipiente Metálico e Lei de Gauss 


Na montagem desta experiência, você val precisar do seguinte. 


1. Um pêndulo eletrostático, como o montado na seção 3.4.1, ou um ele- 
troscópio, como aquele montado na seção 3.4.2. 
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2. Um recipiente metálico, como uma caneca, lata ou leiteira. Quanto mais . 
fundo for o recipiente, melhor. 


3. Um pedaço de isopor, para servir como base isolante para o recipiente 
acima. 


Uma bolinha de isopor. 
Papel de seda. 

Fita adesiva. 
Papel-alumínio. 


Um palito de madeira. 


o O SA 


Um bastão de vidro, pente de plástico ou qualquer corpo que possa ser 
atritado. 


10. Um pedaço de seda, lã ou algodão, para atritar o material mencionado 
no item anterior. 


À montagem desta experiência é apresentada na figura 4.24. Você deve 
colocar o recipiente metálico sobre o pedaço de isopor, que irá servir como base 
isolante, impedindo que a carga transferida para o recipiente seja perdida. Nas 
superfícies interna e externa do recipiente, fixe tiras de papel de seda, como 
mostra a figura. Depois, eletrize o pente ou o bastão e toque o recipiente 
metálico, repetindo esse processo várias vezes para que o recipiente adquira 
uma carga apreciável. Em cada uma dessas operações, aproxime o eletroscópio 
ou o pêndulo eletrostático do recipiente, para verificar se ele está eletrizado. 
Faça Isso nas partes interna e externa do corpo. 


Após carregar o recipiente, observe o que acontece com os papéis de 
seda fixados nas suas superfícies interna e externa. Aproxime o eletroscópio 
da parede externa do recipiente, em vários pontos diferentes ao redor desta 
superfície, procurando manter uma mesma, distância dele. Verifique se em to- 
dos os lugares o comportamento do eletroscópio ou do pêndulo eletrostático é 
o mesmo, ou seja, se a carga se espalha de forma homogênea sobre a superfície 
metálica. 


rixe a bolinha de isopor na ponta do palito de madeira e enrole o 
papel-alumínio sobre ela. Toque com a bolinha a parte interna do recipiente e 
verifique se ela ficou eletrizada aproximando-a do eletroscópio ou do pêndulo 
etetrostático. Faça o mesmo, tocando agora a parte externa do recipiente. 
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a SN superfície 
NA Interna 


pao apa o reter 


recipiente a 
metálico ER 


fita adesiva | 1715 papel de seda 


superficie ico. 


teto D.A os! 


PR Ss | . o Isopor 


Figura 4.24: Esquema da experiência da caneca metálica. 


Estando a bolinha eletrizada depois de tocar o recipiente, ligue a caneca 
à Terra ou toque-a com o dedo. Com isso, ela se descarregará. Verifique este 
fato mediante a utilização do eletroscópio ou do pêndulo eletrostático. 


Aproxime o pêndulo eletrostático ou o eletroscópio da parede externa 
do recipiente descarregado e introduza vagarosamente a bolinha carregada 
dentro da caneca. Verifique o que ocorre com o pêndulo eletrostático ou com 
o eletroscópio. Depois de todas essas experiências, responda ao seguinte. 


e Determine os sinais das cargas de todos os materiais utilizados. Utilize 
a série triboelétrica, se for necessário. 


e O que acontece com os papéis de seda fixados na superficie interna e 
externa do recipiente? Por quê? 


e Existe diferença no comportamento dos papéis quando a caneca tem 
carga positiva ou negativa! 
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Existe carga nas superfícies interna e externa? Ela está distribuída igual- 
mente ou se localiza apenas em certas regiões? Explique a sua resposta. 


O que ocorre quando você introduz a bolinha de isopor carregada no 
recipiente! Por quê? 


Baseado nesta experiência, você pode explicar por que é seguro ficar 
dentro de um carro numa tempestade com raios? 


de você realizasse as experiências com um recipiente plástico, o que 
mudaria nos vários experimentos? Responda de forma teórica e experi- 
mental. Seria um carro de plástico seguro numa tempestade? 


4.8.2 Peneiras e Blindagem Elétrica 


Para esta experiência você vai precisar do seguinte. 


. Uma peneira ou coador de plástico. 


Uma peneira ou coador de metal, maior que a de plástico. 
Um bastão de vidro, pente ou outro material para ser eletrizado. 


Um pano de seda, algodão ou lã, ou qualquer outro material para ser 
atritado com o material do item anterior. 


Papel. 


Um eletroscópio ou pêndulo eletrostático. 


Esta experiência é bastante simples. Atrite os materiais de forma a 


carregar o bastão ou o pente. Pique o papel em pedacinhos pequenos e os 
coloque sobre uma superfície qualquer. Aproxime o pente carregado dos papéis 
e observe o que ocorre. 


Coloque a peneira de plástico sobre os papéis e aproxime o pente da 


peneira. Se for necessário, eletrize novamente o pente. Anote o que ocorre 
com os papéis. 


Mantendo a peneira plástica sobre os papéis, coloque agora a peneira 


metálica sobre a peneira plástica e aproxime novamente o pente eletrizado da 
peneira metálica. Verifique o que acontece com os papéis. 
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Retire a peneira metálica e aproxime novamente o pente da peneira 


plástica. Depois, sem retirar o pente de perto da peneira plástica, ponha a 
peneira metálica entre o pente e a peneira plástica, e anote o que ocorre. 


Se for possível, repita a experiência, colocando um eletroscópio ou um 


pêndulo eletrostático no lugar dos papéis. Depois, responda ao seguinte. 


Verifique os sinais das cargas nos corpos. 


O que ocorre com os papéis quando você aproxima o pente! Explique 
detalhadamente. 


O que acontece com os papéis quando você coloca a peneira plástica 
sobre eles e aproxima o pente? Por quê! À peneira plástica age como 
uma blindagem elétrica 


Quando você aproxima o pente da peneira metálica que está sobre a 
peneira plástica, o que acontece com os papéis! Existe agora uma blin- 
dagem elétrica? Por quê! 


Quando você põe a peneira metálica entre o pente e a peneira plástica, 
oO que ocorre com os papéis, e por quê? 


Responda aos itens anteriores considerando a situação em que você subs- 
titui o papel pelo eletroscópio ou pelo pêndulo eletrostático. 


Você quer fazer uma experiência elétrica num ponto À, e existe uma 
carga Q num ponto B próximo a À que influencia a experiência em 
À, prejudicando-a. Para livrar-se do inconveniente, você dispõe de uma 
cúpula metálica e uma cúpula plástica, que podem envolver comple- 
tamente os pontos À ou B. Como você deve proceder para realizar a 
experiência sem que haja interferências externas? 


4.9 


4.1 


Exercícios 


Calcule o campo elétrico gerado por uma chapa metálica quadrada 
de lado £, com uma carga Q distribuída de forma homogênea sobre 
a sua superfície. Estude os limites em que a chapa é semi-infinita e 
infinita. 
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4.2 


4.5 


4.4 


4.o 


4.6 


4.7 


4.8 


4.9 


4.10 
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Um retângulo formado por cargas Q, —Q, 2Q e Q situadas nos. 
vértices, nesta ordem, tem lados a = 10 em e b = 5 cm. Sabendo 
que Q = 1,2 uC, ache o campo elétrico sobre cada uma das cargas e 
também no centro do retângulo. 


Obtenha a lei de Gauss na forma diferencial para o campo gravita- 
cional. 


Verifique, utilizando a lei de Gauss, que toda a carga num condutor 
que tem uma superfície interna e outra externa está distribuída sobre 
a superfície externa. 


Um cubo de lado a tem cargas Q situadas nos seus vértices. Escreva 
a densidade de cargas em termos de funções delta de Dirac, conf- 
ra explicitamente se a expressão encontrada está correta e calcule o 
momento de dipolo dessa configuração. 


Uma esfera de raio R tem uma carga Q distribuída de modo que a 
densidade aumenta de forma linear com a distância ao centro. Calcule 
o campo elétrico dentro e fora dessa esfera. 


Considere três placas infinitas paralelas com densidades superficiais 
de carga o, —20 e 30, respectivamente. Quais são os campos elétricos 
nas várias regiões do espaço definidas por elas? 


Uma esfera de raio R possui uma carga (Q distribuída sobre seu vo- 
lume. Compare o campo elétrico produzido por ela com o campo de 
uma esfera de raio R, metálica, contendo a mesma carga (7. 


Verifique se o campo elétrico do dipolo satisfaz a primeira lei de 
Maxwell da Eletrostática na forma diferencial. 


Um cilindro de raio R muito comprido tem uma carga (Q distribuída 
de acordo com a expressão 9 = o0(1 — 2); onde q é a densidade vo- 
lumétrica de carga, 09 e a são constantes e p é a coordenada cilindrica 
que mede a distância de um ponto ao eixo no plano xy. Calcule o 
campo elétrico produzido por esse cilindro a uma distância d do eixo. 


Capítulo 5 


Potenciais Elétricos, I: 
Conceitos Fundamentais 


No capítulo 3, vimos a força elétrica entre duas cargas elétricas, ex- 
pressa a partir da lei de Coulomb. Essa força é uma das quatro forças funda- 
mentais da natureza, e é importante saber se ela é conservativa ou não !. Se 
for conservativa, ela possui uma série de propriedades relevantes, e a principal 
delas é que podemos definir uma energia potencial associada à força elétrica. 
Do ponto de vista matemático, quando uma força é conservativa, ela é ir- 
rotacional, fato que pode ser usado para verificar esta propriedade da força. 
Fazemos isso a seguir. 


9.1 Energia Potencial Elétrica e Força Elétrica 


Para podermos definir uma energia potencial elétrica associada à força 
elétrica, precisamos antes saber se a forca elétrica é conservativa, e isso pode 
ser verificado de várias formas. Uma forma matemática consiste em calcular 
o rotacional dessa força, de modo que, se ela for conservativa; o totacional 
deve se anular. 


A força elétrica entre duas cargas é dada pela expressão 3.1, 


! Sob o ponto de vista mecânico, é claro. Todas as forças são conservativas de um ponto 
de vista geral, Já que a energia, como um todo, sempre se conserva. 
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Vamos calcular V x F. 


Ot 
o a | 
vxi- Lys] 


e então precisamos calcular o rotacional do termo entre colchetes. Em coor- 
denadas retangulares, temos 


T=2it+yjtzk 
=riryj+zk 
= (u-0)i+(y-9)j+(2—2)k 


7] 
| 
SL! 
| 


porte v(2- 04 (u-0) + (2-2) 
pr p= [204 (u=0)24+ (2-2) 


O operador V em coordenadas retangulares, obtido através da equação 1.50, 
) 


Ei 
2 


Para simplificar, definimos 
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X=7-1' Y=y-y Z=2-% 
e assim, 
Pr Ro, Y 
px [EE eta 
r—r OX 5 
ia x2 4 y24 22) 
+ixk o +)x1 ú 
0X à OIT. o 5 
2 4 y2 4 22] Prereo 
a O VA A 
+ Xks 1 rkxis TO TE 
2 4 y24 22] pr 
PE PR 
X2 4 y24 22] 
Vamos calcular cada um dos termos separadamente. 
2.20 Y r á 
ig 
A 2 4 y24 22] 


3xy k 


o x +Y24 z?| 


NoJex 


+Y2 + [resves gi] 


remo X2 412 42º 


3XZ ) 


afrss Asas) 


TO Dot TIDO THE 
+Y2+22]2) |x2yy24 22] 
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5 
2 


x? +Y2 +22 X2 4 Y2 422 


X 3XY k 
TO Lã =—— um = 5 
|xº? +y2+ z?| x? +Y2+ Z| : 


. Zoo. 
2 4 y2 4 22) i 


“ayzi 


ola 


x? +Y2 +22 


3 
prereaf] 


3XZ5 
E 
ê 


X2 4 y24 22] 


[toa 
io 
[era 
e 


Y . 9 
ae 
x? +Y2+4 z| x? +Yy2+ Z| À 

Vo o syZi 


E 
X2 4 y? +22] Do pesys ze 


Reunindo todas as expressões acima, obtemos 
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A 
De yr) |x2yy2+ 22] 


3XY k “—syzi 


ce cu APRI 'BXY k 8XZ3 
gx [£EM] = art, ta 


r— TP 


To NE 5 
[2 y2+ 22 [X2 + y24+ 22] 


3XZ5 V 3YZi 


e) 
2 


Nájom 


X2 4 y24 22) |x2py2422 


ou seja, 


=> P— fr 


f 
4reo r= 7" 


VxF=0 


eobservamos:-que'a forçw elétrica"é conservatival O atro rrode:de verificar isto, 
agora-deiunh ponto nte vistasmais físico; ércaleular é trabalho realizado pela 
forçã elétricásao' levar mia Car garde im ponto a duro; 'emoeglibião e sob a 
ação: le'uma segunda carga jé-ver Serele!iidependeldamragetorisdeserita'pela 
carga:Q trabalha Wrealizado  pórsmmiriforça Poqualgubr no longo de unia 
curva OU é dado por o 


W = [? di (5.1) 
Ko 


Considerando uma carga (Q na origem, temos 7º = 0. A força elétrica 
sobre uma carga q situada a uma distância r é 
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e portanto, o trabalho realizado pela força elétrica ao levar a carga q, em 
equilíbrio e sob a ação de uma outra carga (), de uma posição 7; Inicial até 
uma posição 7; final é 


— — 4 — . =| (5.2) 


A integral acima independe do caminho € percorrido pela carga. Ela 
depende apenas dos pontos inicial e final da trajetória. Além disso, se o ponto 
final coincide com o inicial, o trabalho realizado é nulo. Estas duas carac- 
terísticas são particulares às forças conservativas, e portanto, a força elétrica 
é conservativa. e 


sendo a força elétrica conservativa, é possível definir uma energia poten- 
cial elétrica associada a ela. Essa energia potencial elétrica está relacionada ao 
trabalho calculado acima, da seguinte forma. O trabalho realizado pela força 
elétrica no deslocamento da carga é feito à custa de uma variação contrária 
na energia potencial interna U do sistema isolado formado pelas duas cargas. 
Isto significa que W = —AU = —(U, — U;), e assim, 


au = 8 — - -| (5.3) 


Aqui é interessante destacar que à carga, durante seu deslocamento da posição inicial 7; até 
a posição final 7, está sob a ação de duas forças. Uma delas é a força elétrica conservativa, interna 
ao sistema de duas cargas, cujo trabalho realizado calculamos acima. Essa força tem uma energia 
potencial elétrica associada. À outra é a força externa, responsável por manter a carga em equilíbrio 
durante o movimento, que anula perfeitamente a força elétrica. Essa força externa é produzida 
por algum agente desconhecido e irrelevante ao problema, e ela pode ser conservativa ou não. O 


trabalho realizado por ela é idêntico àquele produzido pela força elétrica, mas com sinal trocado. 
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Entretanto, como não conhecemos a natureza específica da força externa, não podemos associar a 


ela uma energia potencial. 


Note que, se as duas cargas têm o mesmo sinal, quando elas se atastam 
uma da outra, a energia potencial elétrica diminui, pois 7; > ri; e - <— =. 
Quando elas se aproximam, a energia potencial aumenta. Já quando as cargas 
têm sinais contrários, a energia potencial aumenta quando elas se afastam e 
diminui quando elas se aproximam. Além disso, como todo tipo de energia, a 


energia potencial elétrica é medida em joules (J) no SI. 


À equação 5.3 dá a variação de energia potencial elétrica, mas é comum 
estabelecer uma posição de referência na qual a energia potencial é tomada 
como sendo nula. Em geral, essa referência é considerada em r; > oo, e assim, 
a energia potencial elétrica de um sistema de duas cargas separadas por uma 
distância 7 fica 


À a 


ÁTeEo r 


U = (5.4) 


e se nenhuma das cargas está na origem, a expressão mais geral torna-se 


Lg 


DD HMA 3.9 
4reo |7 — 7! (5.5) 


sendo 7 a posição da carga q, e 7”, a posição da carga Q. Ao trazermos uma 
terceira carga Q' para perto das outras duas, a energia potencial do sistema 
aumenta de 


1 29 1º qq 
* 4reo Pt! ÁTEO pt 
Q | Q q 


“area PT = FI] 77 


onde 7” é a posição da carga Q'. Assim, quando temos várias cargas pontuais 
Q); situadas em posições 7;, ao trazermos uma carga q para a posição 7 perto 
das outras cargas, a energia potencial aumenta de 


1º ql 1 ql» A 


2 ID Til TE SITU 
4reg |” — 1]  4meg|r—ras| Areo |? — Th| 


= 5.6 
tra, Epa [7 — =] (5.6) 
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e quando. acarga, está, distribuida: num volume. Vi, «comuna densidade de 
carga p(r'), a soma acima torna-se uma integral, de mode-que-asvariação de 
energia potencial elétrica se torna 


(ESA) 


A forca elétricalé dada pelniexpressas8:2, 


PO = tra OR 


Are T 548! Essa 


& esperamos' die a ore “Elênticê a qué à de “Eóbre à Car sá, q, Bérádi à pelas outras 
ai | pa 


AS POBIO COM: A bh bros 15108 5 DS OÍILO. 
enurEia Potéh jal uia 5, Causg à pélo "deslocamento 

Hs ra NADO SER 8 e. | BS5UÍSIS BIO cares PIADA, | 
da Carpa. qdésdisa réferóireibito à rn ima às outras carpas, estejam 


relacionadas através de 


F =+VU (5.8) 
que é mar tquação: válida-parartodas'aB!fórcas conservar Ivas) FagEMÓR A GE 


rificação, calculando o gradiente de U. 


VU 


Precisamos calcular o gradiente dó colchetes acima. Vaínos chamar 


a 
E 


Bus ia] zh 


e assim, 


Ou 
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+ É 
R 1 R 1 
. Ê 


ojos 


5X NE cES ZE AA Ea 


para O primeiro termo, 


0 1 (a 1 

Jay /45 5 O) = Ji TS 3 ti 
OY VX24+Y2 + 2º 2) (x2 + Y2+4 22) 

. O 1 = Yj 

Jay > > 5 = AS iam , 

OY VX2+Y2+42Z (02 ye 3 


para. o segundo termo. .e 


. O 1 o 

OZ XL + VIADO 
a 4 | sado 
Ee = = - Z 


para'atereeiro: Portanto, 


1 LG 
p— rr! (X2+Y24 27)? 


rs + 


e + V2 +; Z2) 


E 3 
2 2 


(X2+Y2+4 22) 


ou 
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v[ 1 | — Xi+Yj+Zk 
>" (X? +Y2+ 22)? 
=! 
9 
“lilo Ou 


ATE 
q . Po! 
— dV 
| (T | En 
ÁTEQ V 7 — rs 
VU =-F 
ou seja, 
FP =-VU 


o que concorda com a equação 5.8. 
É preciso destacar que a energia potencial elétrica total U do sistema 


de n cargas ();, nas posições 7;, é a energia potencial que corresponde a reunir 
todas as n cargas umas próximas às outras, e que ela é uma grandeza diferente 


da variação de energia potencial elétrica U. 


Para entender isto, vejamos o que ocorre quando temos um sistema formado por três cargas. 


O trabalho W realizado pela força elétrica para trazer a primeira carga Q1 para a posição 74 é 
nulo, pois não há inicialmente nenhuma carga e nenhuma força elétrica. Depois que essa carga está 


no seu lugar, ao trazermos a carga (> para a posição 72, a força elétrica de Q1 sobre Q» realiza um 


trabalho Wa, dado pela expressão 5.2, ou seja, 


l 
Wa =— o 
Areo (fo — 7i| 


Quando a segunda carga está no seu lugar, trazemos a carga Q3 para a posição 73, sob a ação das 


forças elétricas geradas por Q, e Qs, o que produz o trabalho 


W. = - 1º QQ 1º QQ3 
4reo |fa — 71] — 4meo |fy — 74] 
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e assim, o trabalho total realizado para reunir as três cargas nas posições 7; é a soma dos trabalhos 


parciais, ou seja, 


W=Wi4 + Wo + W3 
1º QOo 1 QOs 1  QoQ3 


E Areo jro — T1| E Areo |fg — 71| E Areog |f3 — T2| 
1 QU» 1 Quis 1º Q403 


- “Axe To — T1| áreo |7'3 — fi | E áreo |73 — fo 


Como o trabalho total realizado é feito à custa de uma variação oposta na energia potencial, a 


energia potencial total do sistema formado pela reunião das três cargas é 


1º QUO» 1º Qi0s 1º QoQ3 


Aneo |7a — ri) 4reolra—ril 4reol]ra — Tal 


U — Uq: 9 + UQa,28 + Ugo: 3 


que é a soma das energias potenciais de todos os pares de cargas. 


Portanto, a energia potencial total de um sistema de n cargas é ob- 
tida mediante a soma da equação 5.5 sobre todas as possíveis combinações 
envolvendo pares de cargas, Isto é, 


U=Us+Ug+U 34 +Uanm 
| Qu N 1º QQ3 


l (203 +... l Qn-10n 


O 


“* 4reo mM —To) 4reo|rm—r3| 4reg|ro—ra| Areo [Tn — Tn-1| 


Ou 


Note que é preciso excluir da somatória termos que envolvem a interação da 
carga com ela mesma, do tipo 


1 WO; 


Areo |; — 7;| 


Uii = 


pois eles resultam numa contribuição infinita para a energia potencial. À 
somatória pode ser escrita numa forma mais simétrica, se lembrarmos que 


1º Qi; 


“* 47re [Tj — T5| 


2,9 
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11 0%60; (11 00; 


2 AreEn l7; — TF; — 7; Vóreo Ti — | 


11 QO. 4 És 


Ui = 


ii 


“2 Areg Mo Pl 2 me iz — "il 


— —— [——— o — dt, E una — .— — —— 


OO 1 O | 


gro re EQ. EE T jk | RE TF —fil. 


e assim, à somatória agora pode dr. desde.1 até.m;nos dois.sinais de.somatória; 
com a observação de que. 0.çasq;i =.) deve, ser excluído; 


oO 


A jo «Arte fra = | 


9 A 


(5.10) 


Note que a força que age-sobrebumar dada cargaq-em- presença deoutras 
cargas Q; é obtida através de F = — VUo, onde Uq é a energia potencial 


tRS o Rol UM a, das EQUAÇÕES (DP 50,90, 0, O fz. nd Or Cias E rela potensiabalétrica 
tota LHupois emo, estão, combinadas, todas as, ens as potenciais dertodasras 


cargas, não aquelas referentes apenas a q e as, a Este Sum cuidado querdexs 
ser tomado, pois de outro modo, corremos o risco de encontrar expressões 
totalmente erradas parara força elétriça, Sobre. uma. carga; q. Voltaremesta 
tratar da energia potencial elétrica após a definição do potengial elétrico. 


9.2 Potencial Elétrico 


Em. 


e com isso, ficamos independentes da-carga de! prova qp. Da mesma forma, 
podemos definir uma grandeza chamada potencial elétrico V, que é dada por 


U, | 
NY Tm e ] kr er di 
A, (Bedrdo) 


onde U, é a energia potencial elétíica envolvenda a carga de prova gp € as car- 
gas geradoras ();, que podem iser discrétás ou então formar uma distribuição 
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continua de;cargas com: uma densidade. o, Assimçi utilizando aexpressão do 
obtemos 


V(r) = [E MO gy (5.12) 


Areo Jy lr — 7] = 7" 


Qepotencial elétrico .é uma: propriedade: característica das:cargas: geradoras 
apenas, como-é.9 campo, elétrico. À unidade; do potencial elétrico é casid/ds 
que recebeu o nome de volt (V) em homenagem «a Alessandro. Volta: fd44; 
1827), inventor da pilha voltaica. Quando temos cargas pontuais, o potencial 
elétrico gerado por elas num ponto, Situado numa posição 7 é obtido através 


== — ———. 


da equação 5.6, dividida pela carga q, ou seja 


WE es 
Õ . 


(Sta 
ATE, | | 


VPRIDUSA des DONEIDLS RUPIA AS . do CRI a LC OuESGIGIA 5 
Nôte quê o potencial elétrico gerado “Por Wma única “Carga situada na posição 
Pé dado por 


Cor (8:14) 
ArcolF -! | | 


alii a Sn po diTIT Us ai CTB uitaa 6! SE ttotçuTIais DITOS SO OUASMIOU U de 

Esse pótencial é positivo se'a carga é positiva, é e negativo se à carga é negativa, 
RO  oluinião ot sinósmotisia sotol gb 

O aumento de energia potencial elétricá, "ãO aproxima mos uma carga “q da 


distribuição de cargas discreta ou continua que gera O potencial V, é obtido 


atravéssde 
U=qvV 


“que pode ser positivo ou negativo; depeúdendo da carga q. Se V for positivo, 
a energia potencial U será positiva se la-(cárga de prova q for positiva; e ela 
será negativa se a carga q for negativa. “eso é fácil de compreender se consi- 
derarmos uma única carga pontual positiva, que;gera atin»petenciadielétrico 
positivo, e se lembrarmos que cargas de mesmo sinal se repelem e que cargas 
de sinais contrários se atragm. Assim, é O trabalho realizado pela força elétrica 
para trazer uma carga positiva; q,do ] nito áté: a pósição 7 é negativo, pois 
o deslocamento é oposto à força. Mas'oitrabalho realizado pela força elétrica. 
é feito à custa de uma variação oposta na energia potencial, e assim, a ener- 
giaçpotencial torna-se;positival Vásquando accargande provagcé négativa, à 

losça-elétr) ica e o deslocamento; estão no mesma sentidop ostrabálho épesitivo 
e o aumento na energia potencial é negativo. Quando acarga genadora:do 
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potencial é negativa, o trabalho é positivo se a carga de prova é positiva, e 
portanto, a energia potencial é negativa. O trabalho é negativo se a carga de 
prova é negativa, e assim, a energia potencial é positiva. 


Alternativamente, podemos definir o potencial elétrico num ponto como sendo o trabalho . 
realizado pela força externa ao trazer, em equilíbrio, uma carga de prova q situada no infinito para 
a posição 74, dividido pela carga de prova q, estando esta carga sob a ação das forças elétricas 


produzidas por cargas geradoras Q; situadas nas posições 7;, isto é, 


Wezi 
q 


V= 


Como o trabalho realizado pelas forças elétricas tem sinal contrário ao do trabalho externo, é 
como a variação da energia potencial elétrica tem sinal oposto ao do trabalho realizado pelas forças 
elétricas, há uma compensação de sinais, de modo que a equação acima é numericamente equivalente 
à expressão 5.11. Entretanto, esta última realça o fato de que o potencial elétrico está associado 
a uma energia potencial elétrica, a qual, por sua vez, só pode ser definida em virtude do fato 
de que a força elétrica é conservativa. O trabalho externo é produzido por alguma força que não é 
necessariamente conservativa, de forma que não podemos associar uma energia potencial a essa força. 
Assim, a definição 5.11 nos parece ser fisicamente mais coerente, principalmente quando comparada 
com o conceito de força eletromotriz, que será visto quando estudarmos correntes elétricas e fontes 


de força eletromotriz, no capítulo 12 (volume II). 


A energia potencial elétrica total de um sistema de cargas é dada pela 
equação 5.10, 


que pode ser reescrita como 


OQ; 
5» q: Dir Em Ti; “7 
já 


A segunda somatória não envolve a carga Q;, e se a compararmos com a 
expressão 5.13 para o potencial elétrico gerado na posição 7º por cargas Q; 
situadas nas posições 7;, 
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pa 


vemos que podemos escrever 
FL 
1 “ro , 
Dot = vu) 
j%1 


“e assim, a energia potencial elétrica total fica 
1 FL 
U=s > QiVi (5.15) 


se a distribuição de cargas for discreta. Quando as cargas estão distribuídas 
de forma continua num volume V, a soma torna-se uma integral, ou seja, 


U = o / o(r9V(r)dV (5.16) 
2 dv 

sendo V o potencial elétrico gerado pela própria densidade de cargas p. Se as 

cargas estiverem sobre superfícies ou sobre linhas, devemos adaptar a equação 

acima a estas situações. Note que o volume (ou área, ou trajeto) de integração 

deve ser suficientemente grande para conter toda a densidade de cargas. 


Um resultado muito importante da combinação entre as equações 4.1, 
v.8 € 9.11 é que, se dividirmos a penúltima pela carga de prova qp, temos 


F =-VU 
FP 
o 
dp do / 
= VV (5.17) 


ou seja, o potencial e o campo elétrico estão relacionados através da expressão 
acima. Além disso, como o operador V tem dimensão de inverso de compri- 
mento (L”!), o campo elétrico também pode ser medido, no SI, na unidade 
V/m. Assim como a força elétrica, o campo elétrico é conservativo, e desta 
forma, 


VxE =0 (5.18) 
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que é a segunda lei de Maxwell da Eletrostática, nos meios sem dielétricos, 
escrita na forma diferencial “SA fofiga integral, desta equação também é muil- 
to importante, e para obtêla, Vatrros córisiderar a expressão 5.17 e fazer o. 
produto escalar dessa equação com o elemento de arco df, IstO é, 


+ 


E.di= VV. de 
O produto escalar no ladô direito resulta;em 


- A 1O0V 
VV. di= pa a aa 


ms da «(dei+dyj+ dz k) 
É: Bl Eu 


Da gs Va 
VV.df=dY 


es ass) hands passarmos SRital-nebitivo “para odáio do campo Elétrico, 
obtethos | 


EC dv (5.19) 


Esta expressão permite que calculemos.a diferenca. de notensias Bigtuiço smime 
dois. pontos quaisquer bastando; Para ISSO, InbSfrdcia: ÁREAS. MED DENhO.RtGO 
OPMETU 49 pSiderando EO de POB) ontoR SDS sendo Ut ponto de referén tg 
Tref; se quisermos, 9 POLgnGIAL NAM DOBHO PreGHamos ntesrar-GSha EQUaÇAO 


desde o ponto de referência Tres até o ponto 7 no qual queremos o potencial, 


ou seta 
r “pr n 
/ — | É - df 
Fref INT Pref 
1 ç r 
V(r) — Ntridt) = - | E - df 
o Vref 
049] 
o di So da CAR aptos 5º a 4 E | NA RA 
Vir) = Vífree) Ra dê (3:20) 


2 Aqui é preciso destacar que o campo elétrico na Eletrostática é conservativo. Quando 
campo elétrico depende do tempo, a equação 5.l8 precisa ser corrigida, como veremos . 


o € 
barbi amente. 
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que é a segunda lei de Maxwell da Eletrostática em meios sem dielétricos, 
escrita na forma diferencial. Através desta equação podemos calcular o po- 
tencial elétrico de uma distribuição de cargas, se conhecermos o campo elétrico 
gerado por ela. Se o ponto de referência for colocado no infinito, então, por 
convenção, V(Treg — 00) = 0, e assim, o potencial fica 


z 
V(7) = — / E. de 
OQ 

À utilidade do potencial elétrico está no fato de que ele é uma grandeza 
escalar. Portanto, a soma de dois potenciais elétricos gerados por duas cargas é 
simplesmente uma soma algébrica, e não uma soma vetorial, como no caso do 
campo elétrico. Assim, como o potencial e o campo elétrico estão relacionados 
através da equação 5.17, 


E=-VYV 


para um dado problema específico pode ser muito mais simples calcular o 
potencial elétrico e depois extrair o campo elétrico através do gradiente do 
potencial. Vejamos agora alguns exemplos de aplicação. 


Exemplo 5.1. Considere o triângulo equilátero de cargas definido no exer- 
cício 4.2. 


) Race 
Figura 9.1: Um triângulo equilátero de lado a, 
formado por cargas +Q, —Q e +20. 


a) Calcule o potencial elétrico resultante sobre cada carga. 


296 


5. POTENCIAIS ELÉTRICOS, | CONCEITOS FUNDAMENTAIS 


O potencial sobre cada carga é a soma dos potenciais gerados pelas . 


outras duas cargas. Como a distância entre as cargas é a, o potencial é sim- 
plesmente 


Vig = Vi2g + V-q 


- À 20, do 
“"“4re q Are) q 
1 q 
- q <(2-1) 
En é 
I 
Vio = ro sobre a carga +Q 


Vog = Vi2q + Vig 
12 | 
2) 10 


ÁTrEg) q Áreg a 


— —., sobre a carga —() 


V+2q = Vig + Vq 


AQ 1 
“4a Are a 
| | 
= Ca) 
Arena 


Veja que aqui não podemos calcular o campo elétrico através do gradiente 


negativo do potencial, pois obtivemos o potencial para pontos bem definidos 
no espaço, e não para um ponto 7 genérico. 


b) Qual é a energia potencial elétrica total? 
À energia potencial elétrica total é a soma das energias potenciais para 


todos os pares de cargas. Assim, 


U-U.q+2q +Uso-q +U-q,+20 
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1 20xQ 1 0x(-0), 1 (-Q)x20 


E ÁTeo aq ATEo q ATeg a 
1 2 
o E 4 
ÁTeg a 


Observe que poderíamos utilizar também a expressão 5.15, Isto é, 
1 TL 
U=5 » ii 
que resulta em 
1 n 
U = 2 A QiV; 


= (+0)V iq + (-Q)V-q + (+20)V 20] 


2 
l 1 Q 1 30 

-5| mod Qua É +20x0 
Itai Q? 1 30º 

im Ta a 
1 1 20º 

— DaAre a 

v=- 10 

ÁTEO) q 


idêntica à obtida pela expressão anterior. 


Exemplo 5.2. Obtenha a energia potencial gravitacional e o potencial gra- 
vitacional através das equivalências apresentadas nos exemplos 3.9 e 4.83. 


As equivalências entre grandezas elétricas e gravitacionais são 


SM 


Pp ** Pm 
1 
ATE 


Assim, a energia potencial elétrica é dada pela expressão 5.7, 
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= 
= 4 Ar) ay 
4reo Jy |? — 7! 
e a energia potencial gravitacional fica 
= f | 
U, = -GM / em) gy (5.21) 
yr— rt" 


Calculamos o potencial elétrico através da equação 5.12, 


o dl p(r") 
V(7) = LE 7 av 


Areq r—r 


e, consequentemente, o potencial gravitacional é 


c(r) = -c | LT) ay (5.22) 


vr=r" 


Note que tanto a energia potencial gravitacional quanto o potencial gravita- 
cional são negativos, Já que não existe massa negativa. Para o campo gravi- 
tacional valem as relações 


G=-VG 


VxG=0 


polis o campo gravitacional também é conservativo. 


Exemplo 5.3. a) Calcule o potencial elétrico gerado pelo próton do átomo 
de hidrogênio a uma distância 7. 


O potencial elétrico gerado pelo próton é dado pela equação 5.14, con- 
siderando que a carga do próton vale e, ou seja, 


Observe que daqui podemos tirar o campo elétrico gerado pelo próton, através 
da equação 5.17, 
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E=-VVY 


que estabelece o campo elétrico como sendo 


E= vg d 


de modo que o campo elétrico fica 


> e r 
E =- a 
4reo | | 


e Fr 


O 


ÁTeEn To 


que é o campo elétrico de uma carga pontual, orientado radialmente para 
fora, como deve ser o campo de uma carga positiva. 


b) Qual é a energia potencial elétrica do sistema formado por um próton e 
um elétron separados por uma distância Tr, ou seja, qual a energia potencial 
elétrica do átomo de hidrogênio ? 


A energia potencial do átomo de hidrogênio é obtida através da equa- 
“ção 5.11, escrita na forma 


U=qgv 
Para o caso em questão, obtemos 
1 e 
U =(—e — 
are r 
o 1 e 
— 4répT 


Note que a energia potencial é negativa, como deve ser para o caso de cargas 
de sinais opostos. 
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c) Se a distância entre o próton e o elétron, no átomo de hidrogênio, é de 
5. 3x 107! m, qual é o potencial a que o elétron está sujeito e qual é a energia 
potencial do sistema? 


O potencial a que o elétron está submetido vale, utilizando a resposta 
do item (a), 


Le 
“— 4rer 
1.6 x 101º 
— 9 ; 
4X X gx ig 
V=27,2V 


Trata-se de um potencial razoavelmente grande, e a explicação deste fato está 
na proximidade entre o elétron e o próton. À energia potencial fica 

U = (-e)V 

=-1,6x 10“ x 27,2 

U=4,4x10183] 
que é bastante pequena. O joule é uma unidade razoável quando calcula- 
mos valores de energias de problemas macroscópicos. No entanto, ele é muito 
grande para medir energias de sistemas microscópicos. Neste caso, existe ou- 
tra unidade, que não é do SI, mas que pode ser utilizada sem problemas, 
chamada elétron-volt (eV). O elétron-volt é a energia que uma partícula com 


uma carga positiva com valor igual em módulo ao valor da carga do elétron 
adquire quando submetida a um potencial de 1 volt. Ou seja, 


1eV=1,6x10!Cx1V 
ou 
leV=1,6x10 "23 


Com esta definição, a energia potencial calculada acima fica simplesmente 


U=(-e)V 
— —e 21,2 
U-=-QD.ZeV 


pois temos um elétron situado num potencial de 27,2 V. 
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Exemplo 5.4. Considere a espira de cargas definida no exemplo 4.3 € apre- 


sentada na figura 4.5. Qual é o potencial elétrico no eixo da espira a uma 
distância z do seu centro? 


A espira pode ser vista na figura 9.2 abaixo. 


q 


= 
E 
EN] 
pa > 


o X 


Figura 5.2: A espira metálica de carga positiva Q da figura 4.0. 


Para esta distribuição de cargas, vamos utilizar a expressão 5.12, 


7! = Rcos0i+ Rsen0J 
r—-r'=zk-Rcos0i-Rsen0j 
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p—r'|=v22+4 R2cos260 + R2sen?0 = v2º + Rº 
Além disso, a densidade de cargas é uma densidade linear, dada por 


MM 
27 R df 


O elemento df é 
df = Rdb 
e assim, o potencial fica 


2d A dê 
dreo Jo 2º + Rº 


V(r) 


N 1 2 
=D —————— Rodo 
dreo =) 
o À R (9) 
“ 4rov2+r RE! 
2, 
27x R 


pm 
R 


-1 
dreo 2º + Rº Ú 


1 É 
V(7)=-—— == 5.2 
(7) Areo 22 + Rº | 3) 


Veja que o potencial elétrico no centro da espira é obtido quando z = O, ou 
seja, 


a, 
HO) = 4reo VR2 
1 
VO) = mê 


O campo elétrico gerado pela espira pode ser obtido através do cálculo do 
gradiente de V, isto é, 


Bo pl apl 
= ghr 1 3y Oz | | 47€0 4/22 + R2 
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2 Qko 1 
E Areo Oz /22 4 Rº2 
- 1 A 
£ RA 
Áreo (2? + R2)? 


que concorda com a expressão 4.11. 


Exemplo 5.5. Considere um disco metálico de raro R com uma carga nega- 


tiva Q distribuída uniformemente sobre sua superfície, como mostra à figu- 
ra 3.5. 


X 


Figura 5.3: Um disco metálico com uma distribuição 
de cargas negativas sobre a sua superfície. 


a) Qual é o potencial gerado por esta distribuição de cargas no eixo do disco, 
a uma distância z do centro do disco? 


Neste caso, temos uma densidade superficial de cargas o, dada por 


2 do dy 
TR? dA r'dr'do 


O = 


Além disso, temos 
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r=2k 


= f 


| e “ 
” =r'cos0i+r'sen0] 


mm mp f 


r—-r'=zk-r'cos0i-r'sen0) 
= — f 
r-oril=v2z2º+r'2cost0+r'2sen?0=vV22+47'!2 


e o potencial elétrico é dado através da equação 5.12, ou seja, 


1 ud 
V(F) = e) av 
dreoJy |r — 7 
1 o dÁ 


“4meoJa 2 +72 
do SA rárdo 
E o Vaso +! 


ENE (0); 2H 
— Axeo dr 
210 


-ls Za + 7! 


Para resolver esta integral, vamos utilizar a substituição 


V(r 


r=ztga (5.24) 


f 
dr' = zsecC ada 


e assim, deixando os limites de integração como « e «9, obtemos 


x 
o) “ztga zsecêa da 


V(r) = — CC 

20 Ja V2+zitg?a 
— *o [Ptgaseca da 
2€0 Ja 2/1 +tgla 
. zo [O 

V(r) = — tg aseca da 

2€0 1 
À integral é resolvida através de 

u=seca 


du =secatga da 
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ou seja, 


V(r) — do [sec Oo — SEL on | 


Para encontrar sec ay e sec ao, voltamos à substituição 5.24, ou seja, 


q! 


ga — — 
z 


Como a tangente é dada pela razão entre o cateto oposto e o cateto adja- 
cente, temos que o cateto oposto vale r', enquanto o cateto adjacente vale 
z, e portanto, a hipotenusa é 2º + 7'2. Assim, obtemos, para os limites de 
integração, 


| 
O 


"=0>tga = 


r'=R>tga = 


eigRio 
| 


Queremos a secante, que é o inverso do cosseno, ou seja, 


z 
cosq=-=1I>seca=1 
Z 


z V22 + Rº 
COS = = > S€CCay = ————— 


V2rR z 


e o potencial elétrico é 


V(r) = de, [806 09 — SEC Om | 
20 V22 + Rº | 
= 2€0 A 
- Ú 
V(r) = >—E Ivy/2º + Rº — 25 
(7) 3me TE zº + Z] (9.25) 


Quando z > R, esta expressão pode ser aproximada, se considerarmos a 
expansão em série de Taylor do primeiro termo entre colchetes. 
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2 
Vzº + Rº = air 
Z 


| 
N 
| mu 
as + 
y 


] 
R 
+ 
9 | 
E no) q 
+ 


e o potencial fica 


21egRº 22 
q 0 PR 
= 2regR? 22 
V(r) = É 2> R 
Aregz 


Note que este potencial é o mesmo que o de uma carga Q pontual situada na 
origem. Isto Já era esperado, porque, a uma distância muito grande do disco, 
ele se comporta como unia carga pontual. Quando estamos muito próximos 
ao disco, ou seja, z < R, podemos fazer também uma expansão, só que agora 
do seguinte modo: 


R? 
22 
= R l+ 
1 2 
2 
V2+R2eR+4 2 R 
2R' 


e o potencial torna-se 
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2 


Como z < R, podemos desprezar o termo em z“ na expressão acima, e assim, 


obtemos 


Q 


Vir) = 2769 Rº 


(R— 2), 2«< R 


Observe que o potencial em z = 0, ou seja, no centro do disco, é dado por 


q 


VLO) = 27enR 


que é a metade do potencial gerado por um anel de raio R contendo a mesma 
carga Q. Por que ocorre isso? 


b) Calcule o campo elétrico gerado por este disco no seu eixo. 


Para calcular o campo elétrico, precisamos encontrar o gradiente nega- 
tivo do potencial elétrico, dado pela equação 09.29, 


V(r) = É V2+Rº-2z| 


“* 2regR? 


e assim, 


| ] 
| | 
&> O a 
S 
VE 
ES ES 
N + 
ho rot: 
+| P|D 
re pa, 
| 
Ea O 
8 
+ 
E 
| 
Ro, 
mm 


mm () XX ut 
— “DD E 26 
é 2 meg R? ' ge + =| (5.20) 


Esta equação tem alguns limites interessantes, em particular aquele em 
que ocorre z < R. Neste caso, a fração no termo entre colchetes pode ser 
expandida em série de Taylor, ou seja, 


AA 
V2+R 
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Z Z 1 
V/22 + Rº R 1+ & 
: 1 
z z2 "2 
E | 12, 
“R 2 R? 
1 2 
o Ly 2 
Rlt- 5 
Z a: 12) 
V2+R2 Ro 2Rº 


Quando z < R, podemos desprezar o termo em 2º 


tando, assim, 


na expressão acima, res- 


z SE <R 
—>>—— Da, z 
V2 +Rº2 RR 


de modo que o campo elétrico torna-se 
mem () VA A 
É=+———s|l—-—| k R 
IregR? R , :« 


Quando z — 0, o campo muito próximo à superfície do disco resula em 


( 


£- 
IregR? 


A "o 
k= — k 
2€() 


que é idêntico ao campo produzido por um plano infinito dado pela expres- 
são 4.22. Isto pode ser melhor entendido se lembrarmos que, quando estamos 
quase na superfície do disco, suas bordas estão comparativamente muito dis- 
tantes, o que faz com que ele, sob este ponto de vista, seja praticamente 
infinito. Todavia, um disco infinito é idêntico a um plano infinito e, portanto, 
eles devem possuir o mesmo campo elétrico. 


Exemplo 5.6. Qual é o potencial elétrico gerado pela casca esférica metálica 
de raio R do exemplo 4.8, apresentada na figura 4.10? 


Para calcular o potencial elétrico desta casca metálica, podemos proce- 
der de dois modos. 
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a) Primeiro modo, através da segunda lei de Maxwell. 


Podemos obter o potencial elétrico para esta distribuição de cargas 
através do campo elétrico que foi calculado no exemplo 4.8, se empregarmos 
também a equação 5.20, que é a segunda lei de Maxwell na forma integral. 

r mm + 
Vl) = Ufa) - | Edi 


mi 


Tref 


Aqui é preciso ter cuidado, pois existem duas regiões distintas, uma 
quando r > R, ou seja, fora da casca, e outra quando r < KR, isto é, dentro 
da casca. Cada uma dessas regiões tem um campo elétrico diferente, e esses 
campos são dados pelas expressões 4.20 e 4.21, que podem ser sumarizadas 
em 


E = ATegT? o ro R 


O, r< kh 


Como existem duas regiões distintas, a posição de referência para uma delas 
não é a mesma que a posição de referência para a outra. AÂssim, Iniciamos 
com o cálculo do potencial na parte externa da casca, colocando a posição de 
referência no infinito, o que corresponde a um potencial de referência nulo. 
Portanto, lembrando que o comprimento de arco df. em coordenadas esféricas, 
é dado pela equação 1.48, 


df = dr? + rdo 8 + rsenddy d 


temos 


V(r) — VíTret) — [ E de 


memo 


Fret 


— — 7 G >? [drf + rdo 0 + rsenddo À] 
o 4&TEQT 
() " dr 


ámeo Joo 1º 
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ou 


V(r) = e, r>R (5.27) 


que é igual ao potencial elétrico gerado por uma carga () pontual situada na - 
origem, dado pela expressão 5.14. Essa igualdade só ocorre quando estamos | 
na região exterior à casca. Note que, sobre a casca, o potencial é 


l 
VM) — mo R 


Para calcular o potencial dentro da casca, podemos colocar a reierência 
na superfície da casca, cujo potencial, dado pela equação acima, é conhecido. . 
Assim, lembrando que o campo dentro da casca é nulo, temos 


Õ 
PS 
V(F) = VíFies) - / E di 
ref 
vir -[0 
R 
= V(R) 
, 1 Q 
— hd < 
V(r) Tra Rº r<R (5.28) 


e portanto, o potencial dentro da casca esférica é constante. Veja que o po- 
tencial elétrico neste caso é uma função continua. 


b) Segundo modo, através do cálculo direto. 


O segundo modo de calcular o potencial elétrico devido à casca esférica, 
é baseado na utilização da equação 9.12, 


nd 
vm)= + | MO ay 
4reoJy | — Tr! 


considerando uma densidade superficial o de cargas. Precisamos das grandezas 
r er”, que podem ser vistas na figura 5.4. 


275 
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Figura 5.4: Casca esférica metálica com uma 
densidade de cargas o, do exemplo 4.8. 


Da figura, temos, lembrando que |7'| = R 


dA = Rºsen 0 dodg 
P=rk 

— Rsenfcos6i + Rsenôsendj + Rcos0k 
Pp-rl=(r— Rcos0)k — Rsenô cos Gi — Rsen6sen dj 
r—r't= (r— Rcos0)2 + R2 sen? 8 cos? q + R2 sen? 0 sen? q 

— /r2 —2rRcos9 + R2cos20 + R2 sen? O(cos2 & + sen? À) 

— /r2 — 9rRcos6 + R2cos20 + R2 sen? 0 
p-r=vr2-2rRcos0+R? | 


de modo que o potencial fica 


V(r) 
es = 0 


V(7) = / 27 Rºsenô — Rêsenô doido 
” Areo o Jo Vr2— Vr2 = 9rRcos0 + R2 
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oRº [7 senô dê 27 
Vtr) = ——— [>>> 
1) dreoJo Vr2º —- 2rRcos0 + Rº to 
2 PT 
V(F) = oR sen6 dô 


260 Jo Vr2— 2rRcos60 + Rº 


Para resolver esta integral, precisamos fazer a seguinte substituição: 


u=r"-2rRcos0+ Rº 
du = —2r R(— sen0) do = 2rRsen6 dô 


du 
97 R — sen O dê 


enquanto os extremos de integração ficam 
1 
pm am, 
0, =0=> UI = pê — 2rR cos0 +Rº = (7 — R)º 


—1 
0 =7>u=r'-2rRtosT+Rº =(r+4 Rr) 


e assim, 


2 fua d 
v(r)= CÊ | E 


o Iyuo 
= er ( Da 
, oR 
V(7r) = Der [us — VU | 


Agora resta substituir as expressões para u2 e wj. No entanto, precisamos 
ainda separar a situação r > R, fora da esfera, da situação r < R, dentro da 
esfera. À equação acima é válida para ambos os casos, e a diferença está nos 
limites de integração. Para qualquer valor de 7, temos 


Vm= TE 
Vug=r+R 


Entretanto, para vu a situação é diferente, pois 
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Va =P 
Vm=|r-RI 


Quando r > R, o módulo é 
r—-Rj=r-R 
mas quando r < R, o módulo é, na verdade, 
r—-Rj=-("r-R)=R-r 


Vejamos como fica o potencial em cada caso. Quando 7 > R, temos a expres- 
são 


€nr 


V(r) = | Q r>R. 


Areo T' 


que concorda com a expressão 5.27. Quando 7 < f, obtemos 


oR 
2€0n7 
oR 


V(m)=>[r+R-(R-r) 


o que também está de acordo com a equação 9.28. 
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Exemplo 5.7. Calcule o potencial elétrico gerado pelo fio infinito de cargas, 
com uma densidade À, definido no exemplo 4.11 e nas figuras 4.4 e 4.18. 


Para calcular o potencial do fio, vamos precisar da segunda lei de 
Maxwell, equação 5.20, na forma integral, 


mk 


r 
mm —+ 


V(F) = V(Fies) — / Edi 


mk 


Fref 


e também do campo elétrico gerado pelo fio, dado pela expressão 4.9, 


> À 
É=—— à 
2TE9P P 
Lembrando que o elemento de arco df? em coordenadas cilíndricas é dado pela 
expressão 1.46, 


di = dp p + pdo Ô + dz k 


temos apenas que considerar uma referência apropriada. O fio infinito tem 
algumas peculiaridades. Então, vamos primeiro montar a integral. 


—j 


r 


V(7) = V(Fep) — / E. do 
Tref 


o À a A a ta 
— Ví(Tret) -[ ; P- Ido p + pdoO + dzk| 
Pref Teop 


. A fd 
= Vífie) — so |, É 


ou 


V(P) = Ve) — gain 2 
Neo Pref 
Desta equação, percebemos que, se considerarmos a referência no infinito o po- 
tencial ficará indefinido, pois obteremos o logaritmo de zero, que tende a —oo. 
Assim, devemos colocar a referência noutro lugar, que pode ser a superfície 
do condutor. Como todo fio tem uma certa espessura, vamos considerar a 
referência em pres = R, sendo R o raio do fio. Então, 
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À p 
— In — 5.29 
2En E R 


V(r) = VB) 


O resultado acima é interessante, pois o potencial tende a too, depen- 
dendo do sinal da densidade de carga À, quando p > oco, diferentemente do 
que ocorreu em todos os casos anteriores. Isto sugere que a energia potencial 
de um sistema formado por um fio infinito e uma carga tende a ser infinita- 
mente positiva ou negativa à medida que as cargas vão se afastando, o que 
não parece ser fisicamente razoável, porque envolve uma quantidade infini- 
ta de energia. Esta constatação pode ser melhor entendida se considerarmos 
que, na realidade, todos os fios, sem exceção, são finitos, por maiores que 
sejam, que o resultado para o potencial de um fio finito não diverge, como 
se vê no exercício 5.2, e que, consequentemente, a energia potencial também 
não diverge. Sendo assim, de que adianta calcular o potencial de um sistema 
que na verdade não existe! De fato, todo fio é finito, mas, quando estamos 
numa região muito próxima ao ho, a distância deste ao ponto em que estamos 
pode ser comparativamente muito menor do que o seu tamanho, e neste caso, 
podemos aproximar o fio por um fio infinito, cujo potencial possui uma forma 
matemática mais simples. Esta aproximação se justifica nas proximidades do 
fio, na sua região central, mas nas regiões mais afastadas, ou nas próximas 
aos seus extremos, é preciso considerar o seu tamanho real. 


Exemplo 5.8. Calcule o potencial elétrico gerado pelo plano infinito de car- 
gas do exemplo 4.12, figura 4.14. 


O campo elétrico do plano infinito de cargas é dado pela equação 4.22, 


mm U R 
———nh 
2€0 


e através da segunda lei de Maxwell na forma integral, que é 


+ 


r 


V(F) = V(Fe) — / E. di 


mm 


Pref 


podemos calcular o seu potencial elétrico. Novamente, deixaremos a questão 
do ponto de referência para o final. Considerando que o plano de cargas está 
no plano xy, a normal A está na direção z, e na região z > 0) temos A = k. O 
elemento de arco d? em retangulares é dado pela equação 1.44. 
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df = dxi+ dyj + dzk 


e assim, o potencial fica 


p 
V(r) = Vírret) -[ te [dr i + dyj + dzkl 


0) 
ref — — & 
de) - 2€ 


Como no caso do fio infinito, no plano infinito de cargas não podemos consi- 
derar a posição de referência no infinito. À posição mais indicada é sobre a 
superfície do plano, em Zrer = Ô, e assim, o potencial fica 


o 
V(r)=V(0)— — z 
1) =v(0) =D 
Como o potencial na referência é arbitrário, para simplificar, podemos con- 
siderá-lo como sendo nulo, ou seja, V(0) = 0, de modo que o potencial do 
plano, na região 2 > 0, fica 


9) 
Vir) = —— 
O) = 5 
Quando estamos na região z < O, a normal ao plano é n = —k, e o potencial 


fica, já considerando a referência em z = 0 e V(0) = 0, 


V(r) = -[ -5— k. di + dyj + dk] 
0 o 


V(r)= —— |zl (5.30) 
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que dá o campo do plano infinito a qualquer distância do plano. Da mesma 
forma que todos os fios são finitos, todos os planos também o são, e a apro- 
ximação acima só se justifica quando estamos muito próximos ao plano, de 
modo que seu tamanho é muito maior do que a distância do plano ao ponto 
onde estamos. 


Exemplo 5.9. Qual é a diferença de potencial entre os dois planos de cargas 
de densidades o e —o da figura 4.16, apresentada no exemplo 4.14? 


A figura 4.16 está reproduzida em seguida, na figura 5.5. 


Figura 3.09: Dois planos infinitos paralelos, com 
densidades de carga o e —o. 


O campo elétrico entre os planos é dado pela equação 4.24, 
> O 
É=—n 
EQ 
e vamos considerar que os planos sejam paralelos ao plano xy. À diferença de 
potencial será dada pela equação 5.19, ou seja, 


dV = -E . dê 
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que deve ser integrada desde um plano até o outro. Escolhendo como plano . 
nicial o plano de densidade o, cuja normal é f = k, temos 


[o —g plano —o 
AY — — / é - dt 
plano q plano o 


Or e ? ” 
Votano —o — Volanoo = — | E k-|dri+ dyj+ dz k| 


ÊL 
Av=-2 | de 
€o Jo 
Av = SU 
€O 


Como esta é a diferença de potencial entre o plano —o e o plano o, o plano o 
tem um potencial maior do que o plano —o, ou seja, 


oL 


Vplano o — Volano —g — e 
Ô 


E considerando que a densidade superficial o é a carga (positiva) do plano 
dividida por sua área, podemos escrever 
QL 
Vplano o Vplano -Gg=>AV=-—— (5.31) 
eÃ 
que dá a diferença de potencial entre os dois planos de densidade o e —o. 
Voltaremos a utilizar esta expressão quando falarmos de capacitores, no capí- 
tulo 11. Por ora, vamos tratar de outro assunto importante. 


5.3 Potencial Elétrico de um Dipolo Elétrico 


Na seção 4.5 definimos o dipolo elétrico, que é uma configuração par- 
ticular de cargas elétricas pontuais formada por duas cargas de valores Q e 
—(), separadas por uma distância Id |, como mostra a figura 5.6, que é uma 
reprodução da figura 4.18. Esta configuração de cargas possui uma grandeza 
chamada momento de dipolo 7 = Qd associada. Na seção 4.5 obtivemos o 
campo elétrico do dipolo elétrico, dado, exatamente, pela equação 4.26, 
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ty 


Figura 9.6: Um dipolo elétrico. 


Quando o dipolo se torna pontual, o campo elétrico gerado por ele é fornecido 


pela equação 4.29, 


s 1 Is(r-r9).p 0) 
(7) mo| rp — qto PT) pró 


Agora, nosso objetivo é encontrar o potencial elétrico gerado pelo di- 
polo. Para tanto, precisamos somar os potenciais gerados por cada uma das 


cargas, ou seja, utilizando a expressão 9.15, 


2 


- 1 (Qi 
W = 
(7) Are 3 TP — Til 
| = 
1 1 — 
V(r) = 1 + + mt 
4reg |" — Til 4regir—r.| 
Como 
=P +d 
o potencial fica 
- () 1 l 
vir = SR 5.32 
TI ama r-r dp lr 2-6) 
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que é o potencial elétrico exato para qualquer dipolo. Se calcularmos o seu. 
gradiente negativo, o resultado será a expressão 4.26 para o campo elétrico 
(veja o exercício 5.7). Quando o dipolo se torna pontual, podemos expandir 
a primeira fração do termo entre colchetes da expressão acima, como fizemos 
no caso do campo elétrico. Portanto, queremos expandir 


1 rr mm 7|— 
porca maio 
“A 
=|p-r[P-ar-ro) d+ d?] 
— À 
1 2(7-7r).d de 1 
Fr d FP=R po tir 


Agora podemos utilizar a série de Taylor para expandir o termo entre colchetes 
até a primeira ordem em d, que fica 


e assim, 


VT) = e Sa EA 
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e quando o dipolo é pontual, o potencial elétrico fica dado exatamente por 


| prt) 
Are, |P—r.|? 


V(F) = 


(5.33) 


Para verificar a expressão 4.29, vamos calcular o gradiente do potencial, 


ou seja, 
º + O » O 1 pe(r—r.) 
—-l si ls k— PO t—) 
vo Ea “ay u a Free rr? | 
1.0 2.0 +«0OIlpg-(r>r.) 
DN ilaijlakoj|jt+t 
vo 4Teo ir tia || rr) | 

ou 


1 I tis 
“dz “ay Oz 


E ATEg [7 — P|? 


Para facilitar, definimos 
r-r =Xi+Yj+Zk 


e as derivadas no primeiro termo do lado direito ficam, lembrando que p é 
uma constante, 


Duo 
ES 
a 
Coma a > 
o 
E 
> 


OT os or Gg 
57 [B-(xis vis zh) 
ou 
O 10 20) 0 
E + Ho] p(r-r)| = 
0.0 8 
sx "Jay + kz] [De X + pyr + 9p,Z| 


ou ainda, 
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» O o, mM O a “ a 
o o lo A. «o Po — 7] e + k 
o tia tio] (7 r )| Prl+HPpyJ+D 


10 0.40 04 DI ss o 
E TJ + nl [7 (r-r)|=p 
O segundo termo do lado direito fica 


0 +00 ,9] 1 O 20 +0To vo cnc 
D4josk>l-—— =lilsjo sk |[X2+y24 22]? 
iso tia + 5 Pr | i z Joy” | ++ Zi] 


ou 


(O 20 nO 1 3 Dos 
Ca4jl4 Ro] =(-2x2sy24 22] 29X] 
o tg + | r— ro? 5) ++ 


5 A A) E" 
+ (5) Xº+Yº+2º] 2275+ (5) X2+Y2 +27] *22k 
ou ainda, 


10.0 «8 1 5 . R 
o ti-s+tk—|/——>—  =oslxºtavºa g'olxisVisZk 

P— pt 
=-3——— 
pr — '|ô 


Reunindo os dois termos, o gradiente do potencial fica 


1 1 1 pr! 
4reo | = 7 PP” ame p(P=7 | =p 
1 p DP), 
VV = -— a: - 
ATen a rr ú ] 


e o campo elétrico é 


so = l 3P + (7 — Tr) + = [0] 
É = VW -5| = (7 — Tr) 3| 


concordando com a espressão 4.29. 


Como também vimos na seção 4.5, um dipolo elétrico colocado num 
campo externo está sujeito a um torque que tende a orientá-lo na mesma 
direção que a do campo elétrico externo. Esse torque, ao girar o dipolo, rea- 
lza um trabalho positivo, e a energia gasta no processo deve vir do sistema 
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formado pelo campo externo e o dipolo. Ássim, há uma energia potencial de 
orientação no sistema, que diminui de uma quantidade igual ao trabalho rea- 
lizado pelo torque externo. Para calcular essa energia potencial de orientação, 
precisamos somar as energias potenciais de cada uma das cargas quando sub- 
metidas ao campo externo, ou seja, 


U=U,+U. 
= QV. + (—-Q)V. 
U=UV,—V.) 


e assim, a energia potencial do dipolo é dada pela diferença de potencial 
entre as cargas positiva e negativa. Para calcular essa diferença de potencial, 
precisamos da equação 9.19, 


dV=-E. de 


ou de sua forma integral 


Se o campo elétrico for homogêneo, como na figura 5.7, então temos, de 
acordo com a figura, 


a 
e 


Vi — Vo =— Ei. ldzi + dyj + dek+ 


| 
| 
nm 
5 — 
ata 
o 
Em 


Vi — Vo = 


| 

| 
S 
e 
4 

| 
À 
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Figura 5.7: Potencial elétrico sobre um dipolo 
elétrico num campo externo uniforme. 


Além disso, 


L— 
cos(mr — 0) = — 
ro 
L— 
— c08 0 = 7 
2 
2% — 
cos6 = —— 
d 
dcos6 = -227. 
LT. = —-— cos6 
e lembrando que x, é negativo, 
LAS 


5.3. POTENCIAL ELÉTRICO DE UM DIPOLO ELÉTRICO 2817 


—T 

— cos 0 — — 
2 

2% 4 

cos6 = —— 
d 


dcos0 = 274 
= — cos6 
T+ = 5 008 


Assim, 


V.-V. =-E(r, 2.) 


d d 
—É 5 cos 8 — (5 cmo) 


Ve—-V. =—€ 5 cos 6 + 5 cosê 


Ve Vo. 


Vi —V =-édcos6 


de modo que a energia potencial fica 


U=QUV,—V.) 
— ()(-Edcos 0) 
= —(dé cosô 

U = —né cos0 


e como & é o ângulo entre 7 e E | podemos escrever a energia potencial como 
U=-p.E (5.34) 


Quando o dipolo está orientado no mesmo sentido e direção que o campo, sua 
energia é mínima e vale Umin = —pé. Quando o dipolo está perpendicular ao 
campo externo, sua energia potencial é nula, mas ela ainda é maior do que 
o valor mínimo, e portanto, o dipolo pode girar para diminuií-la ainda mais. 
À tendência do dipolo é sempre a de reduzir sua energia ao valor mínimo, 
mas a temperatura e a termodinâmica do sistema impedem que ele se alinhe 
perfeitamente com o campo, exceto quando T' = O. Nesta temperatura, como 
a entropia é nula, o dipolo pode atingir o estado de energia minima. 


Mesmo quando o campo externo não é homogêneo mas o dipolo é pe- 
queno, a expressão 9.34 ainda é válida. Para provar isso, vamos partir da 
equação 


288 5. POTENCIAIS ELÉTRICOS, 1: CONCEITOS FUNDAMENTAIS 


U=MV,—V.) 


Os potenciais precisam ser avaliados em 7 +r, er +T7.., sendo 7 a posição do 
centro do dipolo num sistema de referência qualquer, ou seja, 


polis 


No entanto, se d < 7, podemos expandir o potencial numa série de Taylor em 
torno de 7 e considerar apenas o primeiro termo em d (veja a expressão 2.9). 


Assim, 


Vo = (7) +45 VV(5) 
nd ou 
CV o =V(r)-— 3 e VV(r) 
e a energia potencial fica 
U=QV,—-V.) 
NU RU 
— Q(v(r) + 3º VVY(r) — [V(7) —3 vv) 
E RN 
= [UE + Se VV) = Vi) + vt] 
E 
> 
= Qd. VV (r) 
=p (-E) 
=-p.E 


o que concorda com a expressão 5.34 anterior. 
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5.4 Linhas de Campo Elétrico e Superfícies 
Equipotenciais 


Na seção 4.2 vimos o conceito de linhas de campo e também apresenta- 
mos as linhas de campo para os casos de uma carga pontual (figura 4.6), de um 
fio infinito (figura 4.7) e de um dipolo elétrico (figura 4.20 da seção 4.5). Em 
todos esses casos, as linhas de campo elétrico representam o campo elétrico 
gerado pelas cargas. Da mesma forma, o potencial elétrico de uma distri- 
buição de cargas pode ser representado graficamente, de modo a facilitar a 
“visualização” do potencial. Fazemos isso mediante o uso de superfícies equi- 
potenciais, que são as superfícies definidas no espaço quando o potencial tem 
um valor fixo Vo. Para o caso da carga pontual, seu potencial elétrico é dado 
pela expressão 9.14, 


v(m)=— —& 


— 4rep r—r'| 


Supondo que a carga está na origem, 7º = 0, e assim, temos 


Para um valor fixo do potencial, digamos Vo, obtemos 


AQ 
2 AreoTo 

ou 
1 q. 


0 — ne 
Areo Vo 


e portanto, as superfícies definidas: por um potencial fixo são esferas cujos 
raios são dados pela equação acima. À figura 5.8 apresenta algumas superfícies 
equipotenciais para uma carga pontual, Juntamente com as linhas de campo 
elétrico. 


Para um ho infinito, o potencial elétrico é dado pela equação 5.29, 


À mn? 


VT) = VU — 27€0 “R 
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Figura 5.8: Superfícies equipotenciais esféricas para uma carga 
pontual, e as linhas de força do campo elétrico. 


Assim, 


We VR)- mn? 


o 2T€0 R 
1 PO 27eo(V(R) — Vo) 
R À 
), - 
E enp( MC V() - Vo) 
po = Rexp( TOS to) Nai — So) | 


e as superfícies equipotenciais são cilindros infinitos de raios definidos pela 
expressao acima, pois todos os termos do lado direito são constantes. A figu- 
ra 9.9 mostra algumas superfícies equipotenciais, Juntamente com as linhas 
de campo elétrico. 


Uma propriedade interessante das superfícies equipotenciais decorre da 
equação 9.19, 


-E.d=dV 
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Figura 5.9: Superfícies equipotenciais cilíndricas para um fio infinito. 


Considerando que numa superfície equipotencial V é constante, dV = 0, e 
desse modo, 


É 


E.d=0 


onde df é um segmento de arco sobre a superfície equipotencial. Nem E nem df 
são sempre nulos, o que significa que E 1 dt, ou seja, O campo elétrico é sempre 
normal à superfície equipotencial. Como as linhas de campo representam o 
campo elétrico, elas também são perpendiculares à superfície equipotencial 
em todos os pontos. E como o campo elétrico está relacionado ao potencial 
por 


sendo o gradiente de uma função um vetor que está na direção da maior taxa 
de variação dessa função, as linhas de campo representam as “trajetórias” em 
que o potencial elétrico apresenta as maiores taxas de variação. 


Outra situação importante ocorre com condutores de qualquer formato 
em equilíbrio. A superfície do condutor é sempre uma superfície equipotencial, 
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pois o campo elétrico na superfície de um condutor em equilíbrio é normal à 
superfície, como vimos no exemplo 4.15, e ele é dado por 
> O 


É=—n 
0 


onde à é a normal à superfície. Assim, se df é um segmento qualquer tangente 
a superfície do condutor, € | dee dY = —E «df = 0, de modo que o potencial 
é constante sobre o condutor. 


As figuras 5.8 e 5.9 são semelhantes aos mapas de contorno usados em 
Topografia, Geografia e Meteorologia para o mapeamento de relevos, de re- 
glões com pressões iguais (isóbaras), ou de regiões com temperaturas iguais 
(isotermas). Esses mapas normalmente apresentam cores diferentes para va- 
lores de potencial, altura, pressão ou temperatura diferentes, no sentido de 
facilitar a interpretação dessas grandezas. 


d.o Mãos à Obra: Gerador de Van de Graaff 


Às experiências envolvendo potenciais elétricos precisam de uma quan- 
tidade grande de cargas elétricas, muito maior do que as que são obtidas me- 
diante processos de eletrização por atrito de pentes ou bastões, por exemplo. 
Vamos precisar de um dispositivo chamado gerador de Van de Graaff. mos- 
trado esquematicamente na figura 5.10, que consegue acumular uma grande 
quantidade de cargas e que, com isso, gera potenciais elétricos elevados. 


Conforme mostra a figura 5.10, um gerador de Van de Graaff consiste 
em um condutor de forma esférica, semelhante a um capacete, oco e suspenso 
por apoios bastante isolantes, para que a carga não se perca para a Terra. 
Por dentro do condutor oco passa uma correia de material isolante, que está 
em contato com uma ponteira metálica fixada ao condutor. Essa correia é 
posta em movimento por um motor elétrico rotativo. Na parte mais baixa 
da correia existe uma ponteira e uma placa, metálicas, e a correia fica entre 
esses condutores, que são submetidos a uma diferença de potencial que pode 
ser bastante elevada (cerca de 10000 V). Entre os condutores ocorrem descar- 
gas elétricas semelhantes a pequenos raios 2, e uma parcela das cargas nessas - 


é As propriedades de descargas através de pontas serão estudadas no capítulo 6. 
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descargas passa para a correia, que as transporta para cima. Como a correia 
está em contato com o condutor oco através da ponteira na parte superior, 
as cargas se movem até alcançar a superfície externa do condutor, e elas se 
acumulam nessa região até um certo limite, a partir do qual ocorrem descar- 
gas para a Terra ou para outros condutores. Se o condutor esférico estiver 
bem isolado do solo, a carga acumulada pode ser bastante grande, gerando 
um potencial da ordem de milhões de volts. O gerador de Van de Graaíf, 
como exposto acima, é utilizado como acelerador de partículas carregadas em 
virtude dos elevados potenciais que ele pode gerar. Estes resultam em campos 
elétricos e, consequentemente, em forças elétricas de grande intensidade sobre 
as partículas, produzindo acelerações e velocidades altas, o que é mteressante 
para o estudo de colisões entre partículas subatômicas carregadas. Geradores 
desse tipo podem ter cerca de 15 m de altura, e o diâmetro do condutor oco 
tem em torno de alguns metros. 


ponteira que conduz a 


carga para o condutor oco 
condutor 


esférico oco 


correla 


isolante 
apoios 


isolantes = | 


ponteiras entre as quais 
ocorrem descargas elétricas 


motor 


elétrico ? Fonte de 


alta tensão 


Figura 5.10: Um esquema de um gerador de Van de Graafl. 
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Para demonstrações em laboratórios de ensino, é comum construir gera- 
dores cuja correia é movimentada manualmente, com o auxílio de uma manr- 
vela, e não com um motor elétrico. Além disso, ao invés de usar uma fonte de | 
alta tensão, basta encostar uma ponteira aterrada na correia, que se eletriza 
por atrito. O gerador mede cerca de 1 m e o condutor esférico tem aproxima- 
damente 20 cm de diâmetro. Com estas condições, a diferença de potencial | 
pode chegar à ordem de 10000 V, o que já é suficiente para experiências bas- 
tante interessantes. Nesta seção vamos estudar uma delas, e no capítulo 6 
veremos outras, que precisam da teoria desenvolvida naquele capítulo. 


5.5.1 Gerador de Van de Graaff e Linhas de Campo Elétrico 
Para esta experiência você vai precisar do seguinte. 
1. Um gerador de Van de Graaf. 
2. Duas bolinhas de isopor ou cortiça. 
3. Papel-alumínio. 
4. Fita adesiva. 
Um recipiente plástico com óleo (de cozinha, por exemplo). 


Dois fios condutores metálicos com as pontas desencapadas. 


NS q 


Sementes de grama. 


3. Duas placas metálicas planas que possam ser colocadas dentro do reci- 
piente. 


9. Se for possível, dois cilindros metálicos ocos, sem'as bases, e duas caixas 
retangulares ocas, também sem as bases. Se quiser, você pode utilizar 
outras formas geométricas, como triângulos, pentágonos, etc. Procure 
conseguir materiais de vários tamanhos, para que uns possam ser colo- 
cados dentro dos outros. 


10. Eletroscópio ou pêndulo eletrostático. 


Para realizar as experiências, despeje no recipiente plástico um pouco 
de óleo e depois espalhe as sementes de grama sobre a superfície do óleo. Em 
seguida, fixe um dos fios, com a fita adesiva, na superfície externa do condutor 
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esférico oco do gerador de Van de Graaff, e o outro fio na ponteira aterrada 
do gerador. Então, envolva as duas bolinhas de isopor com o papel-alumínio e 
fixe-as em cada uma das pontas livres dos fios, de forma que o metal dos fios 
encoste no papel-alumínio. Prontas estas duas ponteiras esféricas, coloque-as 


dentro do óleo no recipiente, como mostra a figura 5.11, e ligue o Van de 
Graafl. 


fio fixado 
no condutor 


Van de Graaff 
(esquemático) 


bolinhas recipiente 


óleo 


RD mM a a a a a AR, a PR A O ta EO a a 1 Mad a 


: 
ZaDe leaf a ace a al ER tateteçato RE ES ra 


oi 
RE E 


= sementes 
de grama 


Figura 5.11: Esquema da experiência com linhas de campo 
envolvendo o gerador de Van de Graafl. 


Após um certo tempo de carregamento (você deve verificar, com o ele- 
troscópio ou o pêndulo eletrostático, se o condutor esférico do Van de Graaff 
está carregado), o Van de Graaff produz uma diferença de potencial alta, que 
aparece entre as duas bolinhas de isopor, e um campo elétrico se estabele- 
ce entre elas. Esse campo elétrico vai fazer com que as sementes de grama 
se orientem, e você ficará com uma configuração semelhante à das linhas de 
campo entre duas cargas de sinais opostos, apresentada na figura 4.6. Procu- 
re variar a distância entre as bolinhas e veja o que ocorre com as sementes. 
Depois, substitua as bolinhas pelas duas placas metálicas e observe as linhas 
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de campo neste caso. Repita a experiência com uma placa e uma bolinha. Se 
você tiver outros condutores de outros formatos, realize as experiências com 
todas as combinações possíveis, verificando inclusive o que ocorre quando um 
condutor é colocado dentro do outro. Realize as experiências com materiais 
isolantes, utilizando placas de plástico e tirando o papel-alumínio das bolinhas 
de isopor. Depois de todas as experiências, responda ao seguinte. 


e Se você souber de que são feitas a correia e a ponteira metálica que 


encosta na correia, descubra o sinal da carga adquirida pelo Van de 
Graaff. 


e O que você observa quando as duas bolinhas estão no óleo! O que ocorre 
quando a distância entre elas é modificada! Quando as bolinhas estão 
sem o papel-alumínio, o que muda? Tente desenhar as superfícies equi 
potenciais neste caso. 


e Como é a configuração do campo elétrico entre as duas placas? Faça 
um desenho das linhas de campo e das superfícies equipotenciais. O que 
muda quando a distância entre as placas é É alterada” E quando as placas 
são de material isolante? 


e Desenhe a configuração do campo elétrico e das superfícies equipoten- 
ciais para o caso de uma placa metálica e uma bolinha. Verifique o que 
ocorre quando a distância entre elas muda, e também quando uma delas 
ou ambas são trocadas por material isolante. 


e Se você tiver outros condutores de outros formatos, desenhe as linhas de 
campo elétrico e as superfícies equipotenciais para todas as combinações 
que você fez. Verifique a influência da distância entre os condutores, 
e também o fato de o material ser condutor ou isolante. Além disso, 
verifique a existência da blindagem eletrostática, colocando um condutor 
dentro do outro. 


e Se um segundo Van de Graaff estiver disponível, realize as esperiências 
novamente, agora fazendo combinações com quatro formas de conduto- 
res e isolantes. Em todos os casos, desenhe as equipotenciais e linhas de 
campos. Estas experiências podem.ser repetidas com quantos Van de 
Graaff estiverem disponíveis, produzindo os mais diferentes arranjos de 
cargas, campos e potenciais elétricos. 
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e Utilizando as duas placas metálicas como ponteiras no óleo, pense no 


que ocorre quando um cilindro oco metálico é colocado entre as placas. 
Desenhe as linhas de campo e as equipotenciais que você espera que 
apareçam e depois verifique experimentalmente a sua suposição. Faça 
isso para vários tipos de condutores e isolantes entre ponteiras de formas 
diferentes. 


5.6 Exercícios 


o. 1 


5.2 


.5 


9.4 


O 


3.6 


Considere um quadrado de lado £ formado por cargas (), 20, —Q e Q. 
Calcule o potencial elétrico no centro do quadrado. Obtenha também 
a energia potencial elétrica total do sistema. 


Calcule o potencial elétrico gerado por um fio condutor finito, de 
densidade de cargas À, como mostra a figura 3.11 do exemplo 3.8. 


Um pentágono de lado a tem quatro cargas em seus vértices, de 
valores 4, 20, —Q e Ea nesta ordem. Qual é o potencial elétrico no 
centro do pentágono? Qual é o valor da carga q que deve ser colocada 
no quinto vértice de modo a fazer com que o potencial elétrico no 
centro do pentágono seja nulo? 


Uma esfera de raio R tem a seguinte densidade de carga: 


p=po(l-e R) r<R 
Calcule o potencial e o campo elétrico dentro e fora da esfera. 


Obtenha o potencial elétrico gerado por um plano retangular finito 
de lados a e b, com uma densidade superficial homogênea o, a uma 
distância 7 do centro do plano. 


Considerando que um gerador de Van de Graaff tem um condutor 
esférico de raio 25 cm e que ele produz um potencial de 12000 V a 12 
mm da superfície esférica, ache a carga contida nele, considerando que 
ela se distribua de forma homogênea pela calota esférica do condutor. 
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9.17 


2.8 


3.9 


2.10 
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Partindo da expressão 5.92 para o potencial elétrico de um dipolo, 
obtenha o campo elétrico 4.26 desse dipolo. 


Considere dois planos infinitos paralelos entre si, com densidades su- 
perficiais o e —20, separados por uma distância d. Calcule o potencial 
e o campo elétrico gerados por eles em todas as regiões do espaço. 


Uma esfera de raio R contém uma carga Q distribuída de forma 
homogênea sobre seu volume. Calcule o potencial e o campo elétrico 
gerados por essa esfera em todo o espaço. Desenhe as superfícies equi- 
potenciais. 


No exercício anterior, a carga Q vale 4,5 x 107º C, e a esfera tem 
10 cm de raio. Uma carga q = -2,3 x 102 C, situada a 35 em do 
centro O da esfera, é trazida para uma posição a 15 em de €C. Calcule 
o trabalho elétrico realizado neste processo. É necessário saber as po- 
sições vetoriais ocupadas pela carga antes e depois do deslocamento? 
Por quê? 


Capítulo 6 


Potenciais Elétricos, Il: 
Equação de Laplace 


No capítulo anterior vimos os conceitos fundamentais envolvendo po- 
tenciais elétricos em meios condutores ou no vácuo e calculamos esta grandeza 
para algumas distribuições de cargas. Entretanto, essas distribuições têm cer- 
tas simetrias que facilitam muito os cálculos, ou então, nos conçentramos 
apenas em certos pontos do espaço em que as equações podem ser facilmente 
resolvidas, como, por exemplo, o eixo do disco ou do anel de cargas. Se qui- 
sermos determinar o potencial gerado pelo disco ou anel em qualquer ponto 
do espaço, não apenas no eixo, precisamos resolver uma integral extrema- 
mente complicada e, em alguns casos, até mesmo impossível de efetuar. Para 
estas situações existe um outro modo de encontrar o potencial elétrico para 
um certo problema, que consiste em resolver uma equação diferencial parcial 
chamada equação de Poisson, quando existem densidades de cargas livres, ou 
equação de Laplace, quando as densidades de cargas livres são nulas. Neste 
último caso, podem existir cargas induzidas, e o problema é estabelecido com 
condições de contorno dadas pelos valores dos potenciais em um ou mais dos 
condutores que formam a configuração do sistema elétrostático em estudo. 
Vejamos então a dedução destas equações. 
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6.1 Equações de Poisson e de Laplace 


Podemos obter a equação de Poisson mediante a combinação da expres- 
são 4.14, que é a primeira lei de Maxwell da Eletrostática escrita na forma 
diferencial, para meios sem dielétricos, 


v.£= É 
do 


com a equação 5.17, que relaciona o campo elétrico com o gradiente negativo 
do potencial elétrico, 


E =-VV 
ou seja, 
v.£- É 
€Q 
V-(-Vy) = É 
EQ 
-vevy=f 
E 
ou 
v2y = —L (6.1) 
do 


que é a equação de Poisson. O operador V*, chamado Laplaciano, é dado em 
coordenadas retangulares pela expressão 1.57 *, 
o 9? 2” 


[Rs 


2 o —o 
V = Oxº Oy. Oz 


A equação de Poisson estabelece a relação existente entre uma certa 
distribuição de cargas p(7 ) conhecida e o potencial elétrico gerado por ela. 
No entanto, pode ocorrer que numa certa região em que estamos interessados 
para um dado problema a densidade de cargas seja nula. Neste caso, as con- 
dições de contorno do problema são dadas através da fixação dos valores dos 
potenciais nas superfícies de alguns dos condutores, e não através do conheci- 


mento prévio das distribuições de cargas p(7). E claro que esses potenciais são 


! Veja o apêndice B para à dedução do Laplaciano em coordenadas retangulares, cilíndricas 
e esféricas. 
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gerados por cargas, mas estas estão situadas fora da região de interesse para 
o sistema eletrostático em questão. Assim, neste caso, a equação de Poisson 
se transforma na equação de Laplace, pois o(7) = 0, isto é, 


Víy =0 (6.2) 


que é a equação diferencial de Laplace, que vamos resolver para alguns casos 
relevantes. Antes, porém, precisamos considerar a questão da unicidade das 
soluções obtidas para as equações de Poisson e de Laplace. 


6.2  Unicidade da Solução das Equações de Poisson 
e de Laplace 


À equação de Poisson 6.1, 


v2y = -É 

€0 
estabelece uma equação diferencial para o potencial elétrico V, numa região do 
espaço de volume V, delimitada por uma superfície fechada S. Essa equação 
diferencial precisa de condições auxiliares, que normalmente são condições de 
contorno, para que a solução ou soluções sejam completamente determinadas. 
Isto origina a seguinte questão: dadas as condições de contorno em número 
suficiente, a equação de Poisson, e a equação de Laplace, que é um caso par- 
ticular daquela, têm apenas uma solução, ou pode haver mais soluções? Para 
responder a esta pergunta, precisamos considerar dois teoremas importantes. 


O primeiro teorema diz respeito à possibilidade de sobrepor duas ou 
mais soluções da equação de Laplace 6.2, 


V“yv =0 
para formar a solução geral. Ele é enunciado da seguinte forma: 


Teorema 6.1. Se Yi, Vo,..., Yn forem soluções linearmente independentes 
da equação de Laplace 6.2, então a solução geral é a soma de todas as soluções, 
com coeficientes apropriados, ou seja, 


V=0Vi+raVo + +anVh (6.3) 
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Demonstração. A demonstração deste teorema é bastante simples. Vamos to- 
mar o Laplaciano da equação 6.3, Isto é, 


Vêy = v? (a1Vi +agVo + + Gn Vn) 
VV = VV, +aoVêVo + tanVV, 


Como V4, Vo, ..., Yn são soluções da equação de Laplace, temos 


V*Vv,=0 VêVYo = 0 Vºy, = 0 


e assim, 


VV =>010+090+---+a,.0 
Viy =0 


de modo que V satisfaz a equação de Laplace. As constantes a, devem ser 
escolhidas de modo a reproduzir as condições de contorno dadas. 


L] 


Portanto, este teorema nos diz que a soma das soluções linearmente 
independentes da equação de Laplace, multiplicadas por um coeficiente apro- 
priado, produz uma solução geral. Isto leva à seguinte questão: quantas so- 
luções gerais existem, ou, de outro modo, para um dado problema com con- 
dições de contorno fixadas, a determinação dos coeficientes a, é única, ou 
podem ocorrer várias possibilidades? A resposta a esta pergunta é dada pelo 
teorema da unicidade, apresentado a seguir. 


Teoretna 6.2. Sejam Vi, e Yp duas soluções gerais da equação de Pois- 
son 6.1, 


v2y = -—É 
€g 


Essas soluções podem ser escritas, mediante a utilização do princípio da su- 
perposição, como 


n 
Va = >. An Vi 
= 1 
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Vo = 3 bn Vi 
1—1 


Se essas soluções satisfazem as mesmas condições de contorno, numa mesma 
região de volume V, delimitada por uma superfície S, então, necessariamente, 
Va é Vp diferem, no máximo, por uma constante numérica aditiva. 


Demonstração. Antes de iniciarmos a prova do teorema, devemos definir os 
três tipos de condição de contorno que um problema pode apresentar. Quando 
um problema estabelece condições de contorno especificando apenas o poten- 
cial elétrico V sobre algumas superfícies, temos condições de contorno de Da- 
richlet. Se a grandeza que é definida nas condições de contorno é a componente 
do campo elétrico normal às superfícies (E “n), e não o potencial elétrico, elas 
são chamadas de condições de contorno de Neumann. Como o campo elétrico 
é o gradiente negativo do potencial, é comum utilizar a notação 


= OV 
—Ecn=VV.cn= — 
on 
para indicar este tipo de condição. Por fim, se as condições de contorno são es- 


tabelecidas em termos de V em algumas superfícies e mediante Gas em outras, 


elas são chamadas de condições de contorno mistas ou de Cauchy. Vamos nos 
concentrar principalmente em problemas envolvendo as condições de contor- 
no de Dirichlet e de Neumann, por que eles são mais simples do que os que 
“envolvem as condições de contorno de Cauchy *. 


Voltando à demonstração, sejam duas soluções gerais V; e Vp, ambas 
satisfazendo a equação de Poisson e as mesmas condições de contorno numa 
região de volume V, delimitada por uma superficie 9. Definindo uma nova 
solução através de 


V=VYVa— Yo 
vemos que 


V2V = Vêy,— V“y, 


2 Os problemas que envolvem condições de Cauchy podem ser bastante complicados, já 
que o potencial elétrico e o campo elétrico não são grandezas independentes uma da qutra. 
Assim, não é raro um problema com condições de Cauchy ser inconsistente. 
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víy=-L4, É 
o 
Viy =0 


c assim, V satisfaz a equação de Laplace dentro de V. Nesta região, inde- 

pendentemente de as condições de contorno para Va ou V, serem condições . 

de Dirichlet, Neumann ou Cauchy, elas são as mesmas, e para V, que é a 

subtração das duas, elas se reduzem a Vsuperfícies = O, no caso de condições 

de Dirichlet -| 0, no caso de condições de Neumann, ou então a 
ae Sm superfícies ”— 

uma combinação das duas, se forem condições de Cauchy. 


A primeira identidade de Green, equação 1.61, estabelece que 
[ (UV? + VB. VU) dV = b DV TT. AdA 
V S | 
Vamos aplicá-la para as seguintes funções: O = W — V, ou seja, 
[ (VVÊYV + VV. VV) dV — b VVV.ndAÃ 
V S 


Como V satisfaz a equação de Laplace, temos 
oNV 
/ VV] dV = Ê V>— dA 
v on 


Agora, como as condições de contorno para V são ou Ysuperfícies = Vou 
oY — 0, a integral do lado direito se anula, já que ela é feita sobre as 
ôn superfícies | 

superfícies das condições de contorno. Portanto, 


/ VV dV =0 
V 


Como |V V|” é uma grandeza não-negativa, para que sua integral se anule é 
necessário que VV = 0, ou seja, V deve ser uma constante dentro de V. 


Se as condições de contorno são de Dirichlet, então, sobre as superfícies, 
temos VY = 0. Como V é uma constante, o que foi demonstrado acima, em 
toda a região V devemos ter V = 0. E como V = Va — Vo, Isso significa que 
Va = V,, de modo que a solução é única. 

Quando as condições de contorno são de Neumann, sobre as superfícies 
temos = VV -n = 0,0 que está de acordo com o fato de que V é uma 
constante em V e que, consequentemente, seu gradiente é nulo. Neste caso, 
temos V = Vo, e como V = Vá — Vp, achamos 
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Va = Yo + Vo 


ou seja, as soluções diferem por uma constante aditiva. Entretanto, como o 
potencial elétrico depende de que um potencial de referência seja estabeleci- 
do, apenas diferenças de potencial fazem sentido físico, do mesmo modo que 
apenas diferenças de energia são Importantes. 


Vale lembrar, por exemplo, que, ao levantarmos um corpo do chão até uma altura A, podemos 
colocar a referência da energia potencial gravitacional no chão, no ponto à altura À, ou em qualquer 


outro ponto, já que o trabalho realizado terá sempre o mesmo valor. 


Assim, podemos incluir a constante Vo em V, ou Y,, de forma que, essencial- 
mente, V, = Yp. Novamente, a solução é única. 


Por ffm, quando as condições de contorno são mistas, ou de Cauchy, a 
equação 


/ VV dV =0 
V 


ainda permanece, de forma que VV = 0, o que significa que V é novamente 
uma constante dentro do volume V. Como em algumas superfícies as condições 
de Cauchy fazem com que V = 0, isso indica que em todo o volume V devemos 
ter V = 0. Portanto, recaímos no caso das condições de contorno de Dirichlet, 
e observamos que a solução é única. Desse modo, demonstramos todos os 
casos possíveis, bem como o teorema. 


nm 


Concluindo, o teorema 6.2 estabelece que, após encontrarmos uma so- 
lução geral para um dado problema eletrostático numa região de volume V, 
delimitado pela superfície S e sujeito a condições de contorno de Dirichlet, 
Neumann ou Cauchy, ele está resolvido, uma vez que esta solução geral é a 
sua única solução. Esta verificação será importante para o estudo das soluções 
da equação de Laplace nos sistemas de coordenadas mais importantes, o que 
é feito a seguir. 
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6.3 Equação de Laplace em Coordenadas 
Retangulares 


A resolução da equação de Laplace em coordenadas retangulares é muito 
simples. Vamos estudar os casos de duas e três dimensões, que são bastante 
relevantes. 


6.3.1 Equação de Laplace em Coordenadas Retangulares 
Bidimensionais 


Vamos começar, resolvendo a equação de Laplace em coordenadas re- 
tangulares em duas dimensões, pois este caso é o mais simples dos que tem 
um interesse prático. Por exemplo, um cabo de transmissão retangular, longo 
e achatado, pode ser aproximado por um problema bidimensional em coorde- 
nadas retangulares. A equação de Laplace em coordenadas retangulares em 
duas dimensões é 


e para resolver essa equação diferencial parcial, vamos tentar usar o método 
de separação de variáveis, supondo que a solução seja dada pelo produto de 
duas funções, uma para cada variável independente, ou seja, 


V(x,y) = X(x)Y(y) (6.4) 


o que resulta na equação diferencial 


o [tor (| PLeo)r (gy) 


og? Oy? =0 
ou 
2X)  ,  92Y(y) 02X (a) 02Y (gy) 
Yty) Dx? (1) +Y(y) dy? + (2) Oy? =) 


As derivadas das funções em relação às variáveis das quais elas dependem se 
transformam em derivadas ordinárias, enquanto as derivadas em relação às 
variáveis das quais elas não são funções são nulas, e assim, 


de X (x) d2Y (y) o 
dx? (2) dy? 


Y(y) 
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Dividimos tudo por X(x)Y (y) “ e separamos o termo em Y, ou seja, 


1 dX 1 d2Y 


Xd2 Ydyf 
O lado direito desta equação depende, no máximo, de y, enquanto o lado 


esquerdo depende, no máximo, de x. Portanto, para que ambos sejam iguais, 
eles devem ser uma constante, que tomaremos como sendo —k?. 


Para ficar mais claro, vamos considerar que o lado esquerdo resulte na função mais simples 


de x, excetuando uma constante, que é o próprio x. Neste caso, temos 
a d2Y (y) 
Y(y) dy? 
o que é impossível, pois o lado direito depende, no máximo, de y e não pode ser igual a x. Conside- 


rando agora o lado direito como sendo y, que é a função de y mais simples, excetuando a constante, 


ficamos com 


cv dX(x) 


O E 


X(z) dz? 


o que também é impossivel, pois o lado esquerdo depende, no máximo, de x. Portanto, somente uma 


constante numérica permite que os dois lados sejam iguais. 


Com as considerações anteriores, obtemos a expressão 
1 dx o 1dY 1? 
X dr Ydy 


que origina duas equações, 


1dX — —hº 
X dy? 
e 
dy — —k? 
Y dy? 


as quais ficam 


“ Note que nem X(x) nem Y(y) são identicamente nulos, caso contrário teríamos V = 
X (2)Y (4) = O em todo o espaço, que é uma solução trivial sem grande interesse físico. 
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= +kX =0 (6.5a,) 

e o | 
d2Y 
da T kºY = (6.5b) | 


Ambas são equações diferenciais de segunda ordem com coeficientes constan- | 
tes e elas são resolvidas, quando k + 0, através da substituição X,Y = Ae”*3,. 
o que resulta numa equação chamada equação característica. A primeira tem 
a equação característica 


me+k=0 > m=kik 
e ela origina as soluções 


m=ik=X= Ae 
m=-k> X = Bet 

que podem ser combinadas para dar a solução geral 

“X(x) = Ae? + Bet 
ou, de outra forma, através da relação de Euler 

e” = cos0 + isen6 (6.6) 
podemos escrever 
X(x) = Ae“? + Be 
= Ajcoskz + isen ko] + B cos(—kx) +41 sen(—kx)| 


— Acos kz + Assen kz + B coskx — Bisen kz 
a b 


4 e, 4 e, 
= (A+ B)coskzx+ (A -— B)isenkz 
X(x) = acoskz + bsenkz (6.7) 


Para a segunda, temos a equação característica 


m-k=0 > m=+k 
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de modo que as soluções são 


m=k>Y = Ce! 


m=-k>Y=De*" 
as quais formam a solução geral 
Y(y) = Ce*! + De "3 


ou então, utilizando a definição das funções hiperbólicas 


9) — 8) 
2 
5) — 8 
e” —e 
ho — 
sen ; 
temos * 
e” — cosh0 + senhO 
e* = cosh6 — senh6 
e assim, 


Y(y) = Ce*! + De"? 


= 0 [cosh ky + senh ky| + D cosh(—ky) + senh(—ky)| 


= € cosh ky + €C senh ky + D cosh ky — senh ky 
c d 


(ee e, (e e, 
Y(y) =(C+D)coshky+(C — D)senhky 


* Somando as equações 6.8a e 6.8b, obtemos 


g -g 0-8 
cosh 8 + senh 6 = É re + > 
cosh 8 + senh 8 = e? 
Subtraindo as equações 6.8a e 6.8b, extraímos 
9 -0 0 .—8 
cosh 8 — senh 6 = “É re e — 


cosh9 — senh0 = e” 


509 


(6.8a) 


(6.8b) 


310 6. POTENCIAIS ELÉTRICOS, Il: EQUAÇÃO DE LAPLACE 


ou 
Y(y) = ccosh ky + dsenh ky (6.9) 
e reunindo as soluções 6.17 e 6.9, obtemos a solução 6.10 para k + 0: 


Vezgo(r,y) = X(x)Y (y) 
Vezo(x,y) = jacoskz + bsenkz|.[ccosh ky + dsenh ky| (6.10) 
Quando k = O, as equações diferenciais 6.5 tornam-se 
Px 
dr? 
deYy 
-* =0 
dy” 


que podem ser integradas, resultando em 


de X 
"LL =0 
dx? 
* didX L 
/ E [| do= | O dx 
Bo dx | dz Bo 
do 
em, 
dk  dX(Bo) 
dx dr 
dX 
do DO 
e X Eh 
/ ax dz -[ Do dx 
Ao GL Ao 
aq 


4 me, 
X(x) — Go — boÃo +box 
Xo(x) = ao + box (6.12) 
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311 
4d | [ 
— |—— | dy = 0d 
IN dy | dy 2 Do ? 
do 
q ema amem, 
dy AY(Do) 
dy dy 
dY 
dy 4 
4 dY 
—— dy = [ do dy 
IA dy Co 
CQ 
gra teme, 
Y(vy) -— Y(Co) —= doy -—- dolo 
Ê A 
Y(y) = cy — doCo +doy 
Yo(y) = co + doy (6.13) 
Às soluções 6.12 e 6.13 podem ser combinadas, resultando em 
Ve=o(2,y) = Xofo 
= [09 + boxlico + doy| 
Ve=o(2,Y) = aoco + aodoy + bocox + bodoxy 
Podemos incorporar as constantes em ao, do, co e do, ou seja, 
Ve=o(£,y) = G9 + box + coy + doxy (6.14) 


e a solução geral do problema é formada pela soma das equações 6.10 e 6.14, 


Ví(z,y) = 00 + box + coy + dozy 
+ a cos kz + bsen hz] lc cosh ky + dsenh kyl (6.15) 


que é a solução geral da equação de Laplace para o problema bidimensional 
do potencial elétrico em coordenadas retangulares. As constantes ag, do, Co; 


do, a, b, c de k são obtidas através das condições de contorno para cada 
problema específico. 


Exemplo 6.1. Como exemplo, vamos estudar um sistema formado por uma 


região retangular, de largura L e muito comprida, delimitada pelas seguintes 
condições de contorno: 
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V(0,y) = 0 V(L,y) =0 
V(x,0) = D(x) V(z,y > 00) > 0 


Estas condições poderiam representar uma linha de transmissão muito longa e 
estreita, de espessura desprezível quando comparada com as outras dimensões. . 
Utilizando as condições de contorno dadas, vamos obter as constantes da 
solução geral do potencial 6.15. À primeira condição nos diz que 


V(0,y) =0 
ao + b9.0 + co.0 + do.O + a cos k.0 + bsen k.0 | [c cosh ky + d senh ky| = 0 
Go + a |c cosh ky + dsenh ky| = (0 


Para que a expressão acima seja verdadeira, ag e a devem ser nulos, e assim, 
Y = box + coy + doxy + bsen kz [c cosh ky + dsenh ky| 

Podemos incorporar a constante b nas constantes c e d, ou seja, 
V = box + coy + doxy + sen kg [6 cosh ky + D senh ky| 


À segunda condição nos fornece 


V(L,y) =0 
boL + coy + doLy + senkL[C coshky + Dsenhky| = 0 
boL + (co + doL)y + senkL|C cosh ky + D senh kyl — 0 


Para que a expressão acima seja possível, by e o termo entre parênteses devem 
se anular, assim como o seno, Isto é, 


bo = O 
co+ doL=0>co=-Ldo 
sen kL = 0 


e para que o seno se anule, é preciso que o ângulo seja um múltiplo inteiro de 
Tr, ou seja, 
kKL=nT 


TLM 
kn = — 
PL 
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Portanto, agora temos os valores possíveis para k, que depende de n. À solução 
geral fica 


Vn = —doLy + doxy + sen —— c; cosh — + D, senh aa 


NAL 


VYn = doy(x — L) + sen E 


na na 
G cosh — + D, senh a 


o que significa que há uma solução do potencial para cada valor de n. 


Quando y > 00, Y > 0. Por causa disso, do = 0, e portanto, precisamos 
reescrever as funções hiperbólicas em termos das exponenciais, ou seja, 


nTL na na 
V, = sen T G cosh — + D, senh e 


cen TE etry + e fny N efny — eTtny 
— sen —— ———————— ———D—————— 
LO 2 r 2 
An Bn 
4 me, 
NAL Cn + D,, k Yy O D, —k y 
=sen—— |——>—-— e" + ——— e É 
L 2 2 


V, = sen — Anel! + Baer] 


e agora, quando y — 00, a exponencial positiva diverge, enquanto a negativa 
vai a zero. Assim, é preciso anular o coeficiente A, da exponencial positiva. 
Com isto, a solução fica 


NAL o  nmy 
Va = Bh sen —— e L 


A solução geral é a soma de todas as soluções possíveis, e assim temos, lem- 
brando que n > 1, 


0.0 
V=5 Va 
n=1 


so 
V = >. B, sen — er (6.16) 


n=1 


Por fim, a última condição nos dá 


V(x,0) = (x) 


314 6. POTENCIAIS ELÉTRICOS, IJ: EQUAÇÃO DE LAPLACE 


Ou 


d(x) =>) Ba sen — (6.17) 


Observando a expressão acima, vemos que ela é uma expansão da função O(x) 
em uma série de Fourier em senos, discutida na seção 2.2 do capítulo 2. Uma 
função f(x”) qualquer definida no intervalo O < x < 7 pode ser escrita como . 
(veja a expressão 2.23) | 


OO 
f(x) = 3. bn sen ng”. (6.18) 
n=1 
sendo que os coeficientes b, são obtidos através da equação 2.24, 
2 47 
ba = -[ f(x) senngz” dx (6.19) 
0 


No nosso caso, a função 9(x) é definida no intervalo O < x < L, e comparando 
as expressões 6.17 e 6.18,'vemos que 


, TE 
T=— — 
L 
e portanto, na Integral em 6.19, temos 
x 
dx! = — dr 
L 
Tr =0>2= 


de modo que a integral que fornece os coeficientes B, fica 


9 L 
=| d(x) sen —— É ds 
0 L 


T L 
2 [t NAL 
Ba = ç), &(x) sen TI” dr (6.20) 


Se & é na verdade uma constante, 9(x) = d,, e a integral pode ser resolvida, 
ou seja, 


6.3. EQUAÇÃO DE LAPLACE EM COORDENADAS RETANGULARES So 


) L 
B, = |, dp sen ——— dz 
Ô 


L L 
= 20 -, nl dx 
Lo L 
- Mofo cos tee!” 
L na L 0 
— —— |cosnr — 1| 
na 
2 
Ban = "2h — cos nT| 
NA 


Quando n é par, o cosseno vale 1, e se ele for ímpar, seu valor é —1. Portanto, 


Õ, n par 

Bn = AD, , (6.21) 
——, n ímpar 
TA 


e a solução geral para o potencial fica 


NHL o nTy 


O 
V= 24 Bnsen o e 1 


= —— sen—— e L 
na L 
n=1 
nr impar 
CO 
40, ] NNTonmy | 
V=-—— ; —sen—— e 1 (6.22) 
T n L 
| Jr 
n impar 


À expressão em série acima pode ser somada para resultar numa função co- 
nhecida. Para tanto, vemos que, pela relação de Euler 6.6, 


eê — cos0 +isen6 


e assim, as partes real e imaginária de e” resultam em 


R(e'?) = cos 0 


S(e'?) = sen 6 


e podemos reescrever a equação 6.22 como 
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4d, ma Lo cinmeo ny 
V=—— —G(e' L )e” 
- 3. — Se )e 
n=1 
n ímpar 
4d, ma 1Lonme nmy 
V=G|— —e* E 
ço qt e 
n=1 
n impar 
o ' 
y - o/22o0 3 Linz (a+iy) 
Tn 
n ímpar 
Definindo 
X = e Elu+iy) 
obtemos 


Agora, temos a condição 


O 
Dr 


nr! |I— A 


que é a soma da série geométrica (veja a seção 2.3). Integrando os dois lados 
desta equação, obtemos 


s asi =—In(l— X) 


que, sendo muito parecida com a série do potencial, contém tanto termos pares 


como ímpares. Precisamos retirar os termos pares da série acima. Lembrando, 
da equação 2.5, que 
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In(1+X)= 5. - +55 


n= 


Pá (—1)"+1 x" Y x? x3 x4 


vemos que, ao somar as duas séries, temos 


In(1+X)-In(1l—- X) = 3 tiro, 3 — 


ou 


— X n 
n=1 
n impar 
OQ 
1+ X X” 
In = 2 — 
n ímpar 


À soma acima é exatamente a série do potencial que procuramos, e assim. 


XxX” Lo 1+4+X 
—— In 


n 3 1l— X 


=1 
n ímpar 


de forma que o potencial fica 


4bP, 1. 144A 

V=35|— — In —— 

15 gn 
2D, 1+ AX 
V=>—S|n—— 
T no 


Para encontrar o logaritmo de um número complexo, o escrevemos na forma 
polar, isto é, 


X=|Xle'º 
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sendo a a fase do número complexo. Assim, 


In X = In [|X]e'] 
=In|X|+lne'º 
InX =In|X|+ia 


Observe que a parte imaginária do logaritmo de um número complexo é a fase 
do número. Precisamos, portanto, encontrar a fase de 


1I+ AX 
|I-X 


In 


À tangente da fase de um número complexo está relacionada com as partes 
real e imaginária, através de 


e desse modo, precisamos encontrar as partes real e imaginária do número 
dentro do logaritmo. Para fazer isso, multiplicamos o número pelo complexo 
conjugado do denominador, ou seja, 
L+X o 1+4X1-X* 
I-X í1-X1-X* 
A+X-X*-|X| 


1 XP 
1+X 1-|XP+(X—X*) 


1—X 1-X| 


Entretanto, se 4X —a+hd, 


X-X*=a+bi-(a-bi) 


e assim, 


L+HX o 1-|XP+US(X) 
1I-X o 1— X]2 
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Dessa forma, 
AX 
sk E — 1-XP 
1 + 2HX). 
1-X E — 1-X|P 


Sendo 8 o ângulo de fase de Es , obtemos 


o M(X) 


sta [xP 


e o resultado no logaritmo de + é justamente este ângulo, ou seja, 


Como 


temos 


Assim, o ângulo fica 


320 6. POTENCIAIS ELÉTRICOS, II: EQUAÇÃO DE LAPLACE 


= ZU 
eL-e tz 
= aret 2 sen 
=arctg| Sm 7 
sen F* 
— L 
5 = arctg( a E) 
L 
e o potencial elétrico torna-se, finalmente, 
B 
2D, 1I+ A 
V = sl 
T | “1- E 
2Do sen A 


Agora, é simples verificar que todas as condições de contorno dadas são obe- 
decidas. o 


Vejamos explicitamente. Quando x = 0, o seno no numerador é nulo e o arco cuja tangente 


é zero é 8 = 0. Portanto, 


V(0,4y) = 0 


Quando x = L, temos 


2D 
V(L,y) = — arct 


V(L,y)=0 


Quando y — co, o seno hiperbólico diverge no denominador, e o resultado é que a fração tende a 
zero. Portanto, novamente o potencial se anula. Por fim, quando y = 0, senh0 = 0,e a fração tende 


para infinito. No entanto, o arco cuja tangente tende a o0 é 8 = 5, e assim, 
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2O sen &— 
V(x,0) = 2 arctg L 


T— 


V(x,0) — do 


que é a quarta e última condição de contorno. 


O campo elétrico é obtido através de 


> .0V.  0OV 
É =—VY = “ar “a 


Lembrando que a derivada do arco tangente é 


d f 
— arcte(u) = ——s 
dx e(u) 1l+ u? 
obtemos, para a parte em Ô, 
OVY 
E. = —— 
É ox 
2D, O sen A 
= ——— o arctg T 
x Ox senh 5% 
cos NA 
o 2Do fil senh A 
LÊ sen FE 2 
senh + 
g 29, cosTE senh * 
CL senh? Fr + sen? TE 
e para a parte em 5, 
oV 
É, = —5— 
Oy 
2d, O sen ZE 
E, =—-— — arct L 
7 arts E h ) 
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ML NY 
sen 5 cosh T 


27] 
2007  senh A 


Es = — — >> Ss 

ú m Lo sen º 2 
senh Fº 

g, = 2% sen ZE cosh Tº 


L senh? = + sen? TE 


de modo que o campo elétrico torna-se 


> 2D, Tr Ty + Hd NY s 
€EÉ=-————————————— | COS — senh — 1 + sen — cosh — 0.24 
L(senhº * + sen? ZE) | L L L Lº (6.24) 


6.3.2 Equação de Laplace em Coordenadas Retangulares 
Tridimensionais 


Vimos, na subseção anterior, a equação de Laplace em coordenadas 
retangulares em duas dimensões e também um exemplo de aplicação. Agora, 
vamos resolver o problema geral em três dimensões. Neste caso, a equação de 
Laplace fica 


vey o PV OVO OVO 


0,00 
2 To 02 


e novamente vamos tentar usar o método de separação de variáveis para re-. 
solver esta equação diferencial parcial. Supondo uma solução do tipo | 


V=X(2)Y (y)Z(2) 
obtemos 
Vêy =0 


[X(2)Y (y)Z(2)] | SAX) (WZ6)] | AXN ()Z(e)) 


Og? Oy? Oz =0 


Ou 
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2 , 2 2 , 
Yz() 2 e xo) E 4 x (or E 
02X (x 02Y 0“ Z(z 
+ Y(y)Z(z) = ) + X(o)2() 2 + X(x)Y (y) 


9ºY (y) 


é Pá 
ra + xt) + x (o)y (9) DZ 


Oz“ 


As derivadas das funções em relação às variáveis das quais elas dependem se 
transformam em derivadas ordinárias, enquanto as derivadas em relação às 
variáveis das quais elas não são funções se anulam, e o resultado é 

de X dy dº Z 


YZ4— XAL— +XY— = 
dr? T+ dy? u dz? 0 


= (O 


Agora dividimos tudo por X(x)Y (y)Z(z), ou seja, 


1dX LdY dz 
X dr? Ydy Zdz 


e separamos a parte em 4Z, 


ldx 1dy 1dz 

Xd? Ya) Zdd 
O lado esquerdo da equação acima depende, no máximo, de x e y, enquanto 
o lado direito depende, no máximo, de z. Para que sejam iguais, é preciso 
que ambos sejam uma constante, que chamaremos de —k*, para facilitar os 
cálculos. Assim, temos as equações 


IdX o I1dY o 


or dA a 
X dr? Y dy A 


Vamos resolver esta última primeiro, porque ela já está separada. Ela pode 
ser reescrita como 


dº Z 
— =k'Z 
dz? 
2 
C2 vg-0 
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e sua equação característica, quando k * 0, é 


me-k=0>m=+k 
Às soluções são 
m=k> Z= fe? 
m=-k>Z=ge"” 


e elas formam a solução geral 


Zhz0(Z) = fe*? + ge"? (6.25) 


que pode, como no caso da solução para y em duas dimensões, ser transfor- 
mada em senos e cossenos hiperbólicos, Isto é, 


Zrto(2) = f coshkz + gsenh kz 
Quando k = 0, a equação diferencial fica 
dº 2 
da —º 


que pode ser integrada, para dar 


e e, 
dZ - dZ(60) . 
dz o 


E go dz 
Fr; d 


Z(2) — Z(F9) = 902 — goF6 
fo 
e 
Z(2z) = Z2(F9) — goFo +902 


ou 
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Zk=o(2) = fo + 902 (6.26) 


Vamos agora resolver a outra equação diferencial, ou seja, 


1dx 1dY o 
E — k 
X dr Y dy 


Neste caso, isolamos o termo em X e passamos o termo em Y para o outro 
lado. 


Esta equação também está separada e ela deve ser uma constante, que cha- 
maremos de —£2. Portanto, temos novamente duas equações, ou seja, 


Vamos resolver a equação para X, que fica 


PX o, 


Esta equação tem como equação característica 
> - 
me+t=0>ma=ãdil 
e a solução é formada pelas funções 


m=it= X = ae” 
m = il => X = be 
que formam a solução geral 


Xeso(x) = ae“? + be 2 
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que pode ser escrita, em termos de senos e cossenos, através da relação de 
Euler 6.6, de modo que ela fica 


Xezo(x) = acos?z + bsen tz (6.27) 


Quando ? = 0, a equação diferencial para X torna-se 


cuja solução, à semelhança dos casos anteriores, é 
Xe-o(x) = ag + box (6.28) 


À equação diferencial para Y é 


po dt 
ke Yap / 
que pode ser reescrita como 
dy 
—kêY — = py 
dy? 
"o dºY o o 
ER +hk'Y=tY 
d2Yy 
aa (ke LOY =0 


Vamos definir 


NM =ko—p? 
e a equação diferencial fica 
deY 
—s AY =0 
dy? u 
5 


cuja equação caracteristica resulta em 


º Aqui, assumimos que Aº > 0. Se este não for o caso, definimos um (N)º = —A2, as raízes 
da equação característica tornam-se reais, e a solução para Y fica semelhante à solução para 
£Z, em termos de senos e cossenos hiperbólicos ou de exponenciais reais. 


+ 
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m+M=0>m=tid 

e a solução é formada pelas funções 
m=iA>Y = ce 

m=-A>Y = de“ 
que formam a solução geral 

Yazo(y) = ce + deT'Y 
ou 

Yo(y) = ccos Ay + dsen Ay (6.29) 


Quando À = 0, a equação diferencial para Y torna-se 


deY 
>" =0 
dy? 
com a solução conhecida 
NY =o(y) = co + doy (6.30) 


A solução geral do problema em três dimensões é formada pela combi- 
nação das equações para X, Y e Z obtidas acima. Quando k=t=A=0,a 
solução é formada pelas equações 6.26, 6.28 e 6.30: 


Vo, = [20,0 + bo,0z| [co,0 + do,oy| |fo,0 + 90,0Z| (6.31) 


Quando 4 =0ek 0X = kºeA=+k. A solução é formada pelas 
equações 6.29, 0.28 e 6.29: 


Vk0 = 0%.0 + be 02 | [Ck0 cos ky + dk o sen ky| fu oe"? + gr 06 "| (6.32) 
Sek=0€e20,»Xº= —f, de modo que À = if. Assim, a solução para O 


potencial é formada pelas equações 6.26, 6.27 e 6.29, sendo que esta última 
precisa ser reescrita em termos de exponenciais reais. Então, 


Vos = [00,4 cos tz + bo; sen tz] [co pe + do se] | fo e + FRITA (6.33) 
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Quando k =2*£0, ÀA=0,e a solução é dada pelas equações 6.25, 6.27 e 6.30: 


Ve — Qkk cos kz + Dk k sen ka] [Ch + dk kU | fr pel? + gr ke] (6.34) 


E por fim, quando k £?, k £0e£ 0, a solução é formada pelas expres- 
sõoes 0.209, 6.27 e 6.29: 


Vel — [Y, cos 2x + dk & sen tz | [Ck Cos AY + dk sen dy] fu per? + gr pe "| 
(6.35) 


A solução geral é a soma de todas as soluções possíveis, ou seja, 


V(x,y,2) = Voo + Vko + Vou + Ve + Vke 


As constantes que aparecem nas expressões acima dependem das condições 
de contorno de cada problema específico para serem determinadas. Vejamos 
um exemplo bastante relevante. 


Exemplo 6.2. Considere uma caixa condutora na forma de um paralelepí- 
peão de lados a, b e y, que delimita um volume fechado no espaço, livre de 
cargas, como mostra a figura 6.1. 


x 


Figura 6.1: Uma aproximação para um forno de microondas caseiro. 
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Esta configuração poderia ser uma aproximação simples para um forno de 
microondas caseiro. Vamos considerar as seguintes condições de contorno, 
para facilitar o problema: 


V(0,4y,2) = 0 V(0,y,2) =0 
V(x,0,2) = 0 V(z,8,2) =0 
V(z,9y,0) =0 V(z,y,7) = P(x,9) 


Queremos encontrar o potencial elétrico dentro desta caixa. 


Com a primeira condição dada para x = 0, obtemos 


V(0, 1,2) = Vo o(0,1,2) + Ve 0(0,y,2) + Vo (0,4, 2) 
£ 
+ Ve (O, E z) + Ve (O, y, z) = 0 


ou 


V(0,7y,2) = [90,0 + b0,0-0] |co,0 + do,0y] | fo,0 + 90,02] 
+ [0%,0 + by,0-0| CkO cos ky + dk o sen ky) [fu oe"? + gr 06] 
+ [00,4 cos O + bo e sen O, [co ge + do pe” *] Jos + 90,42| 
+ A cos O + by + sen O! Ch + de ky| fr pe? + gr re E] 
+ 04 cos O + by q sen 0] [Ck cos Ay + dk 4 sen Ay! fo pe? ++ gr ee” "| = Q 


ou ainda, 


G0,0 [C0,0 +do,oy| f 0,0 +90,02| +Ók,0 Ck,O cos ky+-dk.o sen ky| Ei p 06 + gr 06] 
+ ao ulco ge! + do pe“ [fo,e + 90,02] + ax k [Ch k + de uy] feno” + gr ke] 
+ Qk Ch cos Ay + dy; sen Ay fr pet + gr se FE] = ( 


Para que a expressão acima seja verdadeira para qualquer valor de 7, y, 2, k 
e ?, devemos ter ap, = 0, Y k,?. Assim, ficamos com 


V(z,7y,2) = bo,ox [Co,0 + do,0Y| fo, + 90,02 
+ bp oD [Ck,0 cos ky + dk o sen ky| fu oe"? + gk0€ 
+ bo e sen tz [co pe! + do pe] Jos + 90,42| 
+ be p sen kz [ck k + dk xy] [fr ke!” + gk ke” 


“| 


ad 


+ UM, sen 2x [ck cos Ay + dk b sen Ay] Fa pe? + gr se "| 
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Vamos usar agora a condição para y = 0, ou seja, 


V(x,0,2) = bo0z [C0,0 + do,0.0] foo + 90,0Z| 
+ bp 0D [CkO cos O + dk o sen | Rca + gr 0€ "| 
+ bos sen tz [Cope + do se] fo + 90,02] 
+ be + sen kz [Ch + dy: O] [fp per? + ke | 
+ bes sentar [Ch cos O + dk , sen | Fr pe + gr se] = (0 


ou 
bo,0XC0,0 fo,0 + 90,02] + be 0XCk,0 [$ 067 + gh,0€ "| 
+ bo,e sen tz [co,e + do,e] [fo,e + 90,42] + be p senkxcr [fe pe” + gp pe “| 
+ bp e Sen trch 4 fu pe"? + gr pe TE] — Ú 


e para que a expressão acima seja correta para quaisquer valores de x, y, Z, 

k et, devemos ter coo = Cko=Ckkh=CGt=0ecos=-dos. O potencial fica 
V(x,y,2) = bo oxdo oy|fo,o + 90,02] + br ozdk o sen ky[ fr, oe” + gr, ge” "| 

+bossentzxco jet! — eU] fo! + 90,42] + bp; Sen kxdy ky Pepe” + gr ke] 


+ bp 4 sen trdy sen Ay Fu pet? + gr pe] 


Podemos substituir o produto de constantes por uma única constante e tam- 
bém utilizar a definição do seno hiperbólico dada na equação 6.8b. À expressão 
para o potencial fica 


V(x,y,2) = bo oXy fo + 90,02 | + by ox sen ky fr oe + gr,0€ 7] 
+ bo , sen 2x senh 2y fos + 90,02] + be nsenka y [fp per? + gk pe] 


+ by 4 sen tz sen Ay EA + gue] 


Em seguida, utilizamos a segunda condição para y, em y = 5, 
V(x,8,2) = bo,028[fo,0 + 90,02] + br ox sen kB| fr oe” + gr oe “| 


+ bos sen tz senh th Jos + go,02| + bp sen ko Bl fr pe + gre | 
+ by e sen tz sen AB | fu ve” + ge se |] =0 
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Para que esta expressão seja válida sempre, é preciso que b9,0 = Do, = 0k,k = 0. 
Além disso, ou bro = O ou senkS = 0. Neste caso, escolhemos a primeira 
opção, porque ela, na verdade, terá que ser considerada de qualquer forma 
quando formos utilizar a segunda condição para 7, em x = a. Portanto, 
bro = 0. Por fim, devemos ter sen AS = 0, pois, se escolhermos by, = 0, a 
solução será a solução trivial V = 0, que não é interessante fisicamente. Se 
sen ÀS = 0, o argumento do seno deve ser um múltiplo inteiro de 7, ou seja, 


AB = nã 
nn 
An — B 
e a solução para o potencial fica 
ny 


V(z, 1,2) = by, sen to sen Ep, ot + gp pet 


À segunda condição para z, em x = q, nos dá 


V(a,y,2) = br e senta sen — [fu pe" + gr 4e "| — O 


que só é possível se sen fa = 0. Neste caso, o argumento do seno deve ser um 
múltiplo inteiro de 7, isto é, 


ta = ma 
p= Ma 
8, 
de modo que o potencial fica 
| ma 


NA — 
Víz, by, Z) — Dk,l sen Set 2 [fp pe + Gk LE “| 


A primeira condição para z, em z = 0, nos fornece 


NRYy 


MAL 
Ví(z, y,0) — Dk Sel Sel Bo EI”. + Gk | = 0 
e para que esta expressão seja correta, devemos ter grs = —Jks. Assim, 
obtemos 
ma NAYy 


V(x,y,2) = br, sen Sed B [fr ,pe"” — fre 
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TATL NTY o 
V(x,y,2) = be gfk4 sen sen —* [e*? kz] 
Qk,t 
pm, MAL na 
V(x,y,2) = 2bp, e) k,£ Sen sen a senh kz 


TATNL 


nT 
V(z,y,2) = ak + sen sen — senh kz 


onde incorporamos todas as constantes em ay ,. Como 


temos 


Já que ? e À são funções de m e n, podemos reescrever o potencial como 


mL nay 
VYmn(Z,Y,2Z) = Gmn Sen — SN. senh km.n2 


e assim, existe uma solução para o potencial para cada valor de m e n. À 
solução geral é a soma de todas as soluções, ou seja, 


V(x,y,2 SS Vanlzsy z) 


sa ] 
TX ny 
V(z,y,2 -5 Amn sen — sen B senh km nZ 
m=1n=l 


Por último, temos a condição para z em z =, 


V(x,y,7) = O(x,9) 


d(x,y) 


Ms 


ma L NAYy 
; Gm n Sen —— sen —= senh km ,nY 
a B 
m=1n=il 
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Esta expressão é uma expansão da função 6(xz,y) em uma série dupla 
de senos, em x e y. Ela pode ser identificada com a série dupla de Fourier em 
senos, definida pela equação 2.30, que é 


f(x,y) = -3 S bm senma! sen ny 


m=1In=1 
onde os bm.n São obtidos através da expressão 2.31, 
4 [* (7 
= / [ f(x,y) senmz' senny dy'dx' 
se considerarmos 1º > ZE, y' > Bo f(x,y) = (x,y) e amn senh kn nY = 
bm n: Com estas identificações, e observando que os limites de integração 


tornam-se 


q =-0>r=0 T=>21>51=0 


y=0>7=0 y=1>y=8 


obtemos, para os coeficientes am n; 


1 4 [º p8 mL nAy nn 
=>———— = D — —— dyd 
a : [o sen" sen-"º dydz (6.36) 
——-— 4h matam mim . 
or ab senh kmnY o J0 4 d: a ida 
e assim, o potencial elétrico fica 
+“ o mL na 
T 
V(2,y,2) = : ) Qm,n Sen a sen s senh km n2 (6.37) 


onde os coeficientes am n são obtidos através da expressão 6.96. 


Vamos encontrar os coeficientes para o caso simples em que 9(7,y) = 
Vo, ou seja, uma constante. Os coeficientes am ,n, dados pela expressão 6.96, 
ficam 


4 e ph MAL 
= V ——— Sd dr 
msn 5 senh |, f p dei 6; cer a Jor 


= 4Vo fon "* sen? duyd 
a =—DD————— —— ah 
Tê yfBsenh kmnYdo Jo 9: y; ? 


SS4 6. POTENCIAIS ELÉTRICOS, II: EQUAÇÃO DE LAPLAÇE 


4 
na 


B 


A o 4Vo “een max J — cos “327 
DE af8senh kmnY Jo 


4Vo [cos na — 1| / a maL 
=D ————— sen —— dz 
nrasenh km nY 6; 


o * 4Vojcosnr — 1| E | 


TAL 
cr 


Ô 


nra senh km ny N 


— 4Vo [cos ma — 1| [cos na — 1] 
tmn mnr* senh km nY 


Entretanto, quando m ou n são pares, cosmr = cosnr = 1, e Gmn = 0.º 
Restam apenas os termos que têm m e n ambos ímpares, e podemos escrever 


4Vol-1-1][-1-1] 


a ia e kh Ps gg 
am+1,2n+1 5 (2m + D(2n + 1)m2 senh kom+ 1 2n419 
ou então, 


16Vo 


a = 
2m+L2n+l € (om + 1)(2n + 1)m2 senh kom+12n4+17 


O potencial elétrico dado pela equação 6.37 fica 


ma L na 
V(x,y,2) = D 3. Gm,n Sen - sen — senh km.n£ 


ou 
A => 3 16Vo senh kam41 2n412 
A (2m + 1) (2n + lg 2 senh Kom+1 2n41Y 
m=0n=0 3 
2 l 2 1 
Db 
ou ainda, 
V(z,9,2) = > >» 1 | om kom+1,2n+12 


x Se 


ns nm] (6.38) 
6; 6) 
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À expressão 6.38 acima é o potencial elétrico dentro da caixa em forma de 
paralelepípedo apresentada na figura 6.1, quando uma das faces da caixa está 
submetida a um potencial constante Vo. O campo elétrico dentro da caixa, 
que é o gradiente negativo dessa equação, é deixado como exercício (veja o 
exercício 6.1). 


Suponha agora que o potencial elétrico numa das faces, ao invés de ser 
uma constante Vo, oscile no tempo de uma forma dada por V(t) = Vo coswt. 
Neste caso, a parte espacial da expressão 6.38 ficará a mesma, mas o termo V, 
antes da somatória deve ser trocado por Vo cos wt. Isso faz com que o potencial 
elétrico seja oscilante no tempo, com a frequência w. Como o campo elétrico 
é o gradiente negativo desse potencial, o campo elétrico também oscila no 
tempo, com a mesma frequência w, apontando ora num sentido, ora no outro. 


A caixa paralelepipédica é o nosso modelo para um forno de microon- 
das. Sendo assim, dentro dela será colocado algum alimento, que deve ser 
aquecido. Qualquer tipo de alimento, não importa qual, contém água, cuja 
proporção varia de acordo com o tipo de alimento. Na seção 4.5, vimos que 
a água possui um momento de dipolo intrínseco que, por sinal, é um dos 
maiores valores de momento de dipolo para todas as substâncias. Além disso, 
na seção 4.6 estudamos o torque que um campo elétrico externo gera sobre 
um dipolo elétrico e vimos que o dipolo tende a alinhar seu momento de di- 
polo no mesmo sentido que o do campo elétrico. Assim, se o campo elétrico 
externo for oscilante, o dipolo também oscilará, e ele formará um oscilador 
harmônico amortecido, porque cada molécula de água está ligada, de alguma 
forma, aos outros constituintes dos alimentos, o que age como uma espécie de 
coeficiente de atrito. Dessa forma, o campo elétrico oscilante transfere ener- 
gla para os dipolos da água, que, ao vibrarem, perdem uma parcela dessa 
energia, na forma de um fluxo de calor, para as moléculas ou átomos dos 
outros constituintes dos alimentos. Essa energia aparece como um aumento 
nas energias cinéticas de vibração, rotação ou translação dessas moléculas, o 
que, macroscopicamente, é interpretado como um aumento de temperatura, e 
então, o alimento aquece e cozinha. Para maximizar a transferência de ener- 
gia do campo elétrico para os dipolos da água, a frequência w de oscilação 
do potencial e do campo elétrico é escolhida de tal forma que ela seja muito 
próxima à frequência natural do dipolo da água, de modo que o dipolo entra 
em ressonância com o campo elétrico. 


Os outros constituintes dos alimentos também podem ser formados por substâncias que têm 


momentos de dipolo, intrínsecos ou induzidos. No entanto, a transferência de energia diretamente 
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do campo elétrico para eles é muito menor do que a que ocorre para a água. Como a água existe em 
todos os alimentos, é bastante simples construir o forno de forma que a ressonância se dê apenas 
com a água. Por outro lado, não seria tão simples ajustar a freqiiência de oscilação do campo externo 
para cada tipo de alimento, para que a ressonância ocorra com esta ou aquela substância. Outro 
fato relevante é o grande valor do momento de dipolo da água, o que contribui para a eficiência dos 
fornos de microondas. Um detalhe importante e que deve ser comentado é o fato de que não se pode 
colocar objetos metálicos dentro do forno. Os metais são condutores e, ao colocarmos um condutor 
no interior de um forno de microondas, perturbamos completamente o potencial elétrico nesta 
região, pois isso equivale a acrescentar novas condições de contorno ao problema. Essa perturbação 
no potencial elétrico produz efeitos indesejáveis, podendo inclusive destruir o forno. Recentemente, 
foi sugerido que, se fossem colocados apenas pós metálicos, a perturbação seria suficientemente 
pequena, de modo que o forno de microondas poderia agir como um alto-forno industrial, sendo 
assim possível produzir ligas metálicas de uma forma mais eficiente e barata. As experiências iniciais 


realizadas comprovaram esta suposição, e algumas ligas foram produzidas. 


Esta é uma explicação, em linhas gerais, do funcionamento do forno de 
microondas. Existem outros detalhes técnicos, como o fato de que é desejável 
concentrar o campo elétrico na região central do forno, por exemplo, que 
não são relevantes para a nossa discussão atual. No entanto, é importante 
compreender fisicamente os processos envolvidos. 


4 


Outra questão que deve ser comentada é que, no início do problema, . 
supusemos que havia apenas uma face da caixa com um potencial diferente de 
zero. Isto não precisa ser assim, de modo que podemos ter todas as seis faces 
“com potenciais estabelecidos em qualquer valor. Para resolver este problema, 
nos valemos do fato de que o potencial obedece ao princípio de superposição. 
Desse modo, para obter a solução do problema, consideramos uma face de 
cada vez, estando as outras no potencial nulo, e depois somamos as soluções 
parciais obtidas, o que resulta no potencial total dentro da caixa. Este caso é 
visto no exercício 6.2. 


6.4 Equação de Laplace em Coordenadas Polares 


Em duas dimensões, além do sistema de coordenadas retangulares, te- 
mos também o sistema de coordenadas polares, e vamos resolver a equação de 
Laplace nestas coordenadas. Neste caso, as coordenadas são p e 0,e o Lapla- 
ciano é obtido através da equação B.10, considerando z = O nesta equação, 
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Isto é, 


À equação de Laplace fica 


56 7) 194 
popl"op)* 2082 


ou, multiplicando-a por o”, 


5 o) + = 0 
"90 1200) "902 ” 


Vamos supor que o potencial seja dado por 
Vp,0) = Rlojó(o) 
Com esta substituição, a equação de Laplace fica 


ô Ret | PRCojo(O)| 


"90 p dp 20º — (O 


ou 


2 
a) eng = 


Dividindo esta expressão por R(p)9(0) e separando o termo em Ô, temos 
pal dA) 1 d219 
R dp P do ) 9 d6? 

O lado direito dessa expressão depende, no máximo, de 8, enquanto o lado 


esquerdo é função, no máximo, de p. Assim, elas estão separadas através da 
constante yu”, isto é, 


a(o dO o 
Rdol do)” qa” * 


que dá origem às equações 
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e 
10 
9 do? 
ou 
ER A LR — 
e Ê 
Po o 
ao THU =0 


Esta última equação tem coeficientes constantes e sua equação característica 


Cd 


é 
+ =0>p=Hiy 
que gera as soluções É 
pv = iu => (0) = Act? 
p = —iyu > 9(0) = Be tê 


Se, para um problema específico, O puder assumir qualquer valor, O < O < 27, 
e precisamos considerar a unicidade do potencial elétrico com relação a este 
ângulo. Quando damos uma volta completa no ângulo 8, a situação física não 
muda, o que significa que é preciso que as soluções para a parte em & do 
potencial respeitem esta condição. Portanto, é necessário que 


pino Ê — g+iuo 


2H 
e+tu.0 — eFtuia 


1 = cos2ru + 1senZ27j 


Esta equação só é satisfeita se | for um número inteiro. Assim, quando É 
é ilimitado, a unicidade do potencial elétrico determina que | seja inteiro. 
Quando 0 não é ilimitado, não precisa necessariamente ser inteiro. 
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À solução para a parte em 6 é 
Du(O) = Ape + Bug 
que pode ainda ser escrita, em termos de senos e cossenos, como 
VulO) = A, cos uô + B, sen uô (6.39) 
que vale para qualquer |, exceto 4 = O. Neste caso, a equação diferencial fica 


d2y 

do? 
nossa velha conhecida, que pode ser facilmente resolvida através de duas 
integrações, ou seja, 


= 0 


Po(9) = Ap + Bob (6.40) 


Note que, quando 6 é ilimitado, Bo é necessariamente nulo. Vamos resolver 
agora a equação diferencial em p, que é 


Trata-se de uma equação de Cauchy-Euler * que pode ser resolvida através 
da substituição p = e* ou t = Inp. Com esta substituição, obtemos 


dR ddr LAR 
do dodt pdt 


dolo) oba -solal-sa 


do? dpoldo] dplp dt] pdoldt] p2 dt 
Add[dR) 1dAR IÊPR IR IL E 
“pdpodt|dt| p dt p2 dt? dt lat? dt 


Utilizando estas substituições, a equação fica 


é Veja, por exemplo, Equações Diferenciais Aplicadas à Física. 
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1(dR dR 1dR 
Pa Dotada DOM — 
2 sm | + A=0 
PR dA dA ds. 
de a Sa AS 
PRO, 
do TH A=0 


que é uma equação com coeficientes constantes, cuja equação característica é 


pP-u=0>p=+uy 


a qual gera as soluções 


p=u5>R=Ce”! 
p=-4u>R= Det! 


de modo que a solução geral, em t, é 
Ru(t) = Cye!* + Dye 


ou, voltando para p = e*, obtemos 


Rulo) = Cup! + Dyp + (6.41) 
que vale para uy É O. Quando 4 = 0, a equação diferencial pode ser escrita 
como 

po fd 

Rdo do )S 
ou 

d (AR 

do dp 


que pode ser integrada, resultando em 


Pd E) / 
—to—|do=| 0d 
/, dp (o dp á do á 
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GR E d 
ERA) 
dp do 
p p 
/ o-| Dog 
po GP po 
R(0) — R(p0) = Do ln p — Do ln py 
Co 
pa me, 0 
R(o) = R(p0) +Do In — 
Po 
ou 
Ro(p) = Co + Doln É (6.492) 


Po 


Note que, nas soluções 6.41 e 6.42, quando a origem (p = 0) faz parte do 
domínio do problema, todos os coeficientes D,, são nulos, desde que não haja 
nenhuma carga na origem. Se a origem não faz parte do problema, então os 
D,, podem ser não-nulos. Em particular, lembrando o exemplo 5.7 e a expres- 
sao 5.29 

À jm ? 


E 21€0 “R 


V(7) = V(R) 


para o potencial elétrico gerado por um fio infinito, vemos que o termo lo- 
garítmico que aparece na equação 6.42 pode ser associado a um fio de densi- 
dade linear de cargas dada por 


À = —21e,Do 


o que nos permite dizer que termos logarítmicos num potencial elétrico em 
“coordenadas cilíndricas ou polares são a “assinatura” de fios infinitos. Assim, 
“sempre que falarmos em fios infinitos, devemos lembrar de termos logarítmicos 
no potencial elétrico, e vice-versa, da mesma forma que termos proporcionais 
ao inverso da distância, em coordenadas esféricas, estão associados a cargas 
pontuais e são a “assinatura” da carga. Cada distribuição espacial de cargas 
tem sua própria “impressão digital” e, se começarmos a observar estas proprie- 
dades, a resolução dos problemas de Eletromagnetismo fica muito facilitada, 
bastando uma análise física do problema, sem excessos matemáticos. 


Voltando à resolução da equação de Laplace em coordenadas polares, 
temos a seguinte solução geral, formada pela combinação das equações 6.39 
a 6.42: 
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V(p,8) = [Ao + Bo6]lCo + Doln o 
Õ 


+ >. [4, cos O + B, sen 10] |CLo” + Dup "| (6.43) 
uF0 


O principal interesse em resolver a equação de Laplace em coordena- 
das polares está no fato de que podemos utilizá-la para estudar o potencial 
nas proximidades da junção entre dois condutores que formam uma região 
aproximadamente plana, como veremos a seguir. 


Exemplo 6.3. Ache o potencial elétrico próximo ao “canto” plano defina 
do pelos dois condutores da figura 6.2. Os condutores estão mantidos num 
potencial Vo jJizo. 


Figura 6.2: Região de junção entre dois condutores planos, definindo 
uma aresta ou “canto” de ângulo de abertura a. 


Neste problema, a coordenada 0 está no domínio O < 8 < a. Além disso, 
“é preciso ressaltar o fato de que esta figura está muito ampliada. Na verdade, 
a região da junção em que estamos interessados tem dimensões da ordem de 
milímetros ou menos, ou seja, estamos realmente bem próximos à aresta. O 
potencialem 6 = 0e 0 = a vale Vo, e a origem faz parte de região de interesse. 
Sendo assim, temos as condições de contorno 
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Como p = O faz parte da solução, na equação 6.43 precisamos fazer as cons- 
tantes Do e D, iguais a zero, pois senão o potencial divergirá em p = 0,0 
que não é permitido, porque não há cargas livres nesta região. Portanto, O 
potencial fica 


V(0,0) = Ag + Bo98 + 3. [Au cos 4ô + B, sen 4O]p” 
HO 
onde incorporamos as constantes Co e C,, às outras. À condição para o po- 
tencial em 6 = O fornece a expressão 
Vío, 0) = Vo 


Ao + Bo.0 + >. [As cos0 + B, sen 0/0” = Vo 
uF0 


ou 


Ao + >. Asp = Y 
u£0 

que é satisfeita se 

Ag = Vo 

A,=0, Vu AO 
Com estas condições, o potencial torna-se 

V(p,0) = Vo + Bo0 + > BysenuOp! 
uf0 


A outra condição, em 6 = a, nos dá a equação 


Vo, a) = Vo 
Vo + Boa + 3 Bysenpa p! = Vo 
uz0 
Boa + > Bysenpo p* = () 
uf0 


que é satisfeita se 
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Se o seno de um ângulo é nulo, este deve ser um múltiplo inteiro de 7, ou 
seja, 


nn 
Ha =nT>4u=— 
6; 


de modo que o potencial fica 


O nr 
Vo, = + Basencqopê 


Para determinar os coeficientes B,, precisariamos conhecer o comportamento 
do potencial em alguma outra região, como, por exemplo, nas regiões mais 
afastadas do canto. No entanto, estamos interessados no comportamento geral 
do potencial perto do canto e não nos detalhes específicos de um dado proble- 
ma. Assim, não nos preocuparemos em encontrar a forma explícita dos Ba. 
Além disso, as potências de p são positivas e, como estamos interessados na. 
região próxima à origem, p < 1, de modo que apenas os primeiros termos da 
série são importantes, em particular o primeiro termo cujo coeficiente B, seja. 
não-nulo. Assim, considerando que B, não é zero, o potencial muito próximo 
à aresta vale, aproximadamente, 


O x 
V(,,0) = Vo + Bi; sen — po 


O campo elétrico nesta região próxima à origem é obtido atravês do 
gradiente negativo do potencial, ou seja, utilizando a expressão B.7 com z = 0, 
temos 


É =-—VV 
-59V  09V 
Pao 00 
9 «0 
- By" senTº E 'p- Bi cost pão 
- B 0 
É = — pal sen — p 4 cos — 6 
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E possível calcular a densidade de cargas induzidas através do resultado 
do exemplo 4.15, em que o campo na superfície de qualquer condutor é dado 
pela equação 4.25, 

> O 
É=—n 
€Q 
sendo f a normal à superficie do condutor. Deste resultado, a densidade de 
cargas é obtida através do produto escalar do campo elétrico com o vetor 
normal, ou seja, 


En=Da.n 
€Q 
En=> 
€o 
o = eqE ch (6.44) 


Para o nosso caso, no condutor em 6 = O a normal é o próprio versor 6, e 
assim, a densidade de cargas induzida fica 


BieoT q. 
“q Pº : (6.45) 


O campo elétrico, na região muito próxima a este condutor, é 


- 5: x O O « 

€(0,0) = - pa sen — P + cos — ] 

Ed B 4 a 

E(9,0) = — pão ô (6.46) 


No condutor em 8 = a, a normal é o versor —8, e assim, 


Breom 2.1 (6.47) 
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de forma que as densidades de carga induzida nos dois condutores são iguais. 
O campo elétrico neste condutor resulta em 


— B ” A 
E(p, 0) = — pão sen — Pp + cos — j 
e Bim 71 A | 
E(9,0) = a Pº 'ô (6.48) 


Quando a < 7, isto é, quando os condutores formam um “canto” cônca- 
vo, tanto os campos elétricos como as densidades de cargas induzidas tendem 
a zero, quando p — 0. Quando a = 7, o expoente de p se anula, e o campo 
e a densidade de cargas tornam-se constantes, o que já era esperado, pois 
esse caso corresponde ao de estarmos muito próximos de um plano condutor 
que, nesta situação, e para todos os efeitos, pode ser considerado infinito, e 
sabemos que o campo de um plano condutor infinito é constante. 


A situação física fica mais interessante quando a > 7, ou seja, quando 
os condutores formam uma aresta convexa. Neste caso, o expoente de p fica. 
negativo e, quando p — 0, na região bem próxima à ponta, o campo elétrico 
e a densidade de cargas podem adquirir valores extremamente altos, depen- 
dendo do valor de B1. Se os condutores estiverem imersos em qualquer meio 
que não o vácuo (ar, por exemplo), mesmo que seja um bom isolante, es- 
ses campos elevados podem produzir uma descarga elétrica para algum outro 
condutor nas proximidades, ou mesmo para a Terra, porque tais campos in- 
tensos quebram a rigidez dielétrica do meio, tornando-o condutor e suscetível 
às descargas elétricas. Este efeito, conhecido como poder das pontas, é a base 
para a construção de pára-raios. À tabela 6.1 apresenta os valores de campo 
elétrico, chamado módulo do dielétrico, que quebram a rigidez dielétrica de 
alguns materiais Isolantes. 


A eficácia dos pára-raios é explicada com base no poder das pontas. Suponha que uma 
nuvem eletricamente carregada esteja numa região aberta, sem prédios, casas, árvores, etc. As 
cargas que a nuvem contém provocam o aparecimento de um campo elétrico que induz, no chão, 
uma carga de sinal oposto. Na região entre a nuvem e o chão, considerando, para facilitar, que ambos 
sejam aproximadamente planos, temos um campo elétrico semelhante ao de dois planos paralelos 
carregados discutido no exemplo 4.14. Esse campo é aproximadamente constante e, por hipótese, 
tem um valor menor do que o do módulo de rigidez dielétrica do ar, que é, pela tabela 6.1, cerca de 
0,8 x 10º V/m, pois, se fosse maior, um raio já teria ocorrido. Entretanto, a nuvem pode adquirir, 
por algum processo como atrito, por exemplo, mais um pouco de carga, de modo que o campo 


elétrico pode aumentar e ultrapassar o valor do módulo de rigidez dielétrica do ar, gerando um raio 
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Material | Módulo Dielétrico (10º V/m) 


Vácuo 


Papel 


> 
= 


Mica, 160 


Ambar 


ferra 
pa 


Porcelana 


Vidro 30 a 150 


fd 
ho 


Baquelita 


Polietileno 


MS 


Teflon 


Tabela 6.1: Valores de módulo dielétrico para algumas substâncias. 


que pode cair em qualquer lugar. Como a nuvem está num local isolado, ermo, essa não é uma 


situação potencialmente perigosa. 


Considere agora que a nuvem carregada esteja numa cidade e que a intensidade do campo 
elétrico seja ligeiramente menor do que o valor do módulo dielétrico do ar. Se a quantidade de 
carga da nuvem aumentar, um raio pode ocorrer, e isto é uma situação perigosa, pois pode provo- 
car acidentes graves e estragos indesejados. Para contornar esta situação, podemos colocar pontas 
metálicas cônicas, ligadas à Terra, no alto de prédios, casas e locais que precisam ser protegidos 
contra os raios, como refinarias. Neste caso, quando uma nuvem, que vamos considerar negativa, 
se aproxima desta ponta, os elétrons da ponta são repelidos, induzindo uma carga positiva. Com 
os resultados obtidos neste exemplo, dados pelas equações 6.45 até 6.48, vimos que, bem próximo 
à ponta, o campo elétrico e a densidade de cargas induzidas tornam-se bastante elevados. Assim, 
próximo à ponta, o campo elétrico pode atingir um valor muito maior do que o do módulo de rigidez 
dielétrica do ar, e neste local o ar torna-se condutor. Como o ar nesta região agora é condutor, o 


ar nas regiões próximas a ela tem sua rigidez dielétrica quebrada mais facilmente, como se fosse 
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uma reação em cadeia, até chegar à nuvem. Isto faz com que no ar apareça um “caminho” seguro e, 
no caso da nuvem negativa, os elétrons em excesso que ela possui passam através desse “caminho” 
condutor até chegar à ponta metálica, e por fim, à Terra. Ao passarem pelo ar, os elétrons chocam- 
se com as moléculas dos gases que o constituem e liberam energia na forma de calor, luz ou ondas 
sonoras, dando origem ao clarão do raio e ao barulho do trovão. Assim, o raio não cai em qualquer 
lugar, e a ponta metálica, que é o que chamamos pára-raios, protege de forma eficiente o local onde 


está instalada. 


E importante observar que, mesmo quando os campos elétricos são va- 
riáveis no tempo, a discussão física anterior permanece, assim como o efeito 
do poder das pontas. 


6.9 Equação de Laplace em Coordenadas Esféricas 


Nesta seção vamos estudar a equação de Laplace 6.2 em coordenadas 
esféricas. De acordo com o apêndice B, o Laplaciano em esféricas é dado pela 
equação B.20, 7 


Vê — 10, | o sen 92. : a 
“ rôr? r2 sen 8 00 98 r2 sen? 6 06º 
e a equação de Laplace fica 
16 (, ) o o sen 0Y A OV q 
r Or? rº sen 0 06 00 r2sen?0 09? 


Utilizamos a separação de variáveis para resolver esta equação, supondo que 
a solução seja dada por 


v(r,8,6) = “Dl o(oyo(ó) 


que, substituída na equação diferencial parcial, resulta em 
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cóm r| Peroo) 


1) o [EE o(9)o(4)| 
r2 sen 6 00 sen é 06 
1 9 Eo(oo(g) 
, r2 sen? 8 04? =0 
O(9)9(4) 9º R(r) ao 39 | | R(r)o(0) 02D(6) “0 
r Or? rºsenô 06 0 r"sent0  d4 


ou ainda, simplificando um r, 


go“ R p Re a S n9º0 Ro dt 
dr? r2sen6 dê do 


r2sen20 dy? — 


Agora, multiplicamos esta expressão por rºsen?0, dividimo-la por RO6 e 
isolamos o termo em &, o que resulta em 


— Ddg? 


R ai "O. 0 sen 8 — 


rºsen*0dºR send | | — 1dD 
do 


O lado direito desta equação depende apenas de &, enquanto o lado esquerdo 
é função de r e 8. Sendo assim, as variáveis estão separadas, e a constante de 
separação é m”. Portanto, temos as equações 


r'senf0dR | senô d sen 94º = m? 
R dr? O dê do | 
e 
12d, 
-— —— > mm 
d dg? 


e vamos resolver esta última primeiro, porque ela é mais fácil. Ela pode ser 
reescrita como 
d2& 


TE + méd =0 (6.49) 
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que é uma equação com coeficientes constantes. Quando m O, temos a 
equação característica 


pm =0 > pçp=tim 
que gera as soluções 
p=im> d= Ae'T? 
p=-m>D= Be'MP 


Se o domínio de à, para um dado problema, for O < & < 27, então é preciso 
considerar a unicidade do potencial elétrico em relação a este ângulo, o que 
significa que, ao dar uma volta completa no ângulo é, voltamos à posição 
inicial, de modo que o potencial elétrico não deve ter um valor diferente. 
Assim, é preciso que 


etimg , — etimó 


27 
eim. eTim2n 
t — eF2nm 


|l=cos2amtisen?am 


Esta equação só é satisfeita se m é um número inteiro. Portanto, para os casos 
em que o problema não impõe restrições sobre o ângulo 4, m deve ser inteiro. 
Nas outras situações, m não precisa necessariamente ser um inteiro. 


As soluções acima formam a solução geral 
Dmso(d) = Ame”? + Be *"$ (6.50) 
que pode ser reescrita, em termos de senos e cossenos, como 
Dnzo(4) = Am cos my + Bm sen my (6.51) 


Quando m = 0, a equação diferencial fica 


que é resolvida imediatamente, através de duas integrações, resultando em 


do(d) = ao + bob (6.52) 
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Note que, quando o ângulo & é ilimitado, o coeficiente bo é necessariamente 
nulo, por causa da unicidade do potencial elétrico. 


Vamos continuar com a obtenção da solução geral da equação de Laplace 
em esféricas. Precisamos considerar agora a equação diferencial 


r2 sen? 6 dºR e so! | o, 


R dito go Pg 


que, se for dividida por sen” 8, pode ser reescrita como 


R dr? sen 00 d8 “ do | sen26 
Ou como 

PR mo 1 df gde 

Rd? seno sendo do | do 


Estas equações estão separadas, pois o lado esquerdo depende apenas de r 
enquanto o lado direito depende de 9. À constante de separação neste caso 
será (4 1), e assim, ficamos com as equações 


r2 dR 
R dr? SEA) 
o 
m? 1 d dO 
senão o do [nO] = Ht+1) 


A primeira equação pode ser colocada na forma 


d2R 
ta —“Me+)R=O (6.53) 


que é uma equação diferencial de Cauchy-Euler "a ser resolvida através da 


substituição r = e" ou t = Inr. Assim, obtemos 


dR  didR  1dR 
dr drdt dt 


“”" Veja, por exemplo, Equações Diferenciais Aplicadas à Física. 
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êR  d[dR] d[idR] 1d[dR] 1dR 
dr? ” dridrl drirdt| rdrldt r2 dt 
aa] ldR 1 dR =| | 


“ rdrdt| dt dt? dt 


r2 di vd? rd r 


Com estas definições, a equação diferencial para R fica 


“sITdR daR 
20 Rm O — rar 
SG | MerNR=O 
dR AdR 


que é uma equação com coeficientes constantes. Sua equação característica é 
p”-p-AL+4+1)=0 

ou 
v(p— 1) —>HL+1) =0 


cujas raízes são p = —£ ou p = £+1, que podem ser conferidas por substituição 
direta. Com estes valores para p, as soluções em t são 


R(t) = Cet 4 De * 
e voltando para r, obtemos 
Ro(r) = Cort! + Dor "o (6.54) 


que vale inclusive quando ? = 0. Neste caso, a equação diferencial torna-se 


ER 
dr? 


que é resolvida através de duas integrações, fornecendo 
Ro(r) = Do + Cor (6.55) 
A solução 6.54 fica, quando ? = 0, 


Ro(r) — Cort! + Dor * 
Rotr) = Cor + Do 
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que é idêntica à equação 6.55. Note que £, por enquanto, é um parâmetro real. 
Por fim, vamos resolver a equação diferencial para O, que é 
2 
m 1 d do 
——5 4 — sen0— | = (241) 
sen20 sendo do do 


ou, multiplicando-a por —O e rearranjando os termos, 


o d dO m? 

Em seguida, fazemos a substituição x = cos0. Assim, 
a = dr d = — sen gp 
do dodr dx 


Com esta substituição, achamos 


— senô d o dO m? 
cen 6 [ren o + tt + 1)- a |9=4 


ou ainda, 


d > m 
=| + [t+ 9-0 
e finalmente, 


dO do mé 
1 — o —o2r— +ILL+HD)—-——=|0=0 6.07 
1-0) - + t+) ES] (6.57) 
Esta equação diferencial é chamada de equação diferencial generalizada de 
Legendre. Quando m = 0, ela se torna 
» PO dO 
1— q” 2 HL+DO=0 6.58) 
que é a equação diferencial de Legendre. Tanto a equação de Legendre quanto a 
equação generalizada de Legendre são resolvidas através do método de séries, e 
suas soluções são polinômios, conhecidos como polinômios de Legendre Po(x), 
ou polinômios generalizados de Legendre Pe mtz). O apêndice C apresenta a 
resolução completa e detalhada das duas equações, e sugerimos que você o 
consulte. Aqui, vamos apenas utilizar as soluções, sem resolver as equações 
diferenciais. 


394 6 POTENCIAIS ELÉTRICOS, Il: EQUAÇÃO DE LAPLACE 


6.5.1 Soluções da Equação de Lapiace em Coordenadas 
Esféricas Envolvendo os Polinômios de Legendre 


Os polinômios de Legendre Pp(x:) são as soluções da equação de Legendre 
quando m = 0, que corresponde ao caso em que o sistema tem uma simetria 
axial ao redor de um eixo, como é o caso, por exemplo, de um disco, um anel, 
uma esfera, um hemisfério, etc. Eles podem ser obtidos através da fórmula €.9, 


á 
| d (22 — 1) 


Pela) = sei da? 


que é a fórmula de Rodrigues para os polinômios de Legendre. À tabela 6.2 


apresenta alguns desses polinômios, normalizados para terem valor unitário 
quando z=1º. 


Po(x) Pe(cos 0) 


cos 6 


> (Su? — 1) >(3 cos” 8 — 1) 


EE 


5 (632º? — TOxº + 152) = (63 cos? 8 — 70 cos? 8 + 15cos 1) 


F 
| 


efejejs 


Tabela 6.2: Polinômios de Legendre para alguns 
valores de £, em função de x e de cos6. 


Assim, quando m = 0, as soluções são formadas pelas equações 6.52, 
6.54 e pelos polinômios de Legendre Pr(cos 6), ou seja, 


Veolr,9,6) = do(9) EU 6 (0) 
Veo(r,9,6) = (ao + bog) (Cor + Der) Pocos 6) (6.59) 


8 Veja que os polinômios de Legendre possuem uma paridade bem definida e que os va- 
lores possíveis para £ são apenas números naturais. Este resultado, que é obtido quando 
resolvemos a equação diferencial, pode ser visto no apêndice €. | 
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que, se somadas, formam a solução geral 
Vo(r,0,4) = (ao + bod) (Cor + Der “HD Polcos 6) (6.60) 
t=0 


válida para os problemas em que m = 0, ou seja, aqueles em que há uma 
simetria axial em torno de um eixo, como numa esfera, num hemisfério, num 
anel, num disco, etc. Note que, se a origem faz parte do domínio da solução, 
pode ser necessário zerar alguns dos coeficientes D,. Vejamos agora alguns 
exemplos de aplicação. 


Exemplo 6.4. Considere uma esfera de raio R, submetida a um potencial 
Vo na sua superfície. Calcule o potencial dentro e fora da esfera. 


Este problema exibe uma óbvia simetria esférica em torno de qualquer 
eixo que passe pelo centro da esfera, e sendo assim, m = 0, o que significa que 
devemos utilizar a solução 6.60 para obter o potencial dentro e fora da esfera. 
Iniciamos com a região r < R, isto é, dentro da esfera. Neste caso, como não 
há nenhuma carga livre dentro da esfera e como a origem faz parte da solução, 
os coeficientes Dp,, com ? > 0, são todos nulos, pois, de outra maneira, haveria 
uma divergência no potencial elétrico em 7 = 0, o que não deve ocorrer. Com 
esta condição, a equação 6.60 fica 


Vo(r,0, 4) = (ao + bod) > Cor*Pi(cos 6) 
t=0 


O ângulo à é ilimitado e, portanto, o potencial precisa ter o mesmo valor em 
9 =0e & = 27. Isso faz com que a constante bo se anule. Incorporando a 
constante ag em €C4, ficamos com 


o 
Vo(r,6) = >. Cor" Po(cos 0) 
£=0 
e observamos que o potencial elétrico na verdade não depende da coordenada 
9. Em r = R,o potencial vale Vo, ou seja, 
xo 
Vo(R,9)= > CoRºPi(cos6) 


t=0 


Vo = >. CyRºPp(cos 6) 
£—0 
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e agora temos uma expansão em série de Yo em termos dos polinômios de 
Legendre Prí(cos 6). Definindo 


co = CyRº 


vemos que esta série é exatamente a dada na expressão C.14 do apêndice €. 
chamada série de Legendre. Assim, se f(x) é uma função qualquer, sua ex- 
pansão em série de Legendre é dada pela equação C.14, 


SQ 
f(z)=> Asia) 
E=0 
onde os coeficientes A, são obtidos através da expressão C.15, 


24 : 
A = SE f Ho)Po)do 


No nosso caso, A, = ce, x = cosde f(x) = Vo, de modo que temos 


9p+1 [1 


ou 


sendo que deixamos a integral em x porque assim é mais fácil efetuá-la. Vamos 
calcular alguns valores de C,. Quando £ = 0, obtemos 


o (2.0 + DVo f 
Co o 9 RºO 4 Pot) dx 


— o a 
Vora 
Pp! 

Co = Yo 


Se £ = 1, o resultado é 


(2.1 + DVW f 
Ci=[>"——"— | Pi(x) dz 
1 Pi n (2) 
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3Vo 
Cy = >— d 
(CC 9R Jo, 
3Vo 
2 R 
- Ma Mon 
C4 = ) 


SO 


Observe que, como Pr(x) é ímpar se £ é ímpar, todas as integrais destes 
polinômios são nulas e resultam em coeficientes C, nulos quando t é ímpar. 
Vejamos o que ocorre com ? = 2. 


(3 = 


1 
(2.2 + 1)Vo f Po(x) dz 


2R? 
5Vo [11 
5 ) al 2-1) dx 
Vo 1 
p3 1" — 1 


Na verdade, todos os coeficientes C, se anulam quando £ > 1, e assim, resta 
apenas (C9, que vale Vo. À solução para o potencial elétrico fica, simplesmente, 


Vo(r, 8) = Vo. r«<kR 


(6.61) 


e o potencial elétrico dentro da esfera é constante. Como o campo elétrico é 


“o gradiente negativo do potencial, dentro da esfera o campo elétrico é nulo. 
Vejamos agora a situação fora da esfera, para r > R. O potencial é dado pela 


O oi— 1. mm ra emana 


solução geral 6.60, 


Vo(r,0, 6) = (ao + bob 


e. 


> (C "+ Djr +) Po(cos 0) 


t=0 


Como antes, o ângulo q é ilimitado, e portanto, b, = O. A solução para o 
potencial precisa valer quando r —» oo, e assim, necessariamente, C; = 0 se 
t > 1. O potencial, com estas condições, fica 
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(7,0) — = ds 5 Dk “CA P(cos 8) + an0o 


ou ainda, incorporando a constante a, nas outras, 


Vo(r,0) = 3. Dir HD Pr(cos 9) + 6 
t=0 


Em r = R,o potencial vale Vo, ou seja, 
OO 
Vo(R,0)=5> DR HD Pocos 0) + Cj 
t=0 


Vo = >. D;R ED P(cos6) + C4 
t=0 


Esta expressão também é uma série de Legendre, se considerarmos que Cj = 0 
ed, = D;R (+, O resultado é 


Vo = Do d;Po(cos 0) 
£=0 


sendo que os coeficientes d, são obtidos através de C.15, 


- Ea 
To f f(x)Pela 


ou, No nosso caso, 


ou ainda, 


9F 1 t+ 1 1 
D; = Coto [ pdujda 


Lembrando que Pp(x) é ímpar se £ é ímpar, temos que a integral acima se 
anula nestes casos. Além disso, quando ? > 2, a integral também se anula, 
restando apenas o caso ? = 0, que vale 
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9. 1 0-+1 II 
D! = Coto [ Pula) dz 
4 
WB t 
2 / do 
2“ VYoÊRça 
= — (El 
D! = WR 


de modo que o potencial fica 
Vo(r,0) = VoRr”! Po(cos 6) 


óu 


R 


Vo(r) = Vo r>R (6.62) 


Veja que o potencial é contínuo em r = R, e ele vale, por qualquer uma das 
expressões 6.61 ou 6.62, 


Além disso, lembrando que o potencial elétrico gerado por uma carga pontual 
é dado pela equação 5.14, 


| Q 


” Are P—r'| 


temos, colocando a carga na origem, em 7! = 0, 


um=+8 


“ 47r€0 Tr 


e vemos que a esfera se comporta como se fosse uma carga pontual, para 
pontos situados fora da esfera, sendo o valor da carga tal que 


Vo = 


ATE 
OQ = 4regRVo 


Assim, uma esfera submetida a um potencial Vo corresponde, para fora da 
esfera, a uma carga pontual situada na origem, de valor Q = 47egÃVo. Isto 
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se verifica também com o campo elétrico, obtido do gradiente negativo do 
potencial, ou seja, utilizando a expressão B.16 do apêndice B, 


E=-VV 
— [o 89 do O R 
“Potro TE] 7] 
1 
= —VoRf— 
= o r>R 
— 


que é o campo característico de uma carga pontual, se identificarmos Q = 


AregtVo. Esta verificação é importante e será utilizada posteriormente em 
outros problemas. Vejamos mais um caso relevante. 


Exemplo 6.5. Considere um campo elétrico uniforme É — £o, produzido, 
por exemplo, por duas placas metálicas como as dos exemplos 4.14 ou 5.9. 
Dentro da região delimitada por essas placas, é colocada uma esfera condutora 
descarregada e isolada, de raio R. O raio da esfera, quando comparado com a 
distância entre as placas, é tal que ela não perturba a uniformidade do campo 
nas regiões afastadas dela, mas, nas regiões próximas, o campo é afetado. 
Responda ao seguinte. 


a) Calcule o potencial elétrico na região externa à esfera. 


Para obtermos o potencial elétrico externo à esfera, precisamos inicial- 
mente explicitar as condições de contorno do problema, o que depende de 
uma análise física dele. Primeiro, devemos lembrar que a superfície de um 
condutor forma uma superfície equipotencial e que, desse modo, a superfície 
da esfera está num potencial fixo Vo. Como não há cargas na esfera, e tendo 
em conta que ela está isolada, esse potencial pode ser considerado como sendo 
nulo, ou seja, Vo = 0. 


O campo elétrico, antes da colocação da esfera, era constante e ho- 
mogêneo em todo o espaço. Podemos colocar o eixo z na mesma direção e 
sentido que o do campo, que fica sendo É = Eo k º. Esse campo é o gradiente 


* Esta escolha é arbitrária, mas facilita o entendimento do problema. 
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negativo de um potencial elétrico apropriado. Considerando coordenadas re- 
tangulares, o gradiente é dado pela equação 1.091, que, para o potencial 
elétrico, fica 


20V.  2.0V  «0V 
VV =1-— TI + k-— 


e assim, 


É — —VV 
OV o 20V o «0V 


Egk =i->— +)J— + k>— 
0 “0 "ay" Oz 


Da equação acima, é fácil perceber que 


ou seja, o potencial Y não depende de x ou y, e sim de z, e de uma forma 
simples, que podemos obter ao Integrar a última expressão acima, isto é, 


OV 
dz = é 
Y z 
[ OV = — EnOz 
Vo 0 
V — Vo — —Énz 
V=-E€oz+ Vo (6.63) 


Quando colocamos a esfera no campo elétrico uniforme, ele age sobre os 
elétrons da esfera, de forma que, se considerarmos o eixo z orientado com o 
sentido positivo para cima, os elétrons são atraídos para a parte de baixo da 
esfera, enquanto a parte de cima-fica com falta de elétrons, tornando-se posi- 
tiva. Ocorre uma indução eletrostática, mas a carga total sobre a superfície da 
esfera é nula, já que ela está isolada e não recebe cargas de nenhum lugar. Os 
elétrons movem-se até que a repulsão entre eles contrabalança a força elétrica 
causada pelo campo externo, quando então a situação fica estacionária. Esta 
distribuição de cargas sobre a esfera é não-homogênea, e ela gera, por sua 
vez, um campo e um potencial elétrico que se somam ao campo e potencial 
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externos, de forma que o campo elétrico próximo à esfera tem a configuração 
apresentada na figura 6.83. 


nas 


NM 
Ps > 


Figura 6.3: Linhas de campo elétrico para uma esfera 
descarregada e isolada colocada num campo 
elétrico externo homogêneo e constante Ep k. 


Este campo, a uma distância grande da esfera, é dado apenas pelo 
campo externo inicial, ao passo que, sobre a esfera, o campo deve ser per- 
pendicular à superfície, uma vez que a condição estática Já foi atingida. Além 
disso, o problema tem uma simetria esférica em torno do eixo z, o que sugere 
a utilização de coordenadas esféricas. Outra questão refere-se ao fato de que, 
como o campo é homogêneo, a densidade de carga induzida sobre a esfera não 
deve depender do ângulo à, que, na figura, está num plano perpendicular ao 
campo elétrico. Assim, este é um caso em que m = 0, pois há uma simetria 
axial em torno de um eixo, que é o eixo z. Sendo assim, a solução para o 
potencial elétrico é obtida através da equação 6.60, isto é, 


V(r,0,4) = (ao + boé) (Cor + Dyr +) Po(cos 0) 
?=0 


onde os coeficientes precisam ser determinados pelas condições de contorno. 


6.5. EQUAÇÃO DE LAPLACE EM COORDENADAS ESFÉRICAS 363 


Primeiro, temos que, para os pontos muito distantes da esfera, o poten- 
cial é o da expressão 6.63, que, escrito em coordenadas esféricas, fica 


V(r — 00,0) = —Egr cos 0 + Vo 


Note que, formalmente, quando r > co, a expressão acima dá como resultado VY — o0. No 
entanto, isto não nos ajudaria muito, e não poderíamos utilizar esta condição, que é importante. 
Assim, devemos considerar a forma funcional como V se comporta quando 7 > co, que é dada por 


esta equação. 


Além da condição acima, o ângulo à é ilimitado, e assim, a expansão 
do potencial fica 


O 


V(r,0) = 3. (Coré + Dpr 8H) Po(cos 8) 
t=0 


ou 
Do 
V(r,0) = CoPo(cos 8) + — Polcos 9) + CirPi(cos 0) 


ID, ID, 
+ 5 Pi(cos 9) + Cor“ Po(cos 0) + —3 Pa(cos 0)+-.: 


ou ainda, explicitando os Pp(cos 6), de acordo com a tabela 6.2, 


D D 
V(7r,0) = Co + — + Cir cos O + 7] cos É 
i Ds 1 
2 2 2 2 
— judia OO O — 1 DD Da) . 
+ Cor 5 (3c0s 0 1) + -3 > (3 cos ) + 


Agora utilizamos a condição em 7 — oo. Neste caso, todos os termos com 7 
no denominador se anulam, ou seja, 


1 
V(r > 00,60) = Co + Cir cos 6 + +Corês (3 cos 6 — 1) +. 
1 
—Eor cos O + Vo — Co + Cir cos 6 + +Cor*= (8 cos“ 0 — 1) As. 


de onde extraímos, mediante a igualdade de polinômios, 
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Co = Vo 
Cj = —€o 
GC, =0, t>2 


Com estas condições, o potencial fica 


Do D, Do 1 
V(7,0) = Vo + — - — tor cosb + “2 cos 8 + 39 (3008? 6 — 1) +. 
ou 


Do D Do 1 
Vir,)=Vo+t— + + ( - Er) cos 6 + —3 9 (3cos? 6 — 1) + 


Aqui, precisamos fazer mais uma consideração física. Como a esfera não tem 
cargas, ela não pode ter um termo proporcional a , que é característico do 
potencial elétrico de cargas pontuais, como comentamos no final da seção 6.4, 
antes dos exemplos resolvidos. Portanto, é necessário que façamos Do = 0 na 
expressão acima, para eliminar este termo indesejado, ou seja, 


V(r,0) = Vo + (7 Eur) cos O + —3 3 (3C08 O — 1) + 
O potencial sobre a esfera é nulo, e assim, 
D, Do 1 
V(R,0) = Vo + (o ER) cos 9 + nã 2 (3 cos? 6 — 1) + 
D, Do, 1 o 
O=Vo + (E cor) cos O + 5 (8 cos 9-1) + 
Para que a equação acima seja válida para qualquer valor de 8, devemos ter 


Yo =0 
D 
Fê — éCoR=0= D,= Ego R? 
D, =), t>2 

de modo que o potencial elétrico torna-se 


3 
Vr, 8) — (= — Eur) cos 8 
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ou 


EoRº 


V(r,0) = 3 cos O — Egr cos d 


Observe que, na expressão acima, o segundo termo do lado direito é o potencial 
elétrico devido ao campo elétrico externo homogêneo, ao passo que o primeiro 
é o potencial elétrico gerado pelas cargas induzidas sobre a esfera. Esse termo. 


ER? 
Vesfera = o COS 0 
r 
pode ser reescrito como 
0 3 
Vesfera = 3 7 CO5 0 
Fr 


Podemos compará-lo com o potencial elétrico gerado por um dipolo pontual. 
dado pela equação 5.33, considerando 7! = 0, o que resulta em 


| per 
Vir)j= 
v ATE pó 
ou 
- l 9 
V(r) re “37 COS 


Da comparação entre as duas equações, vemos que o potencial elétrico gerado 
pela esfera é idêntido ao de um dipolo elétrico pontual situado no centro da 
esfera, se o momento de dipolo for dado, em módulo, por - 


p 
ER? = 
0 ÁTEQ 
ou 
p= AregEgR? 


Este momento de dipolo deve estar orientado no sentido positivo do eixo z, e 
assim, 


D = 47egE0Rº k — ArenR'ES 


Da expressão 
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o 1 
V(r) Are ST COS g 
obtemos 
1 pcosô 
V(r) = 
(7) Áreo 1? 


Assim, a “impressão digital” de um dipolo elétrico pontual é dada pelos termos 
proporcionais ao inverso do quadrado da distância (em esféricas) nos poten- 
ciais elétricos, como se percebe da equação acima. Esses termos, num dado 
potencial elétrico, caracterizam a presença de dipolos elétricos, e se tivermos 
dipolos elétricos, o potencial elétrico apresentará esses termos. 


b) Qual é o campo elétrico externo à esfera? 


Podemos obter o campo elétrico através do gradiente negativo do po- 
tencial, ou seja, utilizando a expressão B.lY, 


É =-—VV(r,0) 
> [0 89 o OTTER 
É = — E + = D0 55 E cos O — Eor cos6] 


À componente em £ fica 


3 
É; — 25 [5 cos0 — Eyrcos 6 
2Eg Rº 
— | di cos0 + Eocos 6] í 


3 
És = é E +25] cos 8 £ 
r 


e a componente em 6 é 


à 3 
à — 5 Es cos 8 — Egor cos | 
Rº 


— É sen 8 + éq send ô 
Tr 
3 
A = €0 É + | sen 0 0 
0 r 
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de modo que o campo elétrico fica 


3 3 
É = Enfl+ 2 cos 0 7 + €o ' + | sen 6 6 
r T 


c) Calcule a densidade de carga induzida e também a carga total induzida. 


A densidade de carga induzida na superfície da esfera pode ser obtida 
através da expressão 6.44, que é 


O = enE - n 
onde fi é a normal à superfície. No nosso caso, n = £, e assim, 
o(R,0) = eoE(R,0) -£ 
Rº Rº A 
— fã E + a cos Of + ég E + | end] f 
o(R,0) = 3eoéo cosô 


Se integrarmos a densidade de cargas, obteremos a carga total induzida na 
esfera. Essa carga deve ser nula, já que a esfera estava isolada e descarregada. 
Vejamos: 


T p2a T 2% 
/ / o(R,6) sen 9 didg = / / 3e9€o cos 8 sen 8 dôdó 
O “0 Oo 0 
27 ú 
induzida = d€gêo [9 [ cos 8 sen 8 do 
0 
induzida = O7egéo [ cos 6 sen 8 do 


Q 


Para resolver esta integral, fazemos 


u = sen"0 
du — 2 senf cos 6 do 
sen 8 cos 0 dê = Ei 


e então, 


* du 
Cdinduzida = Greoéo [ > 
O 
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Ii 


induzida = 37€9€0 [ul o 
— 3TenÊo sen? JM 


induzida = O 


de forma que a carga induzida é nula, como deve ser. Veja que procuramo 
resolver este problema de uma forma fundamentalmente física, explorand 
os conceitos Já vistos. Isto é importante para desenvolver a intuição física. 
respeito dos problemas mais complicados que serão vistos posteriormente. 


Exemplo 6.6. Considere, no problema anterior, que a esfera tenha inicial 
mente uma carga (). Qual é o potencial elétrico para esta situação? 


No exemplo anterior, vimos o caso de uma esfera descarregada e isolada 
imersa num campo elétrico externo uniforme. Assim, o campo externo ag 
sobre a esfera, de forma que ele produz uma separação de cargas e gera um. 
densidade de cargas induzidas, que se movem até que a força elétrica causad: 
pelo campo externo seja equilibrada pelas forças elétricas entre essas cargas 
Quando isso ocorre, temos a situação estática e o potencial elétrico passa : 
ser a soma do potencial gerado pelo campo externo com a contribuição devid: 
às cargas induzidas. 


Agora, considere que adicionamos uma carga () à esfera. Essa carga va 
se distribuir sobre a superfície da esfera, sujeita às forças de repulsão entre a 
cargas elementares que formam a carga (). Elas não estão submetidas às força 
geradas pelas cargas induzidas ou pelo campo externo, pois estas últimas j: 
se equilibraram e têm uma resultante nula. Assim, a carga (Q) acrescentada s 
distribui de modo homogêneo sobre a superfície da esfera. À carga Q, par: 
pontos fora da esfera, age como se estivesse concentrada no centro da esfer: 
(veja o exemplo 5.6) e, portanto, ela gera, para os pontos fora da esfera, ur 
potencial 


| Q 

Vo = — 

Q ÁTEO T 
Desta forma, a solução para o potencial elétrico fora da esfera é a soma dest: 
última expressão com a expressão do potencial elétrico obtida no exemplk 

anterior, ou seja, 
EoRº ] 
V(r,0) = o cos O — égr cos O + 


2 TEQ 7 
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O campo elétrico e a carga total sobre a superfície da esfera são deixados 
como exercício (veja o exercício 6.3) 


Exemplo 6.7. Considere uma esfera de raio R cortada ao meio, formando 
| 


2 
dois hemisférios, um submetido a um potencial Vo e o outro, a um potencial 
—Vo. Calcule o potencial gerado por eles 


Este problema também tem uma simetria em torno de um eixo perpen- 
dicular ao corte feito na esfera, e assim, m = 0. Além disso, q é ilimitado, o 


7 ) 
que anula o coeficiente by na solução 6.60, que fica, incorporando aç às outras 
constantes, 


V(r,0,9) = 3 Cort + Der HD Po(cos 6) 
t=0 


Dentro dos hemisférios não existem cargas livres, e assim, necessariamente 
D,=0,4> 0. O potencial elétrico fica 


OQ 
V(r,0) = >. Cor" Pe(cos 0) 
t=0 


e agora, considerando que o hemisfério submetido ao potencial Vo está situado 
na parte positiva acima do plano xy, temos as condições 


VW. 0O<0<% 
v(R9)=4 1» 5054 
—Vo, > < 0 <Tm 
Portanto, em r = R, obtemos 
V(R,0)=53 CyRºPi(cos 0) 


t=0 


“e os coeficientes C, são calculados através da expressão C.15, ou seja 


22 +1 
Cp = 2 f V(R,x)Pe(x) dz 


sendo que 
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+Vo, 0O<gr<l | 


V(R,x) = 6.064 
dis) MA =I<r<o0 16.04 


Vamos encontrar alguns desses coeficientes. Quando ? = 0, temos 


2x0+1 /! 
G= o | V(R,2)Po(a) do 
1 Ê 1 1 
5) Vodo+; | Vo dz 
Vo ro Voral 
=-91 atol o 
“Vo Mo 
2/2 
Co =0 


Se £ = 1, obtemos 


92R! q 
3 [º 3 [1 
> 5R lorde + sã Voz dx 
ELO E A E 
2R([2 |, 2R/2 
Vo 3h 
“— 4R A4R 
3Vo 
OU — 
1! 9R 


O coeficiente Cs» vale 


2x2+1 [1 
Cs — o |, V(R, 2) Po(x) dx 


o Voi(8o? 1) do + 555 [ Voz (802 — 1) da 
2R? “2 2R? Jo 2 
Vo Ê oV 
apo (e! = elos + apo let = eh 
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Quando ? = 3, temos 


2x341 [! 
C= | WR.2)Pi(a) do 
Tp 1 TO fool 
- 8) —Voz(60? - So) do + sos | Vos (6x — 3x) dx 
= Vo [5at gato Vo [Sat gal” 
— 4R8[A4 2 ar | 4 2, 
2 MW[ 5,3 Mo 53 
— 4R3| 4 2] 4R3|4 2 
TVo 
(3 =gR 


O coeficiente C4 deve ser igual a zero, pois o potencial em r = R, dado pela 
expressão 6.64, é uma função ímpar. Como os polinômios de Legendre são 
funções pares se ? é par, a integral de V(R,x)Pp(xz) se anula quando P, é 
par, como de fato ocorreu com Cy e C5. Assim, Cp = 0, Vêpar. O próximo 
coeficiente é €5, que vale 


2x5+1 


] 
Cs = SRS f V(R, 2) Ps(x) dx 


ou 


O A 3 
Cs = ss | —Vog(63 — 702º + 15x) dz 


SA Vos (637º — T0xº + 15x) dz 


ou ainda, 
Cs — “T6RS f (637º — T0xº + nx dx + —— ado Ih (637 — 10xº + 15x) dx 
11Vo [632º 702! 152? 11Vo [637º 70x! , 1522]! 
— 16R5| 6 4 2 I6Rº| 6 4 2 do 
— NWh[ 2 | 35 15 1Vo [21 35 15 
-— 16Rº| 2 2 2 16Rº | 2 p, 2 
11V 
Cs — 5 


— I6R 
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Determinados estes coeficientes, podemos voltar à expressão 
O 
V(r,0) = 3. Cor" Py(cos 8) 
t=0 
para obter o potencial elétrico gerado pelos hemisférios na região r < R. 
O resultado é 


V(r,0) = Cor" Palcos 6) + Cir! Pi (cos 8) + Cor? Po(cos 0) 
+ Carê Ps(cos 9) + Cyr*Pi(cos 9) + Csrº Ps(cos 0) + -- 


ou 
V — NM — + 
(1,0) SR rPi(cos 0) 253” Ps(cos 0) + TGRS” Ps(cos 9) + 
ou ainda, 
; 3 7 ? 
V(r,0) = W 5 (5)? (cos 8) — 3 (5) Pa(cos 6) 


r<R (6.65) 


Note que, na equação acima, os polinômios de Legendre P, aparecem multi- 
PN Vo 

plicados pelo fator (=) e por um coeficiente numérico. Como r < R, estes 

termos vão se tornando cada vez menores, e desse modo, os termos relevantes 

da expansão acima são aqueles com £ pequeno. Além disso, aparecem apenas 

os Pp com ? ímpar. Vejamos agora o potencial para a região exterior aos dois 

hemisférios, onde r > R. Nessa região, pela equação 6.60, e lembrando que 


bo = O porque à é ilimitado, o potencial é 
SO 
V(r,0) = >. (Cort + Dpr” (+) Po(cos 7) 
1=0 
Quando r > oco, o termo Cyrt diverge, a menos que C, — 0, se? > 1. Portanto, 


o potencial fica 


OU 
V(r,0) = Co + >. Dor “+ D Pr(cos 8) 
E=0 
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Em r = R, temos 
OQ 
V(R,90)=Co+> DR AD Pr(cos 6) 
£=0 
Para que apareça uma série de Legendre, fazemos Cy = 0, e assim, 
OQ 
V(R,90)=> DR DPcos0) 
£=0 


sendo que os coeficientes D, são dados pela equação C.15 adaptada para o 
nosso caso, 


2P 1 t+41 1 
D, = CHI [ V(R,2)Pp(2x) dr 
-1 


Vamos calcular alguns coeficientes, lembrando que V(R, x) é dado pela expres- 
são 6.04, 


Quando £ = 0, temos 


), () 1 0+1 1 
Do =— CO [ V(R, 2)Po(x) dx 
—1 
R ) 1 
— — Va dx + — Vo dx 
2 J1 0 
RVor 10 RVo, 1 
— ), [e] — | > [2], 
Do Vo RV 
ERR. 2 
Do =0 


Veja que este resultado já era esperado, pois Pp(x) é par se ? é par, V(R,z1) 
é uma função ímpar e, portanto, a integral do produto V(R, x)Pp(x) se anula 


quando £ é par. Desse modo, D, = O se ? é par. Vamos calcular o coeficiente 
D.. 


D, = 


CxttuR [ V(R, 2)P;(x) dz 


4 —1 
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2 Q 2 PR? 1 
D, = Sr —Voz dx + | Voz dx 
— 3WR2[227  3WR2[a? 
o 2 121, 2 12 
3VoR? 
poe 


Se £ = 3, obtemos 


3+1 l 
Ds — esti V(R, 2)P3(2) dx 
—1 
TRº [º Ls TRé (Mola 
— 2 Vozbia — 3x) d+ | Vos (67º — 3x) dz 
—  VoR' [Sat got) MOR [5at 3a?) 
E 4 4 2 | 4 4 2 Jo 
CC VoRS 5,3 | TVoR 5 3 
E 4 4 2 4 |4 2 
TVoRº 
D3 = — E 


Por fim, o coeficiente Ds é 


(2 x5+ DR! f 


) 4 VIR, z) P; (x) da 


Ds = 


ou 


11Rº [º 1 
Ds = o / Voa (63xº — 702º + 152) dx 
—1 


WMRº (to 1 
+ - / Voa (637º — 707º + 152) dx 
Õ 


ou ainda, 


1 É) Ê 
Ds — — ! é / (637º — 70x? + 152) dx 
—l 


11V.Rº 
16 


1 
[ (637º — 702º + 15x) dz 
Ú 
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—  NWRº [638 70nt | 152? ) | JIVoR [63n8  70nt | 152 
PO 16 6 4 2 |, 16 6 4 2 | 
MYR 2 3 15 1IVoRº 21 35 15 
E 16 2 2/2 16 |2 2/2 
11Vo Rê 
Ds = 
? 16 


Com estes coeficientes, o potencial elétrico 
2.4; 
V(r,0) = >. Dyr + Po(cos 0) 
t=0 
para r > R fica 


V(r,0) = Dir”*Pi(cos 6) + Dar *Ps(cos 6) + Dr *Ps(cos6) + -.- 


Isto é, 
3Vo Rº 
V(r,0) = DOE ,-2Pi(cos 0) 
TVoRº 11 VoRº 
O r"*Ps(cos 8) + ida nba r* Ps(cos 8) +. 
8 16 
ou 


Note que agora os polinômios de Legendre P, estão multiplicados pelo fator 
(BJS, além de um coeficiente numérico que, por sinal, é o mesmo que o 
do potencial dentro dos hemisférios. De fato, há uma semelhança interessante 
entre as equações 6.60 e 6.66. Vamos reproduzi-las novamente abaixo. 


Vír,0) = Va S(5)Pi (cos 6) — (1) (cos 8) 
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Observe que, se substituirmos na expressão 6.65 os fatores (5) por (E) 
o resultado é a equação 6.66. Trata-se de um resultado geral em coordenadas 
esféricas que pode ser verificado também com os resultados do exemplo 6.4. 


Para o potencial dentro da esfera, obtivemos a expressão 6.61, 


Vo (r, 0) — Vo, r<R 


em que aparece apenas o polinômio de Legendre de ordem £ = 0, que é 


Po(x) = 1. Portanto, o fator (5) correspondente é (5) = 1. Para fora da 


esfera, o resultado, de acordo com o exposto acima, deveria ser 


Vo(r, 9) — Vo (5). r > R 


., t+4+1 1 
já que deve aparecer o Tator (+) ” , que se torna, como £ = 0, (=) — + 


O resultado para o potencial fora da esfera é dado pela equação 6.62. 


Vo(r) — no, r>R 


que é idêntica à anterior, como deve ser. Esta verificação facilita o cálculo dos 
potenciais elétricos, porque, se calcularmos a solução do potencial para uma 
das regiões, seja ela interna ou externa, o potencial para a outra região pode 
ser obtido através da substituição 


a) (87º em 


onde R é algum parâmetro relevante para o problema em questão. Veja que 
sempre o numerador da fração é ocupado pelo parâmetro que possui valor 
menor, o denominador é dado pelo que tem valor maior, e a fração como um 
todo é sempre menor ou igual a 1. Isto é importante porque significa que os 
termos mais relevantes da expansão em série do potencial são aqueles que têm 
valores pequenos de £. Outro resultado, talvez mais significativo do que este, 
será obtido no próximo exemplo. | 
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Exemplo 6.8. Considere um disco de cargas positivas, de raio , como mos- 
tra a figura 6.4. 


Figura 6.4: Um disco de cargas positivas. 


As cargas neste disco estão distribuídas de modo que a densidade de 
cargas é 


oq 
R2 — q!? 
sendo 7! a posição de um ponto do disco em relação à origem. Esta densidade 
de cargas faz com que o potencial no disco seja uma constante Vo. 


a) Obtenha o potencial elétrico no eixo 2. 


Para calcular o potencial no eixo z, podemos utilizar a equação 5.12 
vista no capítulo 5, que é 


da 


, 


1 pº 
V(z) = PU) dv 
4reo Jy |” —T 
lembrando que, no caso do disco, a integral é sobre a área do disco. Temos as 
seguintes grandezas: 


r=2zk 

> f f . f Ê 

r =r cos0i+r senô]) 
r-r'=zk-r'cos60i-r'sen0j 


r-r|=v22+r'2cos20+r'2sent0 = v2z2 +41"? 
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e o potencial elétrico fica 


1 e! 
Vo)=m| 
HEOJA VZº + Tr 
o fr r! dr' dO 
“4reo)o Jo VRE-PrivVE+r? 
— D n r' dr' 7 Di 
47€0 , /R2 — q!2/52 + q!2 
R 
= 2700 p' dr' 
— Amen (Rº—-r!2/22 4 q!2 
l 
> 191—5 
6) Zº +T 2 
V(z) = 0 | | r' dr' 
2€0 Rº2 a! 2 


Para resolver esta integral, vamos considerar que z > 7! e reescrever o termo 
no numerador, como segue: 


Pas, 
ho 
+ 
Sa 
E 
rs) 
| 
bo | 
| 
A O ci 
a, 
ho 
RR | 
ferem 
+ 
MT 
SJ RR 
o é 
IsQ 
| 
Ne e? 


pm 
N 
No 
—+- 
Ea 
IN 
E 
| 
op 
] 


e agora, vamos utilizar a expressão 2.6 para a série de Taylor da função 
binomial 


2 73 
A +zf=1+kz+ k(k— D5 + k(k — )(k — 3) 
kt q” 
+ 10... + (k-n)l nl + .. a 
e expandir o termo entre colchetes nesta série. À série, quando k = —>, é 


à fr? - 
sendo que x, no nosso caso, é (=) . O resultado da expansão fica 
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l 


pal 


DON ORE O RR 


Vamos utilizar esta expansão na integral do potencial elétrico. 


1 
2 191—5 
Jo [z 7 | as 
Vl) = oe pos dr 
É 2 4 
00 r dr 1 L/r' 3/7! 
V(z) = -=|>)| +5[—]) + 
2€0 VR? -r'2z 2 81 z 
ou então, 
R 
00 r' dr' 
V(z) = ———— 
2€02 /R2—g!?2 
R R 
04 "dr! 300 r'º dr' N 
degzé po VRê=r'? 1602 | Rr? 


Todas as integrais acima são resolvidas através da mesma troca de variáveis, 
que é 


"' = Rsena dr' = Rcosa da 
'=0>0=0 '=R>0=5 


Com esta substituição, as integrais ficam 


ELE ELE 
z 3 
V(:) 00 RsenaRcosada 00 Rº senº'aR cosa da 
Z2]=H —— TT — — —JNo— 
2€02 ) /R2 — Resen2a Seg? ) vRº —- Rºsen?a 
ar 
2 550.5 
300 RºsenºaRicosada 
16€02º Rº2 — Rºsen?a 
0 
2 2 


ou, como cosa = | — sería, 
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V(z) = Ton IA sena do 
2€02 Jo 


moja 


5 5 = 

oo R 3 300 [º 5 

— sen" ada -———— sen“ od o. 
den? [ 16€e092º Jo 2 


Resolvemos cada uma das integrais separadamente. À primeira é imediata, e | 
ela fica 


sena da = 


ES 
nota 
| 
| 
(> 
Q 
o 
o 
Le) 
O oa 


TF 


E) 
/ senada=1 
Ô 


À segunda, 


Es 


2 3 
sen” ada 
0 


precisa de uma manipulação. Temos 


sen? Cy = sena sen? x 


— sena [1 — cos” a] 


sen? àq—sena—sena cos” B; 


e a integral fica 


Es 


23 2 2 
senº a da = [sen a — senacos” a da 
0 0 


rs mM 
2 2 
-[ sena da — [ sena cos“ a da 
Ó ) 


3 3 2 2 
sen" ada=1l- senacos“ada 
0 0 


Para resolver esta integral, chamamos 
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u= cosa 
du = —3 cos" asena dao 
du 
cos“ asenada = —-— 
3 
e assim, 
E ELA 
2 9 2 o 
/ sen ado =1- [ senacos “ada 
0 0 
1 (53 
= 14 — du. 
3 Jo 
1 + Lcos? a] 
— + a Los a] 


À terceira integral, 


EL 


2 5 
sen“ ada 
O 


utiliza uma manipulação semelhante à que foi feita no caso anterior. 


sen? à — sena sen* Cx 


—— sen q |1 — cos? o]? 
= sena |1 —92cos” a + cos! o? 
4 


«à = sena — 92senacos* a + senacos CY 


sen? 


e portanto, 


| 


ar Fio Fi 
2 2 2 

/ senP ada = [ senado —2 [ sen arcos? ada + | 
0 0 0 0 


UI 


5) 
sen” ada — / [sen a -— 2senacos” a + sena cos” o de 
0 


NJA 


2 
senacost ada 
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As duas primeiras integrais já foram calculadas, e assim, 


3 5 2 2 4 
sen ada =1— + senacos ada 
0 0 


Para resolver a última, fazemos 


O 


u=cos a 
du = —-5 cos“ asena do 
du 
cost asena da = —-— 
ê 
e entao, 
5 Fio 


> ; 
sen ado=t=5+ | sen a cos" ado 


fa 


cos? o | 2 


| 


Eu 


2.5 
sen“ ada = 
0 


Vamos reunir todos estes resultados no potencial elétrico. 


o 
3 
1 
“3. | 
8 
15 


R E 
V(2) = 29 [senado 
2€02 Jo 
— Zend sen ada + e [ sen“ ada+--- 
ou seja, 
R Rº 2 ô 
V(2) — O ( o 00 24 300 BR 8 
2e0z  4e92)3  16€02º 15 
o cof? = coR? co Rº 
“202 6602) 100% 
3 5 
00 R I/R 1I/R 
Viy=|t=Dlolto o o 
(2) 2€0 (5) (5) +55) + 
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A série de Taylor do arco tangente é 


pó N pS N (1) gérr 4 (6 68) 
arcter=3-> 4.4 “e... | 
5 > Õ 2n +41 


e assim, identificamos x = + de modo que o potencial fica 
R 
V(z) = der arctg - 2>R (6.69) 


Note que este é o potencial elétrico no eixo z, quando z > R. 


b) Qual é o potencial elétrico em qualquer ponto T do espaço, com r > R ? 


A situação aqui é aparentemente mais complicada. Não podemos utilizar 
a equação 9.12 para calcular o potencial elétrico, porque a integral torna-se 
muito difícil de ser efetuada em virtude de não mais haver simetria como 
havia quando o ponto 7 estava sobre o eixo z. Também não é simples calcular 
o potencial através da série de Legendre, pois as condições de contorno para 
o potencial no disco não favorecem esta interpretação. Entretanto, vamos 
observar os resultados 6.65 e 6.66 (este último é reproduzido abaixo): 


8) na Hm 


M/RY 
O sn e P o. + 
(5) (cos 6) + 


Como percebemos acima, os termos são formados por um coeficiente numé- 
rico, uma potência de pi e um polinômio de Legendre cuja ordem £? é menor 
em uma unidade do que a potência de Es Para um ponto situado no eixo 
z positivo, temos É = 0, ou cos6 = 1, e os polinômios de Legendre valem 
Pp(1) = 1. Assim, a equação 6.66 fica 


3/RNº T/R “4 R a 
212 81 z 1612 

Veja que, para obter a solução para o potencial para qualquer ponto do espaço, 
basta multiplicar a solução acima pelo polinômio de Legendre apropriado, que 
deve ser tal que apareçam fatores (E) Pr(cos 9). Isto sugere que, para um 


r qualquer, desde que 7 > R, o potencial elétrico para o disco que estamos 
tratando pode ser obtido se multiplicarmos a expressão 


Vtr, 0) — Vo 


+ , r>kR 


V(2,60 = 0) = W Z > kR 
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3 5 
OO R 1l/K I/R 
V(zg)=— |[[— | — =| — -([— | +: 
(2) 2€0 (5) (5) Hal) 
que foi identificada como sendo o arco tangente, pelos polinômios de Legendre 
de ordem apropriada, ou seja, 


R 1/RNº 
V(r,0) = der (5) Fo(cos 0) — 3 (5) Po(cos 6) 
| 5 
+5(5) Pi(cos0) + --: , r>D&R 


Este resultado está absolutamente correto. Se, por qualquer método, conse- 
guirmos obter o potencial elétrico numa certa região do espaço (como o eixo 
z, no caso do disco), encontraremos o potencial em todo o espaço mediante 
a expansão da solução para o potencial dessa região em potências apropria- 
das de To e a posterior multiplicação de cada termo dessa expansão pelo 
respectivo polinômio de Legendre. O símbolo r- representa o menor valor 
entre 7, que é a posição onde queremos o potencial, e a, que é um parâmetro 
relevante para cada problema, associado à distribuição de cargas ou ao po- 
tencial em algum condutor, e que, no caso do disco, vale a = R. Já rs é 0 
maior valor entre 7 e a. Para o potencial que acabamos de ver, rc = Re 
rs = |rl=r, e assim, devem aparecer termos do tipo To — + como de fato 
ocorre. Quando rs = 7, temos um problema exterior, ao passo que, quando 
re = 7, temos um problema interior. Nos problemas exteriores, os termos que 


m t+1 . 
aparecem são Pp(cos 8) (=<) ** enquanto nos problemas interiores os fatores 


- L A - - 
são Pp(cos 9) (55) . Você deve conferir esta afirmação em todas as soluções 
para o potencial elétrico já vistas até agora. A notação r< er> é Importante, 
e ela será utilizada em várias situações ao longo do texto. 


E importante lembrar, sempre, que a posição onde queremos calcular o potencial é dada por 
F, enquanto a posição das cargas geradoras é representada por 7”. Estes dois conceitos precisam | 
estar sempre bem claros daqui para a frente, quando começarmos a utilizar as notações T> e T<, 


para evitar que a interpretação dos problemas e dos resuitados fique grandemente prejudicada. 


Voltando à solução do potencial elétrico do disco, vemos que podemos 
escrever a solução como uma série, na forma 
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— K — (—1)$ R 2 
“8 = (7) a (:) Polcos0), - r>R 


O resultado está quase pronto, restando apenas a condição de que, no disco, 
o potencial é Vo. O disco está no plano xy, que corresponde a O = 5 ou 
“ cosó = O. Como temos a solução para r > R, devemos fazer também r = A, 
correspondente à borda do disco, que é o valor mínimo para r neste caso. O 


potencial fica 


Con mov Go nX0 (1! 
V(r=R,0=-)=W= den ap O 


Os polinômios de Legendre com £ ímpar são funções ímpares e, por Isso, se 
anulam quando cos8 = 0, ou seja, Popx1(0) = 0, V£. Já os polinômios pares 
ficam, considerando os primeiros que aparecem na tabela 6.2. 


1 3 
Polo) =1 Po(0) = —5 PO) = 5 
Estes termos podem ser escritos como 
—-D*(28 — 1)! 
onde (22—-D)! =(22-1)(22-3)x--.x5x3x 1 éo duplo fatorial de 28 — 1. 
Observe que (—-1)!! = 1! = 1, por definição. Vamos conferir os primeiros 
termos. 
(—1D)º(2.0 — 1)! 
(-Di(21 =D! (11! 1 
P [DTD >= —S 
2(0) om! 2 2 
(-1)*(22-D! 3! 3 
Pl0)=>D[|[D— | = =-— 
4(0) 9291 a: 
Portanto, 
(DF! f par 
Pp(0) = 95 tr (6.70) 


Ú, t impar 
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Com esta expressão, o potencial em O = 5 é 


co a (—1* (-1)4(20 — 1)! 
2€0, — 2t+1 2º 41 


Vo = 


so a (2-1! 


Yo = 2e0 A (20 + 1)20! 


Essa série parece ser complicada. Vamos explicitar alguns de seus termos. 


1.4=0 
(2x0)! o 
(2.0 + 1)200! DR = 
2.8=1 
(2x1-Dt tod 
(21+1)2M! 32 6 
3.4=92 


(x2-Dt 313 


(2.2+1)2221 5.8 40 


e assim, temos 


9) Los 
Vo = der + 6 + 40 +: 
A série de Taylor do arco seno é 
arcseno = 04 Ep Es (6.71) 
Quando x = 1, esta série torna-se 
arcsen | = Toys ls S4. 
2 6 40 


que é a série do potencial. Assim, 
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e obtemos 


V(r,0) = o (5) 3 o (E) Puloo 9), r>R 


1 
=0 
fica 
Vo (RN A (Dt /RN? 
V(r,0) = — (5) 3. o + (5) Pos(cos 0), r>R (6.72) 
£=0 


que é, finalmente, o potencial elétrico do disco em todo o espaço, quando 
r>D AR. 


c) Qual é o potencial elétrico na região r < R ? 


Para calcular o potencial na região r < R, utilizamos a discussão feita 
no final do exemplo anterior, em que dissemos que o potencial nas regiões 
interna e externa pode ser obtido através da substituição 6.67, 


p Ê n R t+1 

R T 
Com esta substituição, o potencial para r < KR fica, utilizando a expres- 
sao 6.12, 


SO 


2V “Dt /0N? 
V(r,0) = — >. o + (5) Poe(cos 8), r<R (6.73) 
t=0 


Observe que, obtida a solução para o potencial numa região, encontrá-la 
- para as outras é bastante simples. 


Exemplo 6.9. Considere a espira de cargas do exemplo 5.4, vista na figu- 
ra 5.2. Qual é o potencial elétrico em qualquer ponto 7 do espaço? 
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Este problema pode ser resolvido por dois métodos. Primeiro, vamos. 
lembrar a solução obtida naquele exemplo para o potencial elétrico no eixo 2z, 
dado pela expressão 9.29, 


l Q 
“ “4rov2+R? 


Considerando a discussão feita no exemplo anterior, podemos expandir esta 
solução para o potencial em potências de To sendo rc o menor entre z e 
R, e r> o maior, e depois multiplicamos esta expansão pelos polinômios de 


Legendre apropriados. Vamos então considerar r« = Rer> =z, e assim, 


V(r) 


Escrevemos o termo entre colchetes através da série de Taylor, como 


(6) (88) ++ 


e assim, o potencial no eixo 2 fica 


2 1Q 1/RYº 3/RNº 
vi = 2h -s(2) +a(5) eo 


ou, através da expressão 6.70, identificamos os coeficientes da equação acima 
com 


(—1)*(28-1)!! 
P(O)=40 Ba Rê 
Õ, t impar 


e portanto, podemos escrever 


O 
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ou ainda, 


V)-50É (> (E) pu) 


Agora, para obter o resultado para qualquer valor de r > R, multiplicamos 


cada fator pelo polinômio de Legendre apropriado. Como temos (E) (não 
esqueça o fator A antes da somatória), devemos multiplicar cada fator por 


Pos(cos 8), ou seja, 


V(r,6) = mol) 3 (E) puo)Puloo 0), r>R (674) 


que é o potencial elétrico para toda a região onde r > R. Note que o pro- 
cedimento foi bastante simples. Para obter o potencial para a região r < R, 
utilizamos a substituição 6.67, 


e portanto, o potencial fica 


R R 


1 Q PN? 
V(r,0) = re, R >. (5) Po/(0) Pop(cos 0), r<R (6.75) 
t=0 


As duas expressões podem ser reunidas em 
OO 


2º 
Vír, 8) — ! e S. (s) Po,(0) Prolcos 8) 
L=0 


[> 


onde r< é o menor entrer e R,er> é o maior. O outro método de resolução 
baseia-se na expansão 


oe 


1 1 TN“ 
=— — | Pe(cosa) (6.76) 
203) 


[> 


onde r< é o menor entre 7 e 7”, rs é o maior dos dois, e a é o ângulo entre 
eles, como mostra a figura 6.5. Vamos demonstrar esta equação. 
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Figura 6.0: Definição dos termos para a equação 6.76. 


Demonstração. Da figura 6.5, temos, pela lei dos cossenos 1.1, 


r — | 


r-orft=r4rº-O9rr'cosa 
ou então, 


1 1 
rr Vri4r!'2 -9Irr' cosa 


Vamos considerar que r > 7', e assim, 


I 1 


Vr2 + r!'2-Irr' cosa 


1 1 Nor! 
-————>————— =-|1+([—] —2—- cosa 
r2+r'2-OIrr'cosa T r 


Agora expandimos o termo entre colchetes numa, série de Taylor, ou seja, 


-—1 
2 
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ou 


r 
2 |N 4 IN 3 IN 2 
+ — (5) -a(5) cosa +4( 7) cos? a| +... 
8 r r r 
ou ainda, 
, —3 , 
! f | f 
+ (5) “2 so =1+Tcosa- (5) 
r 217 
+2 3 TN cosa + mi “a + 
Sr 247 217 os é 
Po(cos a) 
F o a —1 Pocos a) , Prlcosa) Ta —— 02 
TO pm mm 
1 + (-) -2E coa = | +— cosa +a(scosta 1) (7) 
r r r 2 r 


3/1? 3/7'N$ 
-5(5) cosa + (5) + ee 


Veja que aqui já aparecem alguns dos polinômios de Legendre. Assim, 


rt? q! —5 
1 + (5) — 2— cos a = Po(cosa) 


1N 2 
+ — Pi (cos a) + (E) Po(cos a) + --- 


e portanto, a expressão inicial fica 


1 ] 
Vr2+r'2?-—-9Irr'cosa T 
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1 La (1º 
ECC =- ; — | Polcosa 
Vr2 + 9!'2 —- Irr' cosa 0) e ' 
ou então, 
SO f 
1 1 p! 
FF] -—— ) (5) Pe(cos a), r>r 
L=0 


que está de acordo com a equação 6.76, pois rc =7r'ers =r. Quandor < 7”, 
devemos utilizar a substituição 6.67. Reescrevendo a expressão anterior como 


1 1/7 A (1 
a —“1P / 
> 77] (O) (E) e(cos a), r>r 


temos 


1 1 — | 
pn Ay “Pilcos a), r<T 


VAR 
pois devemos trocar (T) 


expressões podem ser reúnidas em 


r r 
2 4-0 > 


é 
por (7). Agora, rs =r'erc =r. As duas 


que é a equação 6.76. 


Na solução 5.23, 


(7) =— —& 
4rey 22 + Rº 
identificamos 
1 1 


Pr vV2+4R? 


Quando z > R, temos rc = Rers = 2. Além disso, o disco está no plano 
Ty, e o potencial está sendo calculado no eixo z. Assim, o ângulo a entre 7 e 


do 


Tr é 52e cosa = 0. Utilizando a expansão 6.76, obtemos, no eixo z, 
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Como Py(0) = 0, se £ é ímpar (veja a equação 6.70), podemos escrever 


V)=5—Ê Es (E) pro) 


Obtemos a solução para 7 > R mediante a multiplicação da expressão acima 
pelos polinômios de Legendre apropriados, ou seja, 


V(r) = mos (5) 3 (E Pre) Potes 0), r>R 
Ê 


r 
= Ú 


que é a equação 6.74, só que obtida mais facilmente. À solução no eixo z, para 
r < R, fica, lembrando que agorar< =zer> =h, 


VT) = e - 3 (E) puto 


7 — 


e para qualquer ponto com r < R, multiplicamos cada fator da série acima 
pelos polinômios de Legendre, ou seja, 


OO 2€ 
VM) = 5555 (5) Pulo)Pulcos0) 
t=0 


que é a expressão 6.75. Os dois métodos apresentam o mesmo resultado final. 
Optar por um ou outro depende das condições oferecidas por cada problema. 


6.5.2 Soluções da Equação de Laplace em Coordenadas 
Esféricas Envolvendo os Polinômios Generalizados 
de Legendre 


Até agora, estudamos problemas em que havia um eixo de simetria. 
Neste caso, m = 0, e os problemas envolvem apenas os polinômios de Legendre 
P;(cos 6). Quando m é qualquer, obtemos as soluções através da equação 
generalizada de Legendre 6.57 (veja o apêndice O), 
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de dO mé 
U-2)a e + U+D=—s 510 =0 


e elas são dadas em termos dos polinômios generalizados de Legendre 
Pemícos0) ou Prm(z). Estes polinômios estão relacionados aos Py(x) através 
da equação 6.21, 


Pena) = (DP (1 -20?)? — Pio) 


que vale para os valores não-negativos de m. Para os valores negativos, temos 
a expressão (0.28, 


ema) = (10 


Observe que, quando m = 0, Pro(x) = Po(x). Para os polinômios genera- 
lizados de Legendre também existe uma fórmula de Rodrigues, dada pela 
equação (.22, 


Pemlx) = (—1)” —— (x? — 1) O<m<tf 


e alguns desses polinômios podem ser vistos na tabela 6.3. 
Utilizando os polinômios generalizados de Legendre e as equações 6.50 


e 6.94, que são, respectivamente, 


Dnzo(d) = Ame? + Bme TP 


Re(r) = Cort + Dyr”* 
podemos formar a solução geral para o potencial elétrico, isto é. 


Vem (7, 0, 6) — Dm(4) E 9, (0) 


r 


Vem(r,0, 4) = (Ame? + Bme“T9) (Cor + Der ID Po m(cos 0) (6.77) 


Entretanto, é mais interessante reunir as partes angulares em 8 e é numa única 
função, e assim, definimos os harmônicos esféricos Yp m(8, 4) como sendo 


q 
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Prm(z) | Prm(cos6) 
00/10 [oa 
JE e 
[Gas 


DES 
Ba [ins (E | Irate 


— q?) 3 sen? 8 
11 2) 1 j; 
s( o 


Tabela 6.3: Polinômios generalizados de Legendre 
para alguns valores de Le m. 


2 
Ye m(0, À) = 4 t+ a Pe (cos 9)e'? (6.78) 


Note que, em geral, os harmônicos esféricos são funções complexas. Para eles, 
vale também a relação 


Ye -m(0,6) = (-1)"Yfn(9, 6) (6.79) 


sendo Y;, (9,4) o complexo conjugado de Yj,, (0,4). Esta expressão é de- 
monstrada a seguir. 


Demonstração. Para demonstrar a expressão 6.79, vamos aplicar a equa- 
ção 6.78 para Y4 -m, OU seja, 


Yo, -m(0, &) = Pr mlcos 0)e "tm? 


Além disso, temos a expressão (0.23, 
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t—m)! 
— = (—1)” P, mM 
Promo) = ("my Pemla) 
e assim, 
t+HIi(Z+Hm)! “im 
Ye om(O, 6) = [E q Pt -mlcos O)e im 
E 47 (E mt! 1) (E mt tmicos0)e 


L—-m)! | 
YoomlO, $) = (DO 4x (Ear Pelos B)e MO 


“Pom(cos D)e ME 


Reunindo as duas expressões, temos 
Yo, -m(ô, Q) — (— DP Y/ (O, 6) 


que é a equação que queríamos demonstrar. 
[1 


Os harmônicos esféricos são importantes em outras áreas da Física, 
além do Eletromagnetismo, como Mecânica Quântica e Mecânica Clássica. A 
tabela 6.4 apresenta algumas dessas funções. Observe que, quando m = Õ, 


Yeo(0,6) = (ron Palcos 0)e' 04 
2b +18 
Yro(O, &) =1/ “ar pifeicos 0) 


temos 
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2º +41 
AZ 


Yo old, À) = Po(cos6) (6.80) 


Es 
3 
pas 
3 
5] “Ss 
S 


0,0 

1,0 + cos 6 

11 —/ e sen Be'? 
1,-1 &- sen 0e”*? 
2.0 Vl cost 0 — 1) 
2,1 —/ 52 cos O sen 0e'? 


2.-1 1/22 cos 6 sen Be”? 


2,2 14 / — sen? Be? 


2.-2 E 5. sen? Be” “$ 


Tabela 6.4: Harmônicos esféricos Y; m(9, 4) para alguns valores de £ e m. 


Em termos dos harmônicos esféricos, as soluções para o potencial elé- 
“trico 6.77 podem ser escritas como 


Vam(r,0,4) = (Comr" + Demr CU) Yo m(0, do) 


“A solução geral é a soma de todas as soluções, ou seja, lembrando que —t < 
m<ot, 


m=f 


V(r,60)=5 5 (Comr" + Demr Yo m(O, P) (6.81) 
Ê 


t=0 m=— 
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Como ocorre com os polinômios de Legendre, podemos expandir uma 
função qualquer f(0, $) em uma série de harmônicos esféricos, dada pela equa- 
ção 0.32 do apêndice €, ou seja, 


oo m=f 


=5, >. Ap mYemtd, 6) 


É=0 m=>—f 


sendo que os coeficientes Az m são obtidos através da expressão C.33, 
To pI 
Apm — / / fo, PY mld; 6) sen O dody 
O 40 


Um caso particular importante ocorre quando 0 = 0. Neste caso, todos os 
Yem(9, 4), com m 0, envolvem o termo senô, como se observa na tabe- 
la 6.4. Portanto, 


Ye m(0,4) = 0, m 0 


Quando m = 0, temos, pela equação 6.80, 


2€ + 


Yo o(ô, &) = mr * Pocos 0) (6.82) 
de 6=0,cosg=1e Pi(1) = 1. Assim, 
24 + 1 
Ypo(0, 6) — Ag (6.83) 


de modo que a expressão €.32 da série dos harmônicos esféricos fica 


É)le-o =D Aeotiolo 


2 +1 
9, loco = 3 77 AL (6.84) 
t=0 


sendo que os coeficientes Az) são obtidos através da expressão C.33, com 
= 0, isto é, 


2% 
Ao [| (0, S)YEo(O, 6) sen O dodg 


27 
Aso - [ / f(0, o Pe(cos 8) sen O dody 
o J0 Rn 
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To pla 
Aro =4/ dt + | / f(0, 4) Pylcos 0) sen 6 dodg (6.85) 
AT 0 O 


Desta expressão, podemos obter uma outra, conhecida como teorema de adt- 
ção dos harmônicos esféricos, que é 


m= 
AT 


Pi(cosa) = 5 D, Yi $)YemlO, 9) (6.86) 
m=—f 


sendo que os termos são os mesmos que foram apresentados na figura 6.5. 
Vejamos a sua demonstração. 


Demonstração. Vamos supor, para facilitar, que na figura 6.5 fazemos uma 
rotação nos eixos, de forma que o eixo z fica sobre o vetor 7º. Assim, q 
torna-se o próprio ângulo 0 e (9',&') — 0. Utilizando a equação C.32 do apên- 
dice €, podemos expandir o polinômio de Legendre de ordem £ em uma série 
de harmônicos esféricos, ou seja, 


oo mf 


Po(cos a) = D >. AtmYem(ô, À) 


t=0 m=—? 


No entanto, das tabelas 6.2 e 6.4 vemos que podemos escrever o polinômio 
de Legendre de ordem ? como uma combinação linear apenas dos harmônicos 
esféricos Y;,m com mesmo f, ou seja, da expressão acima restam apenas os 
termos 


m=f 


Peícos a) — 3. ArmYemtd, 4) (6.87) 


m=—f 


Podemos obter os coeficientes Am através da expressão C.33, que fica, no 
nosso caso, 


H pla 
Atm = / / Yo mt, &) Pelcos a!) sen 8 dida (6.88) 
o J0 


Vamos comparar esta equação com a expressão 6.85, 


[24 +1 [7 2a 
Ato = + / / F(9, &) Pelcos 8) sen 8 dodo 
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Da comparação, vemos que podemos identificar 


[4 
Yim(0,6) + (0, 6) 


e assim, a equação 6.88 pode ser entendida como uma expansão da função: 
acima em harmônicos esféricos Yg m'(a, 4), quando m” = 0, ou seja, 


u+1 [Tm [ars 
Atmm'=0 — Ar / / 50 47 Vemld; 4)Yem-o(a, 4 ) sen 8 dodg 


ou 


Ou 


To pa 
Atsmm'=0 — Agm — / / Yom (0, 4) Pp (cos O) sen O dody 
O 0 


Para encontrar Az m, temos que, quando « > 0, (0,64) — (9',4') (que, po 
sua vez, tendem a zero; conforme foi dito no início da demonstração), com 
percebemos na figura 6.5. Neste caso, a expressão 6.84 fica, lembrando qu 
existe apenas um valor de £, 


[28 +11 
f(o, Dn — “ar Atmm'=0 

AT 22 + 1 
5727 MH] Yoim(9, 6) = Am Atmm'=0 


dm g' f 
Átm = 5701 Vêm(6 9) 


sendo que, na última equação, eliminamos o índice m” = 0, porque ele « 
desnecessário. Com este valor de Az m, voltamos à expressão 6.87, que fica 


m= 


Po(cosa) = 5 AgmYem(0, 6) 


m=—f 
m=t Am 
Pilcosa) = », E so Vim (0! $)Yem(8, 6) 
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OU 


AT m= 
Pi(cosa) = 4 24 Nim, 6 )Yem(O, 6) 
=—f 
Agora, lembramos que (9,6) > 0 e a > 8, pois supusemos, no início, 
que 7! estava sobre o eixo z. No entanto, quando fazemos uma nova rotação 
dos eixos, para trazer de volta os termos como eles aparecem na figura 6.9, 
percebemos que as posições angulares relativas permanecem as mesmas, € 
“assim, a expressão acima continua sendo válida, de forma que o teorema 
da adição 6.86 fica demonstrado. Obtemos uma outra equação importante 
quando « > 0 ou cosa — 1. Neste caso, (9', 4") — (0,4), e a expressão 6.86 

“torna-se, como Pp(1) = 1, 


AT m= 
MI PM Vim (0, Yem(O) é) 
ou 
s Yom (8, 9) = EE : (6.89) 
m=—f 


que é a regra da soma dos módulos quadrados dos harmônicos estéricos. 
[| 


Combinando a equação 6.76, 


- = — Is (15) pes a) 
Tr — 7" ">,>p Nº> 
com a equação 6.86, obtemos 
1 LEIMN! ar E 
= 77] 5 > (ES) at du Memo d)MemtE o) 
ou 
m=t 


l ro 
3 9p+4+1 (s) Yo mtd P)Yemlô; À) (6.90) 
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que apresenta, de forma bem clara, os termos referentes às cargas, represen- 
tados por 7”, e os referentes à posição 7 onde vamos calcular o potencial 
Vejamos agora alguns exemplos de aplicação. 


Exemplo 6.10. Considere uma superfície esférica de raio R. O potencial elé- 
trico sobre a esfera, em r = R, vale 6(0, 4). Com base nestes dados, responda 
ao seguinte. 


a) Qual é a solução formal para o potencial elétrico dentro da esfera? 


O potencial elétrico dentro da esfera, na região r < R, pode ser obtido 
através da equação 6.81, que fornece a solução geral do potencial elétrico em 
coordenadas esféricas, Isto é, 


o ma? 


Vír,9,6)=5 5 (Comr"+Demr ED)Yo (O, ) 


t=0 m=—L 


Observe que, como 6(6, 4) é qualquer, este problema, em geral, não possui 
simetria, de modo que precisamos utilizar os harmônicos esféricos, não os 
polinômios de Legendre e a expressão 6.60. Como queremos o potencial dentro 
da esfera, os coeficientes.D, precisam se anular para que o potencial fique finito 
em r = 0. Assim, obtemos 


oo mf 
Vir, 6)=D, D, Com Yom(O, O) (6.91) 
L=0 m=—P 
Quando r = R, o potencial elétrico tem um valor definido, e então, 
oo m=f 
V(BO,D=D0,)=5 > ComRYom(O, P) 
t=O m=—L 


Esta é uma expansão em série dos harmônicos esféricos da função d(0, q). 
Portanto, podemos obter os coeficientes Cr m através da equação €.33, ou 
seja, 


7 p2r 
Am= | | 110,9)i(O, 6) senb abas 
O JO 


sendo que, no nosso caso, Azm = Co mRº. Assim, achamos 
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AUS 


1 27 . 
Com = mi) | HO Nin, SP) send ada (682 


cujas variáveis de integração mudamos para (9",$'), para que não haja con- 


fusão com as variáveis (0, 4) da equação 6.91. À partir desses coeficientes 
potencial elétrico fica, formalmente, 


V(r,0,9) = 
27 
3 ” tehl o (9, $)YimlO!, 6) sen 6! do'dg' | rºYem(O, &) 
£t=0Om=— 
ou 
Vr, 0,4) = 
OO m=tf 9 
>. 3. TRAS d(6', 4 Nim) seno ata | (7 ) Yom(0,4) (6.93) 
t>0Om=-— 
b) Considere que o potencial &(0, P) seja dado por 
Vo, O < é) < ) 
—-Vo. E<pA< 
Bo g)=100 2865 (6.94) 
Vo; T< é) « EA 
— Vo, = < é) io AN 


isto é, que a esfera está dividida em quatro regiões, ou “gomos”, cujos po- 


tenciais são alternados, semelhante a uma laranja. Obtenha alguns termos do 
potencial elétrico 6.98 dentro da esfera. 

Como conhecemos &(0, 4), podemos obter alguns dos coeficientes Cr m 
em 6.92. Vamos aos cálculos, utilizando a tabela 6.4 quando necessário 


1. £=m = 0. Neste caso, temos 


1 27 
Co. — E) / d(0', PY (9", db) sen 8” do' dó 
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404 
Ou 
C00 = NA Vl send! do'dy' + NA (-Vo)— = send! do' ds 
O JO V 47 0 “5 v 47 
Tm AS Ca 
+[ [ Vo : send" dorag' + | f. (— Vo) sen 6º do'dq' 

O 47 Van o 4º Van 

ou ainda, 


V = [” V m [7 
Co0 = Eloi | sen 9' dB" — ol | sen 9º dB" 
Vo Ef Fal Vo 27 [ Lat 
—— 6 do — -—— : 5) 
rolo [O seneraor = AtoJ [" sentrao 


e finalmente, 


1 T pZT 
Cio = — / (6, GY 9(0', 6) sen 6! do ay 
Q 


ou 
1 T a 
Cro — NA Vol q — cos 9 sen 6º do'dy' 
cabo —Vo) Var — cos 6 sen 6! do! ds 

eh a ) 
E TA Vo1/ — cos 6" sen 8º do'dg' 

Am 
+ — f (—Vi à/ É cos 9" sen 6 do'dé' 

R o 437 VV 47 


40o 
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ou ainda, 


Co =1/ 4 DER) cos 6º sen 8º dg" — al | cos 9º sen 6º db 
Ar | Ú 1) 2 JO 
Z / cos 9º sen 0º dg" — JEM [ cos 6º sen 6º ao) 
0 2 Jo 


+ [62 
e então, 
3 Vo | [sen?0']” sen? 0” sen? 0'7” sen? 0']” 
Cio=14/"55 — + — 
m2R]| 2 |, 2 | 2 | 2 | 
ou 


Cio =0 


3.2=1,m=h1. Neste caso, obtemos 


nº pZm 
Gia / [ (0, 6)YE1(9', &) sen 6! do'dg' 
O * 


k 


OU 


Cii = NA Vo1/ sen 0'e”*? cos0' sen 6! do'dç' 
o 40 
1 “pq h: E —id ! | 314! 
+z (— Va) Er sen 9'e"*? cos 0' send do dá 
a r q 
1 2 o Eid | Fanta! 
+ R Vo 27 send'e “* cos8 send do dy 
0 47 H 
1 T pr 3 4) 
+ 5) (— Vo)14/ — sen 9'e'* cos6' sen6' do dá! 
R o) 3 87 


ou ainda, 
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[ 


ei An T 
Ci = Vo J E -) [ sen” 9! cos 6º de! 
oO 40 


e tÊ f f f grid É 2 nt f f 
sen” 9º cos6' dO! + sen” 8º cos 6' do 
— 4 , 0 
—14 27 A 
— ( / sen” 8! cos 6º do! | 


Agora, pela relação de Euler 6.6, temos 


a 


e” — cosa + 1sena 

Assim, 

e"! — cos) +isen0=1 

e" — COS “E + 3 sen A = —9 

2 2 
e" = cos(-7) +isen(—7T) = —1 
ei = cos Sm +4sen|l—-— | = 4 
— ; > ) = 

e“ — cos(-27) +isen(—27) = 1 

e então, 


o 3 Vo. —-,—1 u S AÍ / / 
ci = (E R( = )f sen” 9 cos 6 dê 
A+ [7 + 
( ) | sen* 8º cos 6º dB" + (5) | sen” 6º cos 6! do' 
— 0 — 4 O 
— ( +) | e cos 
— 0 


C11=0 


ou seja, 


Do mesmo modo como C%1 se anula, (1-1 também é nulo. A demonstraçac 
é deixada como exercício. Vejamos agora o próximo coeficiente. 
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4d t=2.m=0. 
1 TT AZn 
C20 — =) | d(9", PY (0, 4) sen 6º do dg 


ou 
1 [Tra [5 
C90 = =) | Vos 77. (3 cos* 9'— 1) seng' do'dgf' 
elf! —VYo) ETR > (3005? 9'— 1) sen 6" do'dd' 
EN &r 
"ml Vol Va (3 cos“ 0! — 1 ) send! do'dg' 
2 

E A A PT * (3c08? 9" — 1) sen6' do'dg' 


ou ainda, 
020 = VÊ; 92R2 o olé [o (3 cos” 8' sen 6! — sen 99) do! 
- ol; [o aco 9" sen 8" — sen 8º) de' 
+ ol IN (3 cos” 9' sen 6º — sen 99 de' 
E E / (3 cos? 6' sen 8! — sen 09 de" | 
' e então, 


| 5 Y r 
(90 = a) (3 cos” 8' sen 6' — sen 9) do 
0 
” 
— / (3 cos” 8' sen 6! — sen 9") do 
0 


+ / (3 cos” 8' sen 8! — sen 6! ) do 
0 


— / (3 cos" 6' sen 6' — sen 91) a) 
0 
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ou seja, 
C90=0 
5d. !t=>2,m=1. 
l E / f e f f f f f 
(91 = R2 D(O,4)Yo (0,4 ) send do dg 
0 40 
ou 
el va Vo(— Decos 9 senB'e'*? sen 6! do'dg' 
via —Vo)( D1/ E re à cos 9 senB'e'? sen 6! do' dé 
T = 
+ Ni Vo(— DV 2 cos Q' senB'e'? seng' do' dé! 
2 15 Al 
+ =|) (—Vo)(=1)4/ — cos 6! sen 9'e”'? seng' do'dg' 
R o )3r ST 
ou ainda, 


iG 77 (7 
E | / cos 9' sen” 6! dê! 
à Jo do 
“IGT pa “iG IS pm 
— E - | / cos 9' sen* 8º dB! + É - | / cos 9º sen? 8! do! 
th 2H Fr 
o | / cos 8' sen? var] 
2 
15 Wo — 1 A 
Gi =| 9' sen? 8' dg! 
241 se E = | cos & sen 
—1 , “T y 1 A 
o | 2 cos 8' sen“ 8º dB! + =| cos 8' sen“ 8º dB 
—4 0 + Ú 
l—a ú , 2 an! f 
— | cos 6 sen” 6º dê 
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e assim, 
C91=0 
O coeficiente 05 1 também se anula, e a prova é deixada como exercício. 


6./=2,m=2. 


1 T pm . 
Ca = 5) | HO SNIAO A) send das 


Ou 


(92 = a / / ? TE - sen? 9'e 2? sen 6! do' dg 
NM —Vo) > ? sen 2 ge“ senB' do'dd' 
T ST 15 | 
+ al) Voz 5 — — sen” ge É send! do'dg' 
27 
+ 2) fo fe PT ” sen 20e “* seng' do'dd' 
ou ainda, 


[15 Vo ) [e 272 uy spo Eai fp pro 
9 do — - sen” 8 do 
C2,3 = 3x Eq —2% | da —2 0 


TAS 
, S — 24 


E 


(lo Vo =1—1 IN 3 at ua! EAR A 3 2! ua! 
9 do — |—— sen? 6º dO 
02,2 = 2 4R2 | — — 24 | 0 sem — 24 0 
ln no FIN FIN 
+ 1 sen” 0 dO! — l+1 [ sen? 0 do 
— 24 ' — 29 () 


1 15 Vo nr 2 A! f 
="/>5 0! do 
(22 =5N 2x Rê | e 


a º 
e 
En 
(D 
um 
Co 
to 
ED 
RE 
| 
— 
tu 
| | 
NO RR a 
O 
Lona 
ho 
30 à 
S— 
TO 
CD 
jr, 
“US 
Du 
NR 
Ne 


e assim, 
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Para resolver a integral, fazemos 


sen? 8' = sen80' sen? 6 
= sen 9'(1 — cos” 91) 


sen" 9' = sen6' — senB' cos? 0 


e obtemos 
1/15 V 
(92 = z te | ( (sen 6' — senB' cos” 8 ) do 
0 
1 /15 W 
— " — ts mm g"| f 2 , 
e Cos / “senê Cos vao] 


(99 = Vo =) alo fm sen 9º cos va] 


Para resolver esta última integral, definimos 


u = cos! 6 
du = —3 cos 0' sen 8' db' 
du 


cos? 8 sen 8! dg! = — 


e entao, 


L [15 WY% 1 [7 
(92 = T (+ de 
f/ fio : Ú) 


C99=4[— — 
+»; V2r3R? 
Note que o coeficiente é complexo. 


Tt. t=2,m=-2. Por fim, para este último coeficiente, 
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1 T p2x . 
(2,2 — =| [ D(9, YZ a(0, 4) Set 9 do dg 
Ú 


ou 


1 [755 [15 s 
(9-9 = a |, f Voz om Sen” 9'e”? sen6' do'dg' 

+). fo —Vo) > 2 sen 2 g'e%P seng' do'df' 

7 lá 2 nd Fanta 
+L Voz om SN 0e“* senô do dy 

Rº do 
27 
"el. he! — Vo) > ” sen 2 e“? sen6' do'dy' 


ou ainda, 


15 Vo e2id' > PT DUO 24 To PT 3 
9=4/[— 4 |— 9º do — 0 dê 
02,9 Es! | x [| sen x; J sen 
2 
216! 7 cid T 
+ | | IN sen” 8 dg! — |. [ sen” 8 dê' 
24 | do 24 3x JO 
15 YW —1-1 Do ap ant 1-+1 IN 3 ant 
9=4[— —= 4 |——— — |——— do 
(9-2 (Es! x [f sen" O do s sen” O 
—-1-1 iu 1+1 7 
+| 1 | sen? 8 dg! — of en? ar] 
21 0 21 , 


ló V nº f ! 
AT E 6º db 
27 KR 3 | se 


Esta integral já foi resolvida anteriormente, e o resultado para o coeficiente é 


e assim, 


= 1 5 4% 
220 ;V973R? 
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de forma que o potencial elétrico 6.91 dentro da esfera de quatro “gomos” 
torna-se 


oo mf 
Vir, )=D, 5 ComrYem(0, O) 
0 m=-f 
ou 
1/15 4% ny; — ate o 4Vo p2 
V(r,0, 4) = ; — 3R2' T3R2 b, =2( (9 9) + 
l 15 4V, 
V(r,9,6) = > E (5) nua db) — 0.) + 
Como 
Ye -m — (DO Yim 
temos 


Yo, -9 = (—1)ºY3, — Yo 
Então, o potencial fica 


1 /154V ? 
; a (5) Yo, (0, o) o Yo a(0, ó)| + 


A subtração de dois números complexos conjugados resulta no dobro da parte 
imaginária, multiplicada por 2, ou seja, 


Vr, 0,6) = 


Vo 2(0,4) — Y5'5(0, d) = US | Yo (0, 6) 


Utilizando a forma explícita de Yo 2, dada na tabela 6.4, temos 


L /do - 
Y29 — 4 Im sen? Be“'$ 


L [15 | 
Yo 2 = 4V 27 O (cos 29 + 2 sen 24) 


Portanto, a parte imaginária de Y5» é 


l (15 
Ss Yo o(0, 0] — 4 dm sen? 6 sen 20 
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e, portanto, o potencial resulta em 


l 15 4Va r ? d 15 j, 
E — ——— ++ e —— —— —— 'ê, 2 OR E 
V(7,0,6) = Vo 3 “4 SCI sen q + 


ou seja, 


9Vo r ) , 
V(r,06,0)=— | — | sen*8 sen24+ --- 
ST NÃ 
Note que, neste problema, as condições de contorno 6.94 são assimétri- 
cas em torno do eixo z, pois o plano xy foi dividido em quatro quadrantes, o 
que explica a existência de termos com m + 0. 


Exemplo 6.11. Considere duas cargas pontuais, +O e —Q, localizadas nas 
posições z=aez=-—a, respectivamente, e responda ao seguinte. 


a) Determine o potencial para r > a, utilizando os harmônicos esféricos. 
Antes de iniciarmos a resolução, é interessante apresentar a figura 6.6, 
que ilustra a situação. 


Kd 


Figura 6.6: Diagrama do exemplo 6.11. 


Desta figura, temos 
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O potencial elétrico devido às duas cargas é dado pela soma dos poten- 
ciais elétricos de cada carga pontual, ou seja, 


V(F) l + l —( 


— Are r-rivo| 4reg|?—r-o| 


ou 


v(r) = -L = = 


“4reollr-riol |r-r-ol 


Agora, utilizamos a expressão 6.90, que é 


l ú je f f 
D a(o) Nino Manlo,d 


para expandir os termos entre colchetes em harmônicos esféricos. Como que- 
remos a solução para 7 > a, temos. 


Além disso, para o primeiro termo entre colchetes, 7” = 7',0, e para o segundo, 
r' = 7.q. Isto faz com que os ângulos 6º fiquem sendo 0,09 =0e 80 q =T. 
Assim, obtemos 


l “ é * | 


£ 
E rio) Yin LoMam(O o 


ou 


m=t á 
) Yim(O, &i0)Yim(9, 6) 


f! 
tá 


l + f 
» 98 + 1 (=) VomiTo P-o)Yem (0, o) 
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Agora, temos que, quando 6 = 0, os harmônicos esféricos com m £ O são 
todos nulos, restando aqueles em que m = O, que são dados através da expres- 
são 6.89, 


2t + 1 


Yo(O, 8) — Am 


Note que, como XY, q é real, ele é igual ao seu complexo conjugado. Da mesma, 
forma, quando 8 = 7, só restam os termos que têm m = 0, os quais podem 
ser obtidos através da equação 6.82, 


que, em 8 = 7, fica 


. 22 +1 
Yro(r, 4) — 4 p(—1) 
Da tabela 6.2, podemos ver que 
Po(—1) = (—17 
e assim, 
e 22 +1 
Yo(r, o) — (= 1) Ar 


De posse dos dois valores para os harmônicos esféricos, e lembrando que res- 
tam apenas os termos com m = 0, obtemos 


1. Q 1 (0º [41 
ve)= | (=) 17 Yro(O, É) 


ou, mediante a expressão 6.82, 


u= 55 ) mal ) VERVE rn (cos 8) 
-Dara(B) ny ra cos0) 
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ou ainda, 


OO 


V(r) = e 3 (2) recoso) — 5. (-nt(E) ratos 5) 


t=0 t=0 


Esta expressão pode ser reescrita como 


oO , 
V(r) = q 5. (5) Pp(cos 0) [1 — (1)? 


Areogr 


Diodos! 
T— 


Quando ? é par, o termo entre colchetes se anula. Quando £ é ímpar, esse 
termo vale 2. Portanto, 


O E (at 
V(r) = S. (=) Popss(cos 6), r>a (6.95) 


— IrEr 
Ó t=0 


que é o potencial elétrico para a região r > a. 


b) Calcule o potencial elétrico para a região r <a. 


O potencial elétrico para a região 7 < a é obtido da expressão acima, 
por meio da substituição 6.67, 


(o) e (5) 


sendo que, no nosso caso, R = a. Assim, reescrevendo a expressão do potencial 
para 7 > a como 


2849 
Popyi(cos 6) 


ou 
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O Ep 
V(r) = >. (7) Popas(cos 0), r<a 


“rega 
t=0 


c) Lembrando que o módulo do momento de dipolo é dado por p = Qd, onde 


dé a distância entre as duas cargas, temos, para o nosso caso, p = 2Za0). 
Reescreva a expressão 6.95 em termos desta grandeza. 


À expressão 6.95 é 


Q O Ny 2tH 
V(r) = er dm Popss(cos 0), r>a 


então, 


(E) picos 9) + (=) pscoso + 


Qa E cos0 a25rcos3 0 — 3rcos6 | 
+ —>—>————>——— + 


po 2 po 


o Pp |rcoso a2 br cos? 8 — 3r cos 
VT) = | à ” 2 pó ” 


d) Tome o limite a — O na equação acima, mantendo p = 2a0Q fixo. Com 
1880, a distribuição de cargas transforma-se em um dipolo elétrico pontual, 
como o estudado na seção 3.3. Confira esta afirmativa. 


Quando tomamos o limite a > O na equação acima, obtemos 


030 47€0 


- Ss p |rcos0 a“5rcos?0 — 3rcos0 
Van) = Bug VP) = bm 2 | -3 + > E 


p Trcos0 . p» a“ 5rcos!0 — 3r cos6 
= lim —— lim DD O 
150 4Ten rê 010 47€0 2 p? 

p Tcosó p 5rcos“8—-3rcos0 . a 


Areo Tº Are pô 2 
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Esta expressão pode ser reescrita como 


| per 


V(r) = —m 
(7) Are Tó 
que é idêntica à equação 5.33, com 7º = 0, que dá o potencial elétrico de . 
um dipolo elétrico pontual, concordando com a afirmação feita no início da 

questão. 


e) Suponha que o dipolo pontual da questão anterior sega envolto por uma 
esfera condutora de raio R, ligada à Terra. Qual é o potencial elétrico dentro 
da esfera? 


Quando o dipolo é colocado dentro da esfera, o seu campo elétrico age 
sobre os elétrons dela, produz uma separação de cargas, e então aparece uma 
densidade de cargas induzidas sobre a superficie interna da esfera. Essas car-. 
gas induzidas movem-se até que as forças elétricas entre elas equilibram a 
força elétrica gerada pelo dipolo, quando então a situação volta a ser estática. 
Esta densidade de cargas induzidas produz um campo elétrico, e também um 
potencial elétrico, dentro da esfera. O potencial elétrico gerado pelas cargas 
induzidas se combina com o potencial gerado pelo dipolo, para formar o po- 
tencial elétrico total dentro da esfera. Este problema tem uma simetria axial 
em torno do eixo z da figura 6.6, e assim, m = 0, de modo que temos um 
problema envolvendo apenas os polinômios de Legendre P, e a expansão 6.60. 
Além disso, 4 é ilimitado, e assim, o potencial fica 


0.6, 
V(r,0) = >. (Cerf + Der +) Po(cos 8) 
£=0 


OU 


D 
V(r,0) = CoPo(cos 8) + — Po(cos 0) + CirPi(cos 0) 
D D 
+ 5 Pi(cos 6) + Car? Pa(cos 6) + 5 Po(cos 6) ++. 


ou ainda, 


D D 
V(r,0) = Co + — + Cir cos 8 + — cos 0 


+ Cor? 5 (80082 0 —1)+ a o (8c08? 6 —1)+--- (6.96) 
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O potencial elétrico de um dipolo situado em 7º = 0, isto é, na origem, é dado 
pela equação 9.35, 


l per 
V(7) Po 


“* 4reg 13 


ou, efetuando o produto escalar, e lembrando que |7 | =, 


1 vcos6 


V(r) = 


“Are Pr? (6.97) 


Da expressão acima, vemos que o termo que caracteriza um dipolo é pro- 
porcional ao inverso do quadrado da distância, como aliás já foi comentado 
no exemplo 6.5. Portanto, na equação 6.96, quando 7 — O, devemos elimi- 
nar todos os termos do tipo a que divergem na origem, exceto aquele que 


for proporcional a no pois este caracteriza um dipolo elétrico. Desse modo, 
Dyo=0eD,-0,Vº>D2. 


Podemos (e na verdade, devemos) entender fisicamente o motivo pelo qual as constantes Dp,, 
exceto D;, devem ser anuladas. Já vimos que o termo proporcional a i está associado à existência 
de uma carga livre, que é um monopolo, situada na origem, O que não é o caso. Os outros termos 
PET com £ > 2, estão associados aos momentos de multipolo de ordem maior, que também não 
estão presentes. O único que deve existir é o momento de dipolo, caracterizado pelo coeficiente D; e 
pelo termo proporcional a =. O capítulo 8 discute a questão dos multipolos, e você não deve deixar 


de consultá-lo. 
Com as considerações acima, o potencial 6.96 fica 


D 
V(r,0) = Co + Cir cos60 + =3 cos 6 + Cor2> (8 cos? 6 — DD) +... 


Quando r — O, devemos ter o potencial do dipolo, ou seja, utilizando a equa- 
ção 6.97, 


D 
V(r => 0,9) = Cy + 5 cos0 
1 pcos6 


D; 
ATE 2 — Co + Tê cos 8 


Da expressão acima, obtemos 
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e o potencial elétrico fica 


lp 91 2 
V(r,0) = Cir cos 0 + Are, 13 SP + Cor > (3.08 9-1) + 


Como a esfera está aterrada, seu potencial é nulo, ou seja, 
V(R,0) = 0 


e assim, 


1 l 
V(R,6) = CyRcos6 + me Rê cos 9 + CoRÊ (3 cos? 8 — 1) + 


1 21 2 
O = [Gir+ mae) cos0 + Co R 5 (3. cos 0 —1) + 


Para que a equação acima seja válida para qualquer valor de 8, devemos ter 


ou 


Note que a parte do potencial relativa à carga induzida é 


l p 
Vinduzido = — Aréo EM cos 6 


O campo elétrico e a densidade de cargas induzidas são deixados como exer- 
cício (veja o exercício 6.4). 
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Exemplo 6.12. Considere três cargas pontuais, de valores +Q, —20 e +Q, 
localizadas sobre o eixo z, respectivamente emz = a, 2z=0Vez=-—a, como 
mostra a figura 6.7. 


£ 


Figura 6.7: Três cargas pontuais distribuídas sobre o eixo z. 


Com base nesta figura, responda ao seguinte. 
a) Qual é o potencial elétrico para r >D a ? 


Da figura, percebemos que 


T+01 — ak 
r-20=0 
T+Q2 me —ak 
Além disso, 
0+q1=0 
099 =0 
d+q,2 =7 


O potencial elétrico gerado pelas três cargas é 


= LA 10,1 40 
4reg|r—- rioul d4meo Tr 4reg|f—-Tqal 
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ve) Ed 2] 


Are ll - Proa ro lr-Posl 


Como fizemos no exemplo anterior, vamos utilizar a expressão 6.90, 


1 L 
E srrilio) Vino emlO, 6 


para expandir os termos entre colchetes em harmônicos esféricos. Queremos 
a solução para r > a, logo, 


Tc=— a 
Ps =— 7 
e assim, 
() |47 S l f 
0 h ú * 
VM) = ÁTeo 2 » 2t + 1 (o) CemlO. Prq) Fem lê 


2 4r I É, i xe 
— ” + 3. , 9 +41 (2) Yomlm; P+9,2)Yem(0, 4) 


) me . , a A + 2 4 
Note que o termo —“ não pode ser expandido em série de harmônicos esféricos, 


já que, neste caso, 7” = 0. Agora, temos que, quando O = 0 ou 60 = 7, 
restam apenas os Yz,m com m = 0 e, em especial, utilizando dados do exemplo 
anterior, 


2t +41 
Ye o(8, d) = im Pe(cos 6) 
2 +1 
Yo(O, 6) = Ar 


Sendo assim, obtemos 
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LL QI& 1/0 241 2841 
y TOO — ce — P 
(r) IVA > 28 +1 (5) 4x 47 ecos 8) 


t=0 
1/0)", fe+ri [2841 2Q 
——— ([ — | (—l e P 0)| — 
tê 2t+4 1 (2) td) Am Ar e(cos ATENT 


ou então, 


oo Ê 
V(r) = É >. 1 + (-1)7 (o) Pp(cos 8) — 20 


ATENT 


O termo 1 + (—1)4) é nulo quando £ é impar, e ele vale 2 quando ? é par. 
Portanto, 


b) Qual é o potencial parar < a ? 


Para obter o potencial elétrico para r < a, reescrevemos a expressão 
anterior como 


e) O(S) ut (E 


t=0 


ou 


V(r) = o Ss. (0 to 9) — (q (e) 


Agora, utilizamos a substituição 6.67, e assim, o potencial fica 


Ê O Cfr 2 
ielinda =z"mzmzmzõ —— — 
V(7') mena , a Pop(cos 6) mena! r<a 


Note que, na somatória, o expoente 22+4-1 se transformou em 2º, ao passo que, 


- . Ra] 
Q 4 Tr — r ——. 
no segundo termo, a fração -, cujo expoente é 1, tornou-se (7) = (7) = 1. 


c) Mantendo o produto Q = Qa“ constante, tome o limite a > O no potencial 
elétrico para r > a, o que resulta no potencial gerado por um quadrupolo 
axial, sendo Q o momento de quadrupolo. 
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O potencial para r > a é 


2TE9T o 27€07 
ou 
2 4 
V(r) = — Po(cos 0) + (=) Po(cos 0) + (=) Pa(cos0) + «| — — 
ou ainda, 
, () aNV“1 o 
— l — | — 0-1 
V(r) mer + =) (3 cos ) 
4 
l 
+ (- = (35 cos" 0 — 30cos?0 +3) +... a: 
rT/ 8 27€07 
e entao, 
V(r)= —— + ———d 6 —1 
(7 mer | Treçr A cos ) 
Qa2 (a 21 4 o Q 
as 9 — 9 + 3 o 
mer lr) q (35 cos 30 cos" 0 +3) + mer 
ou, finalmente, 
2 | 2 
V(r) = =. [E o 1) + 4 (=) (35 cos* 0 — 30 cos“ 8 + 3) +. | 
Em termos de Q — Qa”. obtemos 
V(r) = e (3 cos? 0 — 1) + (o (35 cost — 30cos?0 +93) + 
Aregro Air 


Agora, tomamos o limite a > 0, ou seja, 


E cos? 0 — 1) 


Yquad. (7) = am Hr) = Em 4megr? 


1 2 
+5(5) (35 cos* 6 — 30 cos? 6 + 3) fee 
Tr 
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e assim, 


Vquad. (7) = e lim (3 cos” 8 — 1) 


— 4regr? |a50 


p 


1 2 
+ lim (6) (35 cos* 6 — 30 cos? 9 + 3) +. 
isto é, 


O , 
V r)=——— (3cos“0 — 1 6.98 
quad. ( Treçrã ( 
Observe que o potencial elétrico do quadrupolo é proporcional a —, que é a 
“marca registrada” de uma distribuição de cargas na forma de um quadrupolo. 


É interessante relembrar os termos que caracterizam as distribuições de cargas já vistas. 
Uma carga pontual (que é um monopolo) está associada com termos do tipo E no potencial elétrico. 
Um dipolo elétrico origina termos do tipo —. O quadrupolo é caracterizado pelos termos da forma 
=. Todas estas “impressões digitais” são para coordenadas esféricas. Em cilíndricas, vimos que 
um potencial do tipo in p está ligado a fios infinitos. Estas identificações são importantes e podem 


facilitar bastante o entendimento físico e matemático de um dado problema. 


d) Suponha que uma esfera condutora ligada à Terra, de raio R, seja colocada 
em volta do quadrupolo. Calcule o potencial elétrico dentro da esfera. 


Neste problema, temos um eixo de simetria, que é o eixo z. Assim, 
na solução do potencial aparecem apenas termos com m = 0. Além disso, 
o ângulo é é ilimitado. Com estas considerações, a expansão 6.60 para o 
potencial fica 


V(r,0) = >. (Cort + Der HI) Po(cos 8) 
t=0 


ou 


D 
V(r,9) = CoPo(cos 8) + — Po(cos 9) + CirPi(cos6) 


D D 
+ 3 Pi(cos 9) + Corº Po(cos 6) + —3 Palcos 0) +. 
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ou ainda, 


D D 
V(r,0) = Co + — + Cir cos 0 + > Cos6 


+ Cor? 5 (2. cos? 6 — 1) + a al8 cos 8 — 1) +. (6.99) 


Quando a esfera envolve o quadrupolo, situado na origem, o campo elétrico 
deste age sobre a superfície interna da esfera, deslocando cargas e gerando 
uma densidade de cargas induzidas. Essa densidade de cargas dá origem, por 
sua vez, a um potencial elétrico, que se soma ao já existente, produzido pelo 
quadrupolo. 


Na origem, em r > 0, está localizado o quadrupolo. Não existem mo- 
nopolos, dipolos ou quaisquer outros momentos de multipolo. Sendo assim, 
o potencial 6.99 deve refletir estes fatos, ou seja, os coeficientes Do, D; e 
Dp,, Yt > 3, devem ser nulos. Isto nos fornece 


Vir > 0,0) = Co + Ea (800826 — 1) 
Do 1 
Tregrã (8 008" O — 1) = Co + 39 (3c0s” 6 — 1) 


onde utilizamos a equação 6.98 para o potencial do quadrupolo na origem. À 
equação acima nos diz que 


e assim, o potencial fica 


V(r,0) = Cir cos0 + “2,2 (3 cos? 6 — 1) + (3 cos? 8 — 1) +... 


ÁTEQ pô 
A esfera está aterrada, logo, seu potencial é nulo. Portanto, 


V(R,9) =0 


Ú 
CiRcos6 + SD Rº(3cos? 6 — 1) + 3cos20 —- 1) +---.=0 


AregRS 


Para que a equação acima esteja correta para qualquer 9, devemos ter 
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C,4=0 
C, =0, VÊ >3 
0; 2 O = 9, 
2 AregRS > Os IregR? 
e assim, 
V(r,0) = - r? (3 cos? 8 — 1) + (3 cos? 0 — 1) 
, AregR Aregr? 
V(r j= E. 1— [— (3cos*0 — 1) (6.100) 
: ATENTS R | 


Veja que o potencial elétrico devido às cargas induzidas é 


Vinduzido = r? (3 cos? 8 — 1) 


AregRº 
O campo elétrico e a densidade de cargas induzidas são deixados como exer- 


cício (veja o exercício 6.7). 


Com este exemplo, finalizamos a teoria básica necessária para a re- 
solução de problemas envolvendo a equação de Laplace em coordenadas es- 
féricas. Vamos agora passar ao estudo de sistemas envolvendo coordenadas 
cuindricas. 


6.6 Equação de Laplace em Coordenadas 
Cilindricas 


A equação de Laplace 6.2 em coordenadas cilíndricas (p,60,2) é 
VºV(,,0,2) =0 


ou, com o Laplaciano em cilíndricas dado pela equação B.10, 


2 — Lo o 10º 9 
“pôp "9p p2 002 dz 


temos 
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1ô0/0V 1 9ºV ON a 
"9 p2 002 Oz 

Vamos supor que a solução possa ser escrita na forma separável como um 

produto de funções, isto é, V(p,0,2) = R(p)0(0)Z(z), e assim, obtemos 


us 262 
9º | R(pJO(9)Z(2)] : 
0z* = 
O(0)Z(z) O OR R(o)Z(z) 0º0(0 9º 7(z 
- ( 27) es < + R(JO(0) A! o 


Agora, dividimos esta equação por ROZ, ou seja, 


4 


1 d/ dR 1 2O 127 
pRdp dp 


DL 4D0—T=-— 
p2O do? Zdz 
e isolamos o termo que contém Z, isto é, 


1 d/ dR 1 2o 12Z 
oRdp do)" Pod” Za? 


O lado esquerdo da expressão acima depende de p e 9, enquanto o lado direito 

é função apenas de z. Logo, para que sejam iguais, é preciso que ambos sejam 

uma constante, que chamaremos de —k?, para facilitar. Assim, temos duas 

equações, a saber, 

Il d/ dR 1 de 
— —k? (6.101) 


pRdp dp)" 930 do? 
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Ou 
2 —kºZ = (6.102) 


Para obter a solução geral para o potencial elétrico, devemos resolver estas 
duas equações, que dependem do valor de k. Por causa da relevância desta 
situação, vamos iniciar o estudo, destacando o valor k = 0. 


6.6.1 Solução da Equação de Laplace em Coordenadas 
Cilíndricas quando k = O 


Às equações 6.101 e 6.102, quando k = 0, tornam-se 


1 d/ dR 1 do 
Ad pan dd 1 
pR dp (o 2) “520 do? tô. 108) 
e 
dê Z 
dê 


Esta última é facilmente resolvida através de duas integrações, e ela fornece 
uma solução já bem conhecida, dada por 


Zo(z) = Ao + Boz (6.104) 


À equação 6.103 pode ser reescrita como 


14 (988) ate 
pR dp É dp 


— po de? 
Multiplicando-a por pé, obtemos 

pa(dR) 1dO 
Rdodo) e do? 


Esta equação está separada, pois o lado esquerdo depende apenas de p, en- 
quanto o direito é função apenas de O. Ambos são iguais a uma constante 
numérica, que chamaremos de v*. Assim, encontramos 
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C 
1doO 
————— TI V 
O do: 
que pode ser reescrita como 
O 
dO +70 = 0 


Esta equação tem coeficientes constantes, e sua equação característica é, quan- 
do v < 0, 


m+v=0>5m= iv 

e as soluções que formam a solução geral são 

m = iv > 0(0) = C,e'” 

m=-iv> 0(0) = D,e 
Como o potencial elétrico deve ser unívoco, é preciso que ocorra, caso o ângulo 
ô esteja no intervalo 0 < 0 < 27, O(0) = O(27), isto é, 

eBiv.O — eHiv2r 

1 = cos(27v) Lisen(27v) 


Para que a expressão acima seja válida, v deve ser um número inteiro. Por- 
tanto, a solução geral para a parte em 6 do potencial é 


O,(0) = Ce” + D,e (6.105) 


Esta expressão pode ser transformada em outra, em geral mais interessante, 
se lembrarmos a relação de Euler 6.6. Portanto, temos 
e”? = cosv0 + isenvê 
e — cos vê — isenvQ 
e assim, a função O pode ser escrita como 


9,(0) = Ci (cos vô + isenv6) + Dy (cos vô — isen vô) 


Cr dy 


em, (et 
O,(0) = (C, + D,) cos vô + (C, — D,) sen vô 
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ou 
O,(0) = c, cos vô + d, sen vô, v inteiro (6.106) 


Se 8 for limitado, então v não precisa ser inteiro, e a solução ainda é dada pela 
equação 6.106, só que sem a condição de ser v um Inteiro. Podemos também 
usar a expressão 6.105, válida para qualquer valor de v. Quando v = 0, a 
equação diferencial para O fica, simplesmente, 


dºO 
do O! 


que pode ser integrada duas vezes, resultando em 
O0(6) = Co + Do0 (6.107) 


Nesta expressão, se € for ilimitado, necessariamente Do = O. Vejamos agora 
a resolução da equação diferencial em p, que é 


ou então, multiplicando-a por KR, expandindo as derivadas e colocando todos 
os termos no mesmo lado da equação, 


Esta equação é uma equação de Cauchy-Euler!º. Ela é resolvida através da 
substituição p = e*. Assim, temos 


dR  dtdR 1dR 
do dodt pdt 


O Veja Equações Diferenciais Aplicadas à Física. 
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PR 1dR A(LdVdR 
do? pêdo plpdt/) dt 
PR A[ER dr 
do? pldt dt 


de modo que a equação diferencial fica 


ph dR dR lah *p=( 
o2| dt? dt p dt 
ou 
Rr dR dR ; 
do a ta SO 
ou ainda, 
dºR o 
de V R=0 


que possui a equação característica 


mv =0>5m=d+v 


e assim, a solução geral é formada pelas funções 


m=v> R= Ee 
m=-v5>5R=Fe” 


ou seja, 
Ry(t) = E,e” + Fe 
Como p = e”, temos 
Ru(o) = Esp" + Fo” (6.108) 
Quando v = O, a equação diferencial para R fica 
d/ d 
La Ri 
pRdpl dp 


ou então, 
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d/ dR 
—[o— | =0 
do dp 
Esta equação pode ser integrada, resultando em 
Pd 5) 
— | p=— | do = fo 
|, a dp 


dRN? 
(0) = Jo 
p po 


€Q 


dR — dR(po) 
Po) 


Ro = [Folnpl 
R(p) — R(po) = Folnp — Foln po 
Eo 


pa mm, 
R(p) = Folnp + R(po) —Fo ln po 


ou seja, 


Ro(p) = E + Foln + (6.109) 

Po 
onde po é algum parâmetro relevante para um dado problema, com dimensão 
de comprimento para que a equação fique dimensionalmente correta. À so- 


lução parav = 0 e k = 0 é formada pelas soluções 6.104, 6.107 e 6.109, isto 
é, | 


Voo(p; 9,2) = (Eo + Fon ) (Co + Do9) (Ao + Boz) (6.110) 


| Note que, se o ângulo 0 for ilimitado, Do = 0. Além disso, se z também for 


“ilimitado, By = 0. À solução para k = 0 ev & O é formada pelas expres- 
* sões 6.104, 6.106 e 6.108, Isto é, 
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Vovz0(p,0,2) = (E, p” + Fo") (CL cos v60 + D, sen v0) (Ao + Boz) 


Como temos uma solução para cada valor de v, a solução geral é a soma das 
soluções, incluindo a solução para v = O. Assim, obtemos 


Vo, (0,0,2) = (o + Fo In o) (Co + Dob) (Ao + Boz) 


+ 3. (E, p” ++ Fo”) (C, cos vô + D, sen v6) (Ao +- Boz) 
vAO 


Ou 
V = p 
11(9,8,2) = (Ag + Bo2) (mo + Fon £) (Co + Dib) 
Ó 


+ 3. (E,p” + F,p”) (C, cos vô + D, sen 0) (6.111) 
vA0 


Observe que, se 6 € |0, 27], v deve, necessariamente, ser inteiro. Se o domínio 
de O for limitado, esta restrição não existe. Vejamos agora alguns exemplos 
de aplicação. 


Exemplo 6.13. Considere um cilindro metálico muito comprido, cujo eixo 
coincide com o eixo z, de raio R e submetido a um potencial fixo Vo sobre a 
superfície lateral. Responda ao seguinte. 


a) Calcule o potencial dentro do cilindro. 


Para iniciar o problema, devemos considerar que o domínio de z é in- 
finito, pois não há nenhuma restrição com relação a esta coordenada, o que 
faz com que Bo = 0 na expressão 6.111. Além disso, o ângulo É é ilimitado, 
e assim, v deve ser um inteiro e Do = O. Como queremos o potencial dentro 
do cilindro, para po < R, e como não há nenhuma distribuição de cargas nesta 
região, é preciso que os coeficientes F, sejam todos nulos, inclusive Fo, pois 
senão os termos In £ e po” divergem em p > 0, o que não deve ocorrer. 
Portanto, temos, reunindo as constantes, 


Vo,(0,0,2) = Ao + D (C, cos v6 + D, sen v6) p” 


v=1 


Em o=R,Y =VWY,ou seja, 
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Vov(R, 6, Z) — Vo 


OO 
Ão + >. (C cos v6 + D, sen v6)R” = Yo (6.112) 


v=1 


Esta expressão só pode ser verificada, para qualquer valor de 0, se C, = D, = 
0, Vv £ 0, o que resulta em 


Ao = Wo 


É importante entender fisicamente por que os coeficientes C, e D, são todos nulos, exceto 
quando v = 0. Os fatores que multiplicam esses coeficientes geram termos com uma dependência 
angular em 8, seja em cossenos ou em senos. No entanto, a condição de contorno para o potencial 
elétrico possui uma simetria cilíndrica em torno do eixo do cilindro, e assim, o potencial não deve 
depender da coordenada angular 8. O termo restante, Ao, não está associado a nenhuma função 
angular. Por este motivo, ele sobrevive, e o resultado é um potencial constante dentro do cilindro, 
o que já era esperado, porque ele é metálico e não deve haver campo elétrico no seu interior. Como 


consequência, o potencial elétrico tem um gradiente nulo e, portanto, ele deve ser uma constante. 


Além das considerações físicas acima, do ponto de vista matemático a expressão 6.112 é 
uma série de Fourier, e os coeficientes da série podem ser obtidos através da definição apropriada 
das equações 2.16 e 2.19. O resultado é justamente o mesmo que foi obtido anteriormente, e ele fica 


como exercício. 
Portanto, dentro do cilindro temos 


Vov(0,0,2) = Vo, o<R (6.113) 


e o potencial dentro do cilindro é constante, como já foi mencionado. 
b) Qual é o potencial fora do cilindro? 


Novamente, temos uma situação em que z é ilimitado, e portanto, Do = 
0. O ângulo 8 varia no intervalo [0, 27], e assim, Do = 0. Não há cargas quando 
9 — 00, logo, E, = 0,Vv + 0. E com relação ao fator em que aparece F5, O 
que devemos fazer? Este termo diverge quando p — oo, e então, deveríamos 
considerar Fy = 0. No entanto, vamos recordar a equação 5.29 para o potencial 
elétrico gerado por um fio infinito, visto no exemplo 5.f, 
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V(F) = Vo) - > n 2 


Desta equação, percebemos que um fio infinito gera um potencial logarítmico 
em função de p, que diverge em p > oc. Um fio infinito é um ciiindro com 
um raio R muito pequeno, e assim, no nosso problema atual, não devemos 
lazer Fy = 0, sob pena de cometermos um erro. Além disso, o parâmetro pg 
relevante para o nosso caso é justamente o raio R do cilindro, e portanto, o 
potencial fica 


Vo,v(/,8,2) = Eo + Fon 7 + 3. (C, cos vB + D, sen v0)p ” 
vO 
Em r = R,o potencial vale Vo, ou seja, 
Vov(R,0,2) = Vo 
Eo + Fo nã + 3. (C, cosv6 + D, senv0)R” = Vo 
VAO 


Para que a expressão acima seja verdadeira para qualquer 9, devemos ter 
novamente €, = D, = 0,Yv. Isto pode ser explicado fisicamente do mesmo 
modo que no caso anterior, lembrando que o potencial elétrico é simétrico em 
torno do eixo z. Com esta consideração. obtemos 


Fo = Vo 
e assim, o potencial fica 


Vouv(p,0,2) = Vo + Fyln a p>R (6.114) 
que é semelhante ao potencial elétrico gerado por um fio infinito (veja a equa- 
ção 5.29). Assim, na região exterior ao cilindro, este se comporta como se 
fosse um fio infinito, se fizermos as equivalências 


VR) = Vo 
Fo = o 
ou 
A = —27egFh 


que é obtida mediante a comparação das expressões 5.29 e 6.114. 
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Exemplo 6.14. Um cilindro metálico muito longo, de raio R e descarregado, 
é colocado num campo elétrico Ep. inicialmente uniforme e perpendicular ao 
eixo do cilindro. Responda ao seguinte. 


a) Calcule o potencial elétrico fora do cilindro. 


p4 Ei 


Figura 6.8: Linhas de campo elétrico para um cilindro 
descarregado e isolado colocado num campo 
elétrico externo homogêneo e constante é9 1. 


Este problema é semelhante ao que estudamos no exemplo 6.5. Como 
lá, quando o cilindro é submetido ao campo elétrico externo, aparece uma 
densidade de cargas induzidas que produz um potencial elétrico que se soma 
ao potencial elétrico do campo constante. O resultado é um potencial elétrico 
total perturbado nas regiões próximas ao cilindro, mas que, nas regiões mui- 
to afastadas, ainda é dado, basicamente, pelo potencial elétrico do campo 
constante. Para sabermos o potencial elétrico associado ao campo constante, 
vamos considerar um sistema de eixos em que o eixo z corresponde ao eixo do 
cilindro, enquanto o eixo x está na mesma direção que o campo elétrico cons- 
tante, orientado no mesmo sentido que este, e assim, E = Epi. À figura 6.8 
apresenta as linhas de campo elétrico para esse problema, 


Como o campo é o gradiente negativo do potencial elétrico, temos, para 
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o potencial elétrico do campo constante, 


:OV  20V  +0V 
VV =i>— +j>— + k— 


Oi Oy Oz 
e assim, 
E =-—VV 
ei ig 


Oz Tay + Oz 


Da equação acima, é fácil perceber que 


Portanto, o potencial elétrico não depende de y ou z, mas de z, e integrando 
a equação acima, obtemos 


OV 
dr 
V 7 
OV = -[ Ego L 
Vo O 
V — Vo =— —En% 
V = —Cogx + Yo 


que é o potencial elétrico longe da esfera. Em coordenadas cilíndricas, utili- 
zando as equações 1.29, temos 


x = pcosb 
e assim, o potencial nos pontos afastados da esfera é 
V=-—-Eopcos0 + Vo (6.115) 
Agora, precisamos fazer considerações sobre a solução geral para o potencial 


elétrico 6.111. O ângulo 9 é ilimitado, logo, Do = O. O domínio de z é infinito, 
e portanto, bo = O. Reunindo estas afirmações, obtemos, até o momento, 
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Vo.v(0,0,2) = Eo + Folm a + 3. (E, p” i Fo") (C, cos vô + D, sen v6) 
vAÃO 


OU 


F H 
Vov(p,0,2) — Eo + Fo no + Eyp cos 6 + 088 + Gp sen O + =! sen 6 
0 P 
+ Es” cos 26 + p2 008 20 + Gap“ sen20 + — sen 20 + -.: 
p 


Quando p > o0, o potencial elétrico torna-se o potencial devido ao campo 
elétrico constante, ou seja, 


Vov(lo — 00,0,2) = Eq + Fo no + Ep cos0 + Gipsenê 
O 
+ Eopº cos 20 + Gopº sen 20 + --. 


Comparando esta expressão com a equação 6.119, temos que 


Eo = Vo 

Ff) =0 
E, — —éo 

É, = 0,vv > 2 
G,=0,Vv >] 


Assim, o potencial fica 


F 
Vo.v(p,0,2) = Vo — Egpcos6 + 058 
H F H 
+ — sen 0 + — cos 20 + — sen 20 + ++ 
p p p 


Como o cilindro está descarregado e isolado, o potencial sobre ele é nulo, ou 
seja, V(R,0,2z) = 0. Assim, obtemos 


F 
Vov(R,0,2) = Vo — Ego cos 0 + 7 cos O 


H Fe H 
+ send + pp 0820 + 5 sen 20 +... 
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ou 


F H, F5 Ho 
Vo + (7 — EoR ) cosó + Tl send + 5 cos20 + po Sen 20 ++. = () 


Note que o único modo de esta equação ser satisfeita para qualquer valor de 
6 ocorre quando 


Yo =0 

F 

—» — EoR = Õ, > [4 = ER? 
H,=0,vv>l 
FP, =0,Vv >? 


Assim sendo, o potencial fica 


ER 
Vo,v(/,0,2) = —Egpcos 6 + cos 6 (6.116) 


ou 


Rº 
Vo, (p, 0,2) — -Eypcos6 (1 — =) 
fp 


Observe que este potencial elétrico é a soma da parte referente ao campo 
elétrico £o. dada pela equação 6.115, com a parte gerada pelas cargas induzi- 
das sobre a superfície do cilindro, dada por 


Vinduzido — cos 6 


b) Qual é o campo elétrico na região externa ao cilindro? 


O campo elétrico pode ser obtido através do gradiente negativo da equa- 
ção 6.116, ou seja, 


my 


é = —VV 
0 00 é, EoR? 
[podido | [-Enpcoso + cos6] 


2 2 Ô 
— E cos 8 + “e cos ) P —  Egpseno — e sen ) ; 


- Rº RºN . 
É = Eocoso(1+ 5; ) d- Eoseno(1- 5) 6 (6.117) 
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c) Qual é a densidade de cargas induzidas no cilindro? 


A densidade de cargas induzidas pode ser obtida através da expres- 
são 6.44, 


o =enécN 


Considerando que o vetor normal ao cilindro é dado por à = Pp e que a 
densidade de cargas está sobre a superfície do cilindro, obtemos 


o(R,0) = enER * À 


Rº RºN «a 
— [6 cos (1 + TE) p= Epseno(1 — é) 6 


o(R,6) = 2e9ê9 cos O 


A carga total induzida sobre o cilindro é calculada através da integração da. 
densidade de cargas sobre toda a superfície do cilindro, ou seja, 


OO 27 
() — / / o Rdbdz 
—-oc JO 


OS 2H 
— 2enéoR / / cos 6 dodz 
— oo 40 
Ê 


a 27 
— 2eoEoR | (sen 0) o dz 
— 00 


— 2eo8oR | O dz 
Q=0 


A carga total induzida é nula, como deve ser, já que o cilindro está Isolado e, 
inicialmente, não tem nenhuma carga. 


Exemplo 6.15. Dois cilindros infinitos estão dispostos de forma que seus 
eixos coincidem. O potencial no cilindro de raio menor Ra vale Va, enquanto 
o potencial no cilindro externo, de raio Rb, está fixo em Vo. Responda ao 
seguinte. 


a) Qual é o potencial na região entre os dois cilindros? 
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Para obtermos o potencial elétrico para R, < p < Rp, partimos da 
solução geral 6.111, 


Vow(,0,2) = (Ao + Boz) (e + Hom 20) (Co + Do8) 
0 
+ 3. (E, p” + F,p ”) (C, cos v0 + D, sen v6) 


v>0 


O ângulo à é ilimitado, logo Do = 0. Além disso, os cilindros são infinitos, e 
assim, o domínio de z é ilimitado, e Bog = O. Obtemos, portanto, 
Vov(0,0,2) = Eo + Foln La + >. (E, p” + F,o “)(C, cosv6 + D, sen v8) 
Po 
”, 


As condições de contorno para o potencial elétrico são V(R,,0,7) = V, é 
V(R+,0,2) = Vp. Nenhuma dessas condições depende do ângulo 6, e elas são 
simétricas em torno do eixo z. Isso significa que o potencial elétrico também 
deve ser simétrico, e ele não deve depender da coordenada angular 8. Assim. 
na expressão acima, devemos considerar C, = D, = 0,Vv > 1, para eliminar 
a parte angular. O parâmetro py pode ser escolhido como sendo o raio de um 
dos cilindros, e optamos por po = fp. O resultado é 


Vo (/,0,2) — Eq + Fo in + 
Ro 


Agora, consideramos as condições de contorno. Em p = R,, temos 
Vo,v (Ra. Õ, Z) = Va 


R 
Eo + Foln o = Va 


Em po = Rp, obtemos 
Vov(Rb4,0,2) = Vo 
Eo + Foln E — Vo 
Ego = Vp 
Voltando agora à equação anterior e substituindo o valor de &o, achamos 


Vo + Fo In a — Va 
Roy 
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Ra 
Foln— = Va — YV 
a = a b 
Va NV 
Fy = TU 
1 Ro 
Fo = +08 
In po 


de modo que o potencial na região entre os cilindros fica 


— Vo — Va p 
Pooh) = tm py Ra <p< Rb 
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É importante ressaltar que a escolha feita para po não influi no resultado final para O 


potencial elétrico. Vamos considerar que, ao invés de escolher po = Rs, tivéssemos optado por 


po = Re. Então teriamos 


Voví Ra, Õ, Z uz Va 


R 
Bo + Foln — — Va 


EL 


Ego = Va 


Vov(Ro, Õ, z) — Vp 


R 
Va + Foln => = Vo 


87 


R 
Fon = =VY,— Va 


EL 


Vo—YV 
Fo — ea 
In po 
e o potencial elétrico seria 
Vo — Va p 
Sy 6,2)=Va+—s— In — 
o,v(p ) E In E Ra 


Este resultado é idêntico ao anterior, e para provar isso, vamos subtrair um do outro, chamando 


este último resultado de Yº, para evitar confusões. Assim, temos 


Vo — Va 


q 2N 
dec do (Wa + dem Lo) 
In 5» bp In &> Fo 


VV =V,+ 


EL 
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ou 


Vo Va b - Yp— Sa P 
VV =vy In — Y, — In -— 
, In Eb Hb . In 22 Ra 
Vo, — 
=Vo- Voar (1 L E) 
Ingo o Mo Ra 
Vo — Va P Ra 
Ro To 
Vo— Va Ra 
NY — Va R 
=V—-Vaot (= 2) 
In po ci 
Vo— Va, BR 


Note que eles são iguais para qualquer valor de p, e não apenas para algum valor específico. Isso 


mostra que a escoiha de um valor particular para pg não altera fisicamente o problema. 


A 


b) Qual é o potencial elétrico na região externa ao cilindro maior, ou seja, 
para p > Rp ? 


No exemplo 6.13, calculamos o potencial elétrico dentro e fora de um 
cilindro de raio R. Lá, obtivemos a equação 6.114 para o potencial elétrico na 
região exterior ao cilindro, isto é, 


Vow(p,0,2) = Vo + Fy Ino. p>R 
No nosso caso, a região exterior ao cilindro maior é fisicamente idêntica à 
região externa ao cilindro de raio R do exemplo 6.13. Assim, devemos ter 
Vo= Vo, e R= Rb, ou seja, o potencial elétrico fica 


Vov(9,0,2) = V, + Fyln e p> Rj 
b 


À constante Fy precisa de mais alguma condição de contorno para ser deter- 
minada. 
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Exemplo 6.16. Suponha que os dois cilindros do exemplo anterior estejam 
submetidos aos seguintes potenciars: 


v(o.0.7) = Va para p = Ra 
e Vo cos20, para p= Rb 


Obtenha o potencial elétrico em todo o espaço. 


Vamos iniciar a resolução deste problema pela região p < Ra, que é 
interna ao cilindro menor. Neste caso, como a condição de contorno sobre o 
cilindro menor é um potencial constante. a situação física é idêntica àquela do 
exemplo 6.13. em que calculamos o potencial elétrico dentro de um cilindro 
de raio R. O resultado que obtivemos lá foi a equação 6.113, que estabelece 
que o potencial dentro do cilindro é constante, e então, no nosso caso, temos 


Vo, (p,0,2) — Va, p < Ro 


Vejamos agora a região Ra < p < Rs. Partimos da solução geral para o 
potencial elétrico 6.111, 


Vo. (o, Õ. Z) — (Ao + Boz) (x + Fo In o) (Co + Do8) 


+ >. (E,0” + F,p “)(C, cos vo + D, sen vô) 
vA0 


e lembramos que o ângulo 8 é ilimitado, assim como z, o que faz com que 
Bo = Do = 0. Vamos considerar também po = Rb, O que, como já vimos, não 
influi no resultado final. Obtemos, portanto, 


Vov(9,8,27) = Eo + Fon — +5 (E,o” + Ep) (C, cosvO + Do senvO) 
b 
vAO 


ou, explicitando alguns termos, 
p H 
Vov(0,0,2) = Eo + Foln PR; + Ep cos 0 + > cos 8 
b 
H F. 
+ Grp sen O + — seng + Esp” cos 20 + 2 cos 20 
O 


H 
+ Gopº sen 20 + — sen 20 +. 
p 
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Em Rb, temos V(R,,0,2) = Vp cos 26. Assim, obtemos 


H 
V, cos 20 = o + Bon + E, Rp cos O + p. Cos0 
b 


H, F5 
+ GiRpsen6 + — sen 0 + EoR$ cos 20 + —s cos 20 


H 
+ Go R$ sen 20 + — sen 20 + -- 
Jar 


ou ainda, 
F H 
Vp cos 20 = Eo + (Erro + — | cos0 + GR» + — | seng 
Rb Re 


1, Ho 
+ (mon + Rê 7) cos 20 + [Gang + 7) sen 20 + --- 
b 


R$ 


Como resposta a esta equação, temos 


Eo=0 
lb, 
Vo = ER$4 5 
Ri 
V Fy 
Eh += =), Vv>lvA? 
By 
H 
GRi+t> =), Vv Dl 
FR 
ou ainda, 
o =0 
Vo És 
Es — NA 
CR Rj 
F, 
Ey = — 50 Vv>lvA?Z 
Ri 
H, 
Gu = por Vv >1 


Voltando à equação do potencial, achamos 
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po F 
Vov(0,80.2) = Fyln — — —Spcos6 + — cosê 
Hh H (7 =) > Fo 
— =Sposen94+ — sen6 + | -5 — = |pºcos20 + — cos 20 
R$” 9 RR Rj p? 


ou 
p Loop 
Vov(p,0. Z) — Fo RA + H ç — &) cos 6 


Vop? ç 2) 
+h(5-D 
R; Ap Rj 


Lp 
+ AH ç — &) sen 6 + 
p BR; 


Em p = Ry, temos a segunda condição de contorno, ou seja, V(RG,0,2) = Va- 
Assim, encontramos 


Para que esta expressão seja verdadeira para qualquer valor de É, é preciso 
que todos os termos que apresentam fatores angulares se anulem. Entretanto, 
os fatores entre parênteses nunca podem se anular, pois R, É fb, O que 
implica que os coeficientes F, e H, devem ser todos nulos, exceto Éy e £5, Já 
que, neste último caso, o termo entre colchetes pode se anular. Desse modo, 


obtemos as expressões 


Ra 
Vo = Éol um 
on 
Y 
Fy = RE 
In Te 
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Voa Ego 5) = (0 


R$ Rê Rj 
p; R$ Ra VYoRj 
R2Rj R$ 
p= VoRÉR? 
(R$ — Ra) 


ap Vo NoRIRZ Ric p! 
Vo,v(0,0,2) — In R, | R, + | R — (Ri- R$) PRE cos 28 
V y RR, — pº 
= In É pa ps bp) cos 26 
nã Roy Rj (R, — R$)p? 


Vo np, Vo(Rj = Rojo! — RBG — 09) 


2 Po In o ST TA Shao r rr —— (COS 20 
Inpe Bo Ri (Rg — R$Jp? 
Na pb, No Riot Ro! - REREA RO! 
Ingo Ro Ri (Rg — Ra)p? 
Va o Yo Rip! — RÉR; 
=——n>D+4D-200 0009598 
Infe Ro Rj (Rj RP 
V V, Ré(ot — R$ 
Vo,v(0,0,2) = — ] E bl a) cos 26 


1 — A em 
Inte Ro Ri (Rj — Ro) 


ou 


Va R2(o! — Rº 
Vo, (,0,2) — ] Vo Rolo! — Ra) 


p 
n -— 
In FER Rb p? R$ — Rê 


cos 20, Ra <p < Rb 


que é o potencial elétrico na região entre os dois cilindros. 


Observe que a condição de contorno em p = Rs», dada por V(R,,0,2) — Ve cos 28, impõe que, 
na solução do potencial elétrico, não pode aparecer nenhuma outra função de 8 além de um múltiplo 
de cos 28 ou uma função constante em relação a 8. Isso porque cos 26 é um vetor da base do espaço 


vetorial definido pelas funções cos nô e sen nê, e nós demonstramos que essas funções são ortogonais 
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entre si, quando tratamos da série de Fourier, na seção 2.2. Sendo assim, o potencial tem apenas 
duas “componentes”. Uma está na “direção” definida pela função cos 20, e a outra está na “direção” 
definida pela função constante em relação a é. Às outras componentes são todas nulas, o que anula 
os coeficientes F, e H,, exceto Fo e Fo. De fato, antes mesmo do desenvolvimento matemático, 
poderíamos ter explorado fisicamente um pouco mais o problema, fazendo estas considerações logo 
de início, o que aceleraria a resolução. Em todos os exemplos vistos no livro até aqui, as funções 
associadas às condições de contorno de um dado problema definem subespaços vetoriais, sejam de 
funções trigonométricas, sejam dos polinômios de Legendre, ou ainda, dos harmônicos esféricos, 
que foram as principais funções estudadas até agora. Assim, cada problema tem um subespaço 
vetorial associado e, em todos os casos, a solução para o potencial elétrico do problema envolve 
apenas combinações lineares das funções da base desse subespaço vetorial definido pelas condições. 
de contorno. Todas as outras funções que não pertencem à base ou que não podem ser escritas como 
combinações lineares das funções da base ficam automaticamente excluídas da solução. Por exemplo, 
digamos que uma das condições de contorno fosse dada por um múltiplo da função cos* 8. Como 
cosº 8 — cos 28—sen 28, no potencial elétrico só podem aparecer, além da função constante, as funções 
cos 29 e sen 28. Isso suscita a seguinte questão: e se existir uma outra condição de contorno dada 
em termos de senô ? Neste caso, deveria também aparecer esta função na solução do potencial, 
o que discorda do que foi estabelecido há pouco. Para responder a esta questão, lembrando que 
os potenciais elétricos podem ser superpostos, devemos considerar o problema em que estamos 
interessados como sendo constituído pela superposição de dois idênticos em todos os sentidos, exceto 
com relação às condições de contorno. Em um deles, uma das condições de contorno, digamos a 
segunda, é considerada nula, enquanto a outra não muda. No segundo, a situação se inverte. A 
condição de contorno que foi anulada não é mais nula, mas a outra é agora nula. O resultado final 
é a soma das duas soluções obtidas e, novamente, só aparecem funções associadas às condições de 


contorno, que são sen 9, sen 28 e cos 28. 


Estas verificações são importantes, não só em problemas de Eletromagnetismo, mas em toda 
a Física, principalmente em Mecânica Quântica, em que a Álgebra Linear e conceitos como espaços 
vetoriais são importantíssimos! Por causa disso, aconselhamos fortemente a consulta de textos de 
Álgebra Linear, alguns dos quais constam nas referências bibliográficas, para o esclarecimento de 


eventuais dúvidas ou mesmo para uma revisão dos conceitos desta importante parte da Matemática. 


Para obter o potencial elétrico para a região p > Re, partimos da solução 
geral 6.111 e lembramos que 9 e z são ilimitados. Além disso, pela discussão 
anterior, os coeficientes que multiplicam as funções de O que não sejam a 
função cos 20 ou a função constante são todos nulos, por causa da condição 
de contorno em p = Rp. Quando p — oo, o único termo que pode divergir é o 
que tem o fator logarítmico, e assim, E = 0. Com todas estas considerações, 
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o potencial fica 


F. 
Vov(,,0,2) = Eo + Foln E + É cos 28 
Ro pf 


Em p = Rb, temos 


Ro 5 
Vov(BRo; 6, 2) = Eo+ Foln [E + Rê cos 26 


V, cos 280 = Eno + R cos 20 


Desta expressão, obtemos 


e o potencial elétrico fora dos cilindros é 


Vols 
Vo (lp; 0, z) = Foln o + ada 


cos 20, p > Rb 


Este exemplo encerra a discussão acerca do caso k = O. Note que, em todos 
os exemplos vistos, z era ilimitado, e o potencial elétrico não dependia desta 
coordenada. 


6.6.2 Solução da Equação de Laplace em Coordenadas 
Cilíndricas quando k + 0 


Em todos os exemplos vistos na subseção anterior, a coordenada z era 
limitada, já que os cilindros considerados eram todos infinitos. Como con- 
sequência, nenhuma condição de contorno podia depender dessa coordenada. 
Se, no entanto, as regiões cilíndricas que estamos estudando são finitas, então, 
no cálculo do potencial dentro delas, devemos ter em mente que z agora é l1- 
mitado pelas superfícies que formam essas regiões. Deste fato decorre que as 
condições de contorno agora podem depender de z. Além disso, como veremos 
ao resolver as equações 6.101 e 6.102, o fato de z ser limitado permite que a 
constante de separação k possa assumir outros valores que não apenas k = 0,0 
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que torna a resolução desses problemas mais complicada. Vamos então Iniciar 
a resolução das equações 6.101 e 6.102, que são reproduzidas abaixo. 


1 d/ dR 1 dO , 
oRdol dp 920 do 
e 
da fts 


Esta última equação pode ser facilmente resolvida, já que ela é uma equação 
diferencial com coeficientes constantes. Sua equação característica é 


me-k=0>m=+k 
Veja que as raízes são reais. Elas formam as soluções 


m=k>Z= Ae 


m=-k > Z = Be *? 
que, juntas, produzem a solução geral 
Zulz) = Ape”? + Bro"? (6.118) 


Agora, perceba o seguinte: quando z é limitado, nenhuma das funções expo- 
nenciais da solução acima diverge. Quando z é parcialmente limitado, diga- 
mos, por uma superfície em z = a e outra em z = oo, então a exponencial 
ez diverge em z > o0, se k > 0. Quando k < 0, é a outra exponencial, 
e-*2 que diverge. Na solução da equação de Laplace para O potencial elétrico 
não podem existir divergências no potencial, Já que estamos numa região sem 
cargas !!. Isso significa que a constante que multiplica a exponencial deve 
ser anulada, para que o potencial fique finito. Assim, se k > 0, devemos ter 
A, =0,esek<0, By =b0. Sea região semi-infinita é limitada por z = 6 
ez =-oo, então a discussão anterior deve ser invertida. À exponencial e"? 
diverge para z — —oo quando k > 0, e assim, B. =0.Sek<0,o que diverge 
quando z — —oo é a outra exponencial, e*Z e neste caso, Ap — 0. 


OO ss O 


11 Excetuando a divergência logarítmica em In p, quando p — c0, por causa do potencial 
elétrico de um fio iníinito. 
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Vamos considerar agora uma região ilimitada em z, estendendo-se de 
— oo até oo. Se k > 0, quando z — co a exponencial e“? diverge, de modo que 
devemos ter Ay = 0, restando como solução Z, — Bpe **. Entretanto, quando 
z — —oo, esta solução diverge, e devemos fazer também B, = 0. Assim, a 
solução para Z torna-se Z«(z) = 0, o que faz com que o potencial elétrico 
seja também nulo, já que ele é dado por V = R(p)O(0)Z(z). Esta solução é a. 
solução trivial da equação de Laplace, mas ela não tem grande interesse físico, 
pois não acrescenta nada relevante ao problema. Quando k < 0, a situação 
é a mesma, e ambas as constantes A, e By devem ser anuladas. Portanto, 
para encontrar uma solução não-nula para o potencial elétrico numa região 
em que z é ilimitado, devemos considerar apenas o caso k = 0, que é o único 
relevante e que já foi estudado na seção anterior. Assim, vamos supor que 
estamos numa região em que z não é totalmente ilimitado e que k possa 
ter um valor diferente de zero. Nesta região, devemos agora resolver a outra 
equação diferencial, para obter as funções R(p) e O(9). A equação 


I (0) | do | 


ada ada a 27 
oR dp "do p*O do? K 


pode ser reescrita como 


Esta equação está separada, e o lado esquerdo depende apenas de 8, enquan- 
to o direito é função apenas de p. Ambos são iguais a uma constante, que 
consideraremos como sendo —*. Assim, temos duas equações, 


1 dO , 
12 
O do? 


2,2 pdf dR 2 
— k —.— — — — 0 — 
É Rã (ão) : 


A equação para O é bastante simples de resolver. Vamos reescrevê-la como 
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d? 
o +70 =0 (6.119) 


que é uma equação com coeficientes constantes cuja equação característica, 
2 2. +; 
m+vl=0>m=cã&w 
gera as soluções 
m = iv > 0(0) = Ce! 
m = —iv > 0(0) = De” 
que formam a solução geral 
9,(0) — Ce 4 D,e 


Note que, por causa da unicidade do potencial elétrico em relação ao ângulo 
9, quando 6 € [0,27], v deve ser um inteiro. Se isso não ocorrer, v não precisa 
ser inteiro. Utilizando a relação de Euler 6.6, podemos reescrever a solução 
para O como 


0,(60) = C, cosv60 + D, sen vê (6.120) 


Quando v = 0, a solução para O é a equação 6.106. Vejamos agora a equação 
diferencial para R, que podemos escrever como 


or2 , Pdf dR , 

pr LO) 2 =0 
"= + Rd (o dp : 

Multiplicando-a por R e efetuando as derivadas, 


dºR dR 

2 21.2 2 

4, + p— + (0ºkº — vJR = 
dp? dp ) ] 


Vamos dividi-la por pé, isto é, 

dR 1dR v? 

Ss + +(k-S|R=0 

do? pp 2) 
Agora, definimos a variável o = kp e escrevemos a equação diferencial nesta 
variável. Temos que calcular 
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d dod 
do dpdo 
dd 
do” do 


Substituindo estas expressões na equação diferencial, temos 


PR kdR k2v? 
ki + +4+(k-> D1R= 
12 "o do 7 )R ? 
Ou 
CR IdR (| po (6.121) 
do? odo 02) 


Esta equação diferencial é conhecida como equação de Bessel, e suas soluções 
são as funções de Bessel, que podem ser do primeiro tipo, ou J,(9), de segundo 
tipo, ou N,(o), também chamadas de funções de Neumann, ou ainda, de 
terceiro tipo, ou H;(o) e H2(o), conhecidas por funções de Hankel. Como 
fizemos com a equação diferencial de Legendre, vamos utilizar as soluções 
da equação de Bessel, sem apresentar a resolução, que pode ser vista, em 
detalhes, no apêndice D. Sugerimos a consulta desse apêndice para verificar 
os detalhes envolvendo a resolução desta importante equação diferencial. 


As funções de Bessel do primeiro tipo J,(9) são expressas em termos de 
uma série, ou seja, utilizando a equação D.10, 


T(0) = Dm o(o)” 


que é válida para qualquer v. Nesta expressão, T'(n) representa a função Gama, 
“que é discutida no apêndice D. Também neste apêndice podemos ver que a 
solução geral para a função R é dada por 
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R(o) = E,Jvlo) + F,J-vlo) 


ou, voltando para p, 


R(p) — EJi(ko) + FoJ-vlkp) (6.122) 


desde que, e isso é muito importante, v não seja um número inteiro. Se v for 
um número inteiro m, as funções de Bessel Jm e J-m não são mais linearmente 
independentes, já que elas estão relacionadas pela equação [).20, 


Tm = (Dm 


e portanto, é preciso utilizar as funções de Bessel de segundo tipo N,(o), ou 
funções de Neumann, para formar a solução geral. As funções de Neumann 
são obtidas das funções de Bessel J, através da equação D.21, 


No) = Ju(o) cos vm — J-y(0) 


sen vm 

válida para qualquer v, inclusive v inteiro (veja o apêndice D). Mediante a 
utilização das funções de Neumann, a solução para a parte em p do potencial 
fica 


R(o) = E,Ji(o) + F,No(o) 


ou, em termos de p, 


R(p) = E,Jo(kp) + Fi Nolkp) (6.123) 


que é correta para qualquer valor de v, sem exceção. Uma observação im- 
portante é que, devido à forma explícita de N, quando v = m é um inteiro, 
dada pela expressão D.22, a função de Neumann diverge em o > 0, o que 
pode fazer com que seja necessário zerar o coeficiente Fm que multiplica Nm, 
para que o potencial seja finito. Além disso, as funções de Bessel podem ser 
utilizadas para expandir uma função f(p), definida no intervalo p € [0, a], em 
uma série, conhecida como série de Fourier-Bessel, dada pela equação D.26, 


H9) = 55 Avpdo(2u58) 


p=1 
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onde os números x, são as raízes da função de Bessel J,, ou seja, 


Jylzvo) = 0, p=1,2,3... 


Cada uma das funções de Bessel possui infinitas raízes. Os coeficientes A 
são obtidos através da expressão D.27, ou seja, 


vp 


2 º Tg, 
Avp = / I(o)J, Ly, pdp 
 CI(avp) Jo 7 . a) 


Para formar a solução geral do potencial elétrico em coordenadas cilín- 
dricas quando k £ 0, reunimos as equações 6.118, 6.120 e 6.123, e então, 


Ve (o; O, z) — 
E, Jo(kp) + F, Nu(kp)| (O, cos vô + D, sei v6) ( Ape"? + Bye *º) 


A solução geral é formada. pela soma de todas as soluções possíveis, logo. 


-> px E, Ju(kp) + F,No(kp)| 
=0h%0 


+ 


X (c, cos vô + D, sen vB) ( Ape"? + Be "º) (6.124) 
se k for um parâmetro discreto. Se for contínuo, a soma torna-se uma integral, 
ou seja, 

OO 


V(0,0,2) = 3. | (C, cos v6 + D, sen vB) 


v=0 


x / À E, J(kp) + F,No(kp)] (A(k)et” + B(k)e +) | dk (6.125) 


Das expressões acima, é fácil perceber que os problemas envolvendo as coor- 
denadas cilíndricas quando k + O são os mais complicados do ponto de vista 
matemático. Vejamos alguns deles. 


Exemplo 6.17. Vamos considerar um cilindro, de altura L e raio É, cujo 
eixo é paralelo ao eixo z, como mostra a figura 6.9. Queremos obter o potencial 
elétrico dentro do cilindro. 
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V(a,0,7)=0 


Figura 6.9: Um cilindro finito de altura L e raio R. 


Este cilindro está sujeito às seguintes condições de contorno: na base em 
z =0,o potencial é nulo, bem como na superficie lateral. Na outra base, em 
z = L, temos um potencial V(,,0,L) = V(p,6). Para encontrar o potencial 
elétrico, partimos da expressão geral 6.124, 


V(p,0,2) = 3 3 [EJ(ko) + FoNo(kp)] 


v=0kH0 
x (O, cos v6 + D, sen v6) (Ape? + Bye“) 


À origem faz parte do domínio da solução, e assim, como a função de Neumann 
diverge em p > 0, os coeficientes F, devem ser tais que F, = 0, Vv. Além disso, 
como 8 é ilimitado, para que o potencial seja unívoco, v deve ser um inteiro 
m. Assim, temos 


V(p,0,2) -3 3. Imlkp) (Cm cos mô + Dm sen mb) ( Ape"? + Bre. “2, 
m=0kzO0 


Em z = 0, o potencial é nulo, logo, 


V(0,0,0) = 0 


..o 


Pp» por (ko)( (Cm cos mb + Dm sen mb) (Ar + Bk) = Õ 
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Para que esta expressão seja válida para qualquer valor de p e 0, devemos ter 


e entao, 
V(9,0,2) = > 3 (kp) (Cm cos mb + Dm sen mô) ( Ape"? — Ape") 
=0k70 


ou, lembrando que 


senha = 


e incorporando as constantes em apenas duas, 


oO 


V(0,0,2) = » p» Jm(kp)(Cm,k cosmô + Dm  senmô) senh kz 


O potencial é nulo quando p = R, e portanto, 
V(R,0,2) = 0 


OQ 
L Am (kR)( mk cos mê + Dm + senmô) senh kz = 0 
=0k20 
Para que esta expressão esteja correta para qualquer valor de 0 e z, é necessário 
que 
Jm(kR) =0 
ou seja, k deve assumir os valores 
x 
Emp = p=1,2.... 


onde Tm,p São as raízes de Jm. O potencial fica 


OQ OQ 
V(0,0,2) = >. >. Jm(km,po) (Cm,p Cos mb + Dm p Sen mo) senh km p2 


3 
| 
um 
3 
| 
[rd 
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sendo que trocamos a soma em k por uma soma em p completamente equiva- 
lente. A última condição de contorno, em z = É, diz que 


V(p,0,L) = V(p,0) 


OO O 
V(0,0) = >. So Tn (km.pP)(Cm,p cos mô + Dimn,p Sen mb) senh km ,pL 
m=0p=1 


Esta expressão é uma expansão de V(p,9) em uma série de Fourier em é 
combinada com uma série de Fourier-Bessel em p. Para obtermos os coefi- 
cientes Cm», vamos multiplicá-la por pJm (km',p'P) cosm'0 e integrá-la sobre, 
os intervalos0<0<2me0<p<kR,ou sea, 


217 BR 
/ [ V(p, Dom! (km! sp p) cos m'8 dodo =— 
Ú Ô 


2H R o o 
/ [ 5. Jin (km,pf) (Cp cos mô + Dm sen m0) 
0) O 


x pJm' (km p' Pp) Cos m'0 senh km pL dpdo 


ou, trocando os sinais de integração com os das somatórias, 


27 RR 
/ [ V (0,0) Jm' (km p' P) cos m'0 pdpdo = 
Ê Ú 


OU SO 
Cm p senh kmpb 


vp=iIm=ô 


R 27 
x [ [ PImkm po) Im (km p' P) cos mb cos m'0 dpdo 
o 0 


OS OO 
+ Dm p senh km,pb 


p=Im=oô0 
R p27 
«| / o Jm (Emp) Im (km ,p'P) sen mb cos m'9 dpdo (6.126) 
o 40 


Note que invertemos a ordem em que as somatórias são feitas, o que está 
correto, porque os dois índices são independentes. Invertemos também a or- 
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dem em que as integrais são efetuadas, pelo mesmo motivo. Para realizar as 
integrais em é, vamos precisar das equações 2.14, 


N 
/ cos nx cosmr di = Tdnm 
—T 


e 2.15, 


” 
/ sen ng cosma dz = 0, Yn,m 
— 


Nestas integrais, fazemos y = x +7 e dy = dz. A primeira torna-se 


T 27 
/ cos nx cos mz dx = / cosn(y — 7) cosm(y — 7) dy 
0 


—4 


ou 


” 
/ cos nx cosmzr dz = 
(—1)? 0 (— 1)” 0 


27 
/ [cos ny Cos nx + sen ny$en n7 |[cos my Cos mr + sen my Sen mr | dy 
0 


4 


+ 


ou ainda, 


H 2H 
/ cos nx cos mg dr =— / (—1)"*” cos ny cos my dy 
0 


—T 
27 
Tônm = (enrtm [ cos ny cos my dy 
0 
ou então, 
27 
dy =-————S 
/ cos ny cos my dy — (E T)m Onm 


Como o único valor não-nulo ocorre para n = m, e considerando que, neste 
caso, teremos (—-1)“” = 1, podemos escrever 


2H 
/ cos ny cos my dy = Tônm (6.127) 
), 


A segunda integral, com a mesma substituição, fica 


6.6. EQUAÇÃO DE LAPLACE EM COORDENADAS CILÍNDRICAS 461 


m 27 
/ sen nx cosmgz dz — / sen n(y — 7) cosm(y — 1) dy 
Q 


—T 
ou 
A 
/ sen nx cos mz dz = 
(—1)” 0 (— 1)” 0 


27 
/ [sen ny Cos nx — Sen nr cos nyl[cos my Cos m7 + sen my Sen mr | dy 
0 


ou entao, 


ur 2H 
/ sen nz cosmg dr - | sen ny(— 1)” cos my(— DD)” dy 
0 


—= 


T 27 
/ sen nx cosmgz dy = (—1)"tM / sen ny cos my dy 
0 


—T 


27 
O = (aptm | sen ny cos my dy 
0 


ou seja, 


27 
/ sen ny cos my dy = O (6.128) 
0 


De posse destas expressões, a equação 6.126 fica, sem e m” não são ambos 
nulos, 


27 pR 
/ / V (9,0) Ja (km' 'p) cos m'8 pdpdo = 
o Jo 


OQ 0.4 | 
R 
Cm,p senh DA) Tômm' PImlkm,po) Im (km! ;p' Pp) dp 
Ê 


p=1im=0 


ou 


27 AR 
/ / V(0,0)Jm (km p'p) cos m'8 pdpdô = 
o Jo 


OQ 0.0 


R 
CmpsenhkmpLTômm / PIm(km pp) Im (km! p'p) dp 
0 


p=1m=o0 
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Ao efetuarmos a soma em m, resta apenas o termo em que m = m', isto é, 


/ [vi (0,0) Im! (km o! p) cosm'8 pdpdO = 


R 
mM ) Cim'p senhkm pl | PJm (bm po) Im! (Emp!) do 
O 


p= 


Agora, utilizamos a condição de ortogonalidade das funções de Bessel, expres- 
sa pela equação D.33, que é 


é a? 
f pJvlkv pp) Joly!) dp = 2 Jon(xop)] pp 


para realizar a integral em p, que fica 


27 
/ / V (0,0) Im (km p' Pp) cos m'0 pdpdo = 
o Jo 


R? 
TD Cry senh km LS Dr sd p)ôpp 


p=1 


ou, como o único termo que sobrevive é aquele em que p = 7”. 


27 
/ [vi (0,0) Jim (km p' Pp) cos m'0 pdpdO = 


TR? 
= Cmt Senh km p'L Josi (Emp!) 


e então, o coeficiente C,n,p vale, ao eliminarmos as linhas dos termos do lado 
direito, que são desnecessárias, 


2 cossech kmpL [2 
Cm = TRT TER JE (tm o) / [vi (0,0 km p'p) cosm'8 pdodo (6.129) 


Quando m = m' = 0, a expressão 6.126 torna-se 
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27 BR 
/ [ V(p, 0) Jo(ko,p' p) pdpdo = 
o 0 


OO 
FR p27 
Cop senhRopE | [ pJo(ko pp) Jolkop' p) dodo 
o J0 
p=1 


A integral em 6 fornece 27, e assim, 


27 ABR 
/ / V(0,0)Jo(ko,p'p) pdodo = 
0 Ô 


R 
27 Co» senh np | pJo(ko po) dolkop' p) dp 
' 


p= 
A ortogonalidade das funções de Bessel nos fornece, para a integral, 
OQ 


27 pR Rº 
O Ú 


p= 
e portanto, como o termo que sobrevive é aquele em que p = 9”, achamos 


2H 
/ [ V(p, 6) Jo(ko pp) pdpdo = TRÊCO,p' senh ko p'L Jilxop') 
o 0 
de modo que o coeficiente Cop fica 


cossech kg,p 27 
= 55 DID q V ko dod0 6.130 
Cop = 7 Rê J(zo 9) ) A (0,0) Jolko,p' p) pdp (6.130) 


Após encontrar os coeficientes C,n,p, devemos obter os coeficientes Dm,p. Neste 
caso, multiplicamos a expressão 


OS OU | 
— 3. 3. Jm(km,pP) (Cm,p cosmo + Dm,p sen mo) senh km,pL 
m=09=1 
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por pJm' (km',p') senm'9 e a integramos nos intervalos [0,27] para 0 e [0, R] 
para p, ou seja, 


27 
/ fvo (0, 0) 0 Jm' (km p') sen m'8 dodo = 


Ss SO dh mp) ( Cm cos mb + Dym,p sen mb) 


O m=0p=1 
X Om! (km' p!) sen m'8 senh km pb dode 


Irocando a ordem dos sinais de integração com os de somatória, e invertendo 
a ordem em que as somas são feitas, bem como a ordem em que as Integrais 
são feitas, obtemos 


27 ABR 
J, h V(p,0)pJm (km!) senm'0 dodo = 


y y Cm,p senh km ph 


p=1Im=o0 


27 
X Iê / pImlkm,po)Jm (km p') cos mê sen m'9dpodo 
o Jo 


O OQ 
+ Dm, senh km ph 


p=1i1m=ôo 
27 
X / / PImbkm,pP) Im (km o) sen mê sen m'Bdpdo 
o J0 


Para o primeiro termo, temos que a integral do produto de seno por cosseno 
é nulo, como mostra a equação 6.128. Sendo assim, este fator é nulo identica- 
mente. Para o outro termo, precisamos utilizar a integral do produto de senos 
dada pela expressão 2.18, 


1 
f senna senmz dz = Tômn 
= 


Essa expressão pode ser reescrita, se chamarmos y = L+T € dy = dx. Assim, 
obtemos 
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T 27 
/ sen nx senmz dz = / sen n(y — 1) senm(y — 7) dy 
0 


=“ 


ou 


” 
/ sen nz senmaz dr = 


» (—1)? Ô (— 1)” Ú 
Fil 
(sen ny Cos nx — Sen n7 cos ny) (sen my Cos mx — Sen nx cos my) dy 
0 


ou ainda, 
Lui 2% 
/ sen nz senmz dr = / (—-)”*” sen ny sen my dy 
—T Ú 


27 
Tômn = (—1)7T” / sen ny sen my dy 
0 


Como o único valor não-nulo dado pela expressão acima ocorre quando n = m, 
e considerando que, neste caso, o fator (—1)7+" vale 1, podemos escrever 


2H 
/ sen ny sen my dy = Tômn 
O 


e então, voltando à Integral inicial, temos 


27 AR 
/ / V(p,9)pJm (km »') senm'0 dpdê = 
o Jo 


OO e. 
R 
Dm senh mol [ Tômm! PIm(km o) Im (Em p' dp 
Ú 


p=1]1m=0 


ou 


27 AR 
/ / V(0,0)0Jm (km p') senm'0 dodô = 
o Jo 


O OO 
R 
T Dn, senh km pb ômm' / PIm (Emp) Im (km p' )dp 
0 


p=Im=0 
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Ao realizarmos a soma sobre m, o único termo não-nulo é aquele em que 
m=m'. O resultado é 


27 AR 
/ / V(0,0)pJm (km p') senm'0 dodo = 
O O 


— R 
fis So D,: E senh km! pb / O Jim! (km! pb) Im! (Km! v')dp 
Ó 


p=1 


Agora, utilizamos a condição de ortogonalidade das funções de Bessel D.33, e 
então, a Integral fica 


27 AR 
/ / V(p,0)0Jm (km p') senm'0 dpdo = 
o Jo 


R? 
T o Dm p Senh km pb a Im(Tm p)ôp,p' 
p=1 


O único termo da somatória que sobrevive é aquele que tem p = 9º. Portanto, 


27 pR | 
/ / V(0,0)pJm (km »') senm'0 dpdô = 
o 40 


q Rº 
—o Um 0! senh km! p L Tha (Tm/ p') 


e desse modo, os coeficientes D,, » são dados por 


2 cossech km pb 


27 
Dm mm 
p = TRE il ES A V(p,0)pJm(kmp)senmo dodo (6.131) 


e o potencial elétrico dentro do cilindro de tamanho L é 
OQ O 
> ;3 Jmlk mp) ( Cm,p cos mo + Dm sen mo) senh kmp2 
= — 1 


sendo que os coeficientes Cm,p € Dm,p são obtidos através das equações 6.129, 
6.130 e 6.131. Observe que a expressão é matematicamente mais complicada 
do que a dos exemplos anteriores. 
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Exemplo 6.18. Vamos considerar o mesmo cilindro do exemplo anterior, 
dado na figura 6.9, só que agora submetido a outras condições de contor- 
no. Nesse cilindro, as bases estão no potencial nulo, ao passo que, sobre a 
superfície lateral, o potencial vale V(a,0,2) = V(8,2). Queremos achar o 
potencial elétrico dentro do cilindro. 


Para obter o potencial elétrico dentro do cilindro, devemos partir da 
equação 6.124, 


A A E,J,(kp) + F,N(kp)| 
0k£0 


x (05 cos vô + D, sen v0) ( Ape"? + Bpe *) 


Como queremos o potencial dentro do cilindro, p = O faz parte da solução, 
e como não há nenhuma distribuição de cargas nesta região, a constante que 
multiplica a função de Neumann deve ser nula, pois esta função diverge em 
o — 0. Assim, F, = 0,Vv. Além disso, 8 é ilimitado e, por causa disso, v deve 
ser um inteiro m. Com estas considerações, encontramos 


OO 


V(p,0,2) > p» Jy( (k0)( (Cm cos m0 + Dm sen mb) (Ape'? + Bpe *º) 


Em z = 0, devemos ter V = 0, ou seja, 
V(9,0,0) = 0 


3. 3. Jylkp) (Cm cos m0 + Dm senmb) (Ar + Be) = 0 
=0kKA0 


Para que a expressão acima seja válida para qualquer O e p, devemos ter 


Assim, o potencial fica 
so, 
> px: (ko) ( ) (Cm cos mb + D, sen mê) (Ape? — Ape?) 
—0k%O0 


ou, lembrando que 
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podemos escrever 


V(0,0,2) > Pora (kp) (Cm cos mb + Dm sen m0) senh kz 


Agora, temos a segunda condição de contorno, dada em z = L, ou seja. 
V(p,8,L) = 0. Assim, obtemos 


V(0,0,L) =0 


x Pora (kp) (Cm cos mb + D,, sen mo) senh kL = 0 


Para que a expressão acima seja válida para qualquer p e 8, devemos ter 
senh kL — 0 


o que só ocorre, se k e L forem números reais, quando um deles for nulo. 
Entretanto, L, o tamanho do cilindro, é uma grandeza física real e diferente 
de zero, e k, por hipótese, é diferente de zero, como está explícito no índice da 
somatória. Assim, k deve ser um número complexo e, lembrando a seção D.3 | 
do apêndice D, ele deve ser um número imaginário puro, de modo que podemos 
escrever k = 14, onde x é real. Com isso, o seno hiperbólico torna-se 


senh kL = 


21 
senh kL = ;senkKL 


e entao, a condição 


senhkL = 0 


fica 
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isenksL =O 


sensaL =0Ô 


que é satisfeita se «L for um múltiplo inteiro de 7, ou seja, 


na 
Rb =n7 > ky=— 


“O potencial elétrico fica, com esta condição, 


8.0) O 
— B po p (irem) ( ) (Cm cos mo + Dm sen mô) sen mn 2 


Veja que o argumento da função de Bessel é agora um número imaginário 
“puro. Por causa disso, é possível reescrever esta expressão, se lembrarmos 
“das funções de Bessel modificadas vistas na seção D.3 do apêndice D. Essas 
“funções são obtidas das funções de Bessel usuais mediante a equação D.36, 


Ju(lo) = 1" J, (10) 


“e assim, temos, incorporando as constantes nos coeficientes €C e D, 


OU OQ 
V(p,60,2) A 2% (tem 0) ( Cm.n cos mô + Dm,n sen mô) sen 6,2 


Por fim, a última condição, em p = R, é V(R,60,2) = V(0,z), e ela nos fornece 


OQ ÕO 
> 2% (6nR) (Cm, n cos mb + Dm,n sen mo) Sen kn 2 


ou, utilizando o valor de kn, 


0.0 OO 
V(o, > 2 n( E) (Cm,n cosmo + Dm, Senmo) sen 
Ra (6.132) 


que é uma expansão de V(9,z) em uma série de Fourier normal, em 6, com- 
binada com uma série de Fourier em senos, em z. Para obter os coeficientes 
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n'mz 
ÊL 


Cn, multiplicamos esta expressão por cosm'9 sen e a integramos nos 


intervalos 0<0<27re0<z<L,ou seja, 


4 n'nz 
) cos m'9 sen 


O 


27 o 
na R n'Tz 
; ; Sn | — | cosm'9 sen 
» do L L 


m=>0n=l] 


dôdz — 


x (Cm,n cosmo + Dmn sen m0) sen — dodz 


Vamos trocar a ordem em que as integrais e as somatórias são feitas, ou seja, 


27 
f ARA z) cosm'0 sen — 
27 
y e Cnm (e [ / cos mô cos m 0 sen * sen — 


m=0n=1 


ee OO :. 
na R 
Dnnm o 
DD, | L ) 


m=>0nc=1 


n! 
dOdz = 


É dodz 


2H 
f / sen mb cos m'8 sen —— sen — É dodz (6.133) 


Às integrais em 0, já conhecidas, valem, segundo as equações 6.127 e 6.128, 


27 
/ Cos Ny Cos my dy = Tôdnm 
0 


27 
/ sen ny cos my dy = 0 
0 


respectivamente. Portanto, a integral que envolve o coeficiente Dn se anula, 
de modo que obtemos 
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L 27 / 
/ / V(0,2) cosm'8 sen CT godz = 
o Jo L 


O OO 
nt R L nrz n'Tz 
Cmnm (E) / Tômm! sen —— sen — dz 


m=>0ncl 


ou, invertendo a ordem em que as somatórias são efetuadas, 


27 
JA pv V(9,2) ) cos m'8 sen — — * dodz = 


L 
3 | 5 | na R nAz n'Tz 
n CrnJm E) Bet [ set “L sen T dz 


n=Im=06 


O único termo que sobrevive na somatória em m é aquele que tem m = m, 
e assim, considerando que m” £ 0, 


27 
A pv V(9,2) ) cos m'B sen — a é dodz = 


3 | nt R nz n'tz 
Cm'nd m (O JA sen — sen T dz 


n=1 


A integral restante é obtida da equação 2.18, 


Fio 
/ sen nz sen mz dr = Tômn 
—R 


se fizermos a substituição 


L L 
T T 
L(—7 Lx 
| = CU p=" =b 
T T 
e entao, 
L 


4 NTYy mMAy A 
sennz senmzr dz — sen —— sen — dy = Tômn 
7 “1 L LL 
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ou seja, 


L 
sen — sen dy = Lô 


Podemos reescrever a integral acima como 


0 L 
n m n m 
/ sen —* sen —* dy + / sen — sen —* dy = Lômn 
0 


“1 L L L 
Fazendo z = —y na primeira integral, obtemos 
y —nTz —maz L ny May 
[ sen —— Sen d(—2) + [ Sen —— sen T dy = Lômn 
ou, como sen(—0) = — sen 6, 
Ô nz ma L nNAYy may 
— / sen — Sen —— L É dz + / sen — Sen T dy = Lômn 


Ão invertermos os limites de integração, a integral muda de sinal, ou seja, 


L L 
nKZ mL - ny may 
sen — sen — dz + sen — sen dy = Ló 
/ L L / L L Y= tmn 


Como as integrais são iguais, elas resultam no mesmo valor, que é 


L 
2 [ sen 2? sen PT dy = Lômn 
0 


L L 
e então, 
L NTYy May L 
/ sen — sen dy = 3 Ômn (6.134) 


Voltando agora à expressão inicial, achamos 


| OQ 
27 
A / V(8,2) cosm'9 sen —— dodz = 24 atm (E) ômn! 


Na somatória resta apenas o termo n = 7, e assim, 
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27 mL 4 R 
A [ARA V(9,2) cos m'8 sen —— dodz ; = Cm atm (E 


de forma que o coeficiente Cmn fica, ao retirarmos as linhas dos termos do 
lado direito, que são desnecessárias, 


na R 27 na 
Cn — 3 m a JA ARA ) cos mb sen — dêdz (6.135) 


Quando m = m' = 0, a expressão 6.133 torna-se 


27 , 
í ARA ) sen — dodz = 
nt R L p2m nAZ n'Tz 
Condo (E) [ [ sen —— sen — dodz 
n=i 
ou 
L p2m n'Tz 
/ / V(9,2z)sen dôdz = 
o 0 L 
— L 
nn R nAZ n'Tz 
) 27Conão | —— — 
TCs, ( T )/ sen —— sen dz 
n=1 


A integral é fornecida pela expressão 6.134, e assim, 


2H n! 
A ARA ) sen À dodz = 2m ; Conão (5) > nn! 


n=1 
e como o único termo que sobrevive é aquele que tem n = n”, achamos 


27 n! 
í ARA ) sen É dodz = Co no (DT aaa 


L 
de modo que o coeficiente Con é 
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27 n! 
Con = Ly cai ( E e [ ARA ) sen —— dOdz (6.136) 


Para obter os coeficientes D,, n, devemos multiplicar a expansão 6.132 por 


sen m'0 sen nz e integrá-la nos intervalos O< 0 < 2re0<z<L,ou seja, 
é n'nz 
A pv )senm'0 sen dôdz = 
L 
“o NA n'nz 
r B Dm( É) senm'O sen 
L 
O T- — 1 
x Cm n cos mê + Dn senmê) sen dodz 


Se seguirmos os cálculos efetuados na obtenção de Dm n do exemplo anterior, 
obteremos, para Dmn, O valor 


Dan = 29 nai fp V(0,2) sen mê “TÍ god: (6.137) 
mn L m L A TrU sen T . 


e a demonstração desta expressão é deixada como exercício (veja o exercí- 
cio 6.8). Observe que o cálculo das integrais, para um problema específico em 
que L e & são conhecidos, pode precisar do auxílio de computadores para ser 
efetuado, devido à complexidade dessas expressões. 


Este exemplo encerra nossa discussão sobre a equação de Laplace. Vimos 
a resolução dessa equação nos sistemas de coordenadas mais importantes e 
estudamos relevantes exemplos de aplicação para ela. Vejamos agora algumas 
experiências relacionadas a esse assunto. 


6.7 Mãos à Obra: Simulação de Raios e Poder das 
Pontas 


No exemplo 6.3 da seção 6.4, estudamos o comportamento do potencial 
e do campo elétrico numa região próxima à junção entre dois condutores. 
Neste “canto”, o campo elétrico tende a zero quando nos aproximamos da 
ponta da Junção se o ângulo formado pelos condutores é menor do que 7, 
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formando uma região “côncava”, ao passo que ele diverge quando esse ângulo 
é maior do que 7 (veja a discussão que inicia na página 346). Isso explica 
a eficiência dos pára-raios, como foi discutido naquela seção. Nosso objetivo 
agora é “visualizar” alguns efeitos decorrentes do poder das pontas e montar 
um pára-raios em miniatura. 


6.7.1 Vento Elétrico 


Para esta experiência você vai precisar do seguinte. 


1. Um gerador de Van de Graaff, discutido na seção 5.0. 

9. Um bastão metálico com uma das extremidades bem pontuda. 
3. Um suporte isolante para segurar esse bastão. 

4. Uma vela e fósforos. 

5. Um pedaço de fio, para ligar o Van de Graaff ao suporte. 


6. Um eletroscópio ou pêndulo eletrostático. 


A montagem da experiência é bastante simples. Você deve colocar o 
bastão metálico no suporte de modo que a extremidade pontiaguda fique 
na horizontal. Depois, utilize o fio para ligar o Van de Graaff ao condutor. 
Observe que você usará apenas um fio, e não dois, como seria de se esperar, Já 
que nesta experiência não queremos um circuito elétrico fechado. À figura 6.10 
ilustra a montagem experimental. 


Ponha o Van de Graaff para funcionar. Após um certo tempo, verifique 
se ele está carregado, aproximando o pêndulo eletrostático ou o eletroscópio 
da ponta aguda do bastão. Quando o desvio das folhas do eletroscópio ou 
da bolinha do pêndulo eletrostático for razoável, acenda a vela e aproxime-a 
da ponta. Ao fazer isso, você verá que a chama da vela se inclina, como se 
fosse soprada por uma brisa. Isso ocorre porque na ponta metálica existe um 
forte campo elétrico que age sobre as moléculas dos constituintes do ar que 
se encontram próximos a ela. Quando a carga adquirida pelo Van de Graaff 
e, consequentemente, pela ponteira, é negativa, o campo elétrico produzido 
por ela age sobre as moléculas de ar, de modo que alguns dos elétrons delas 
são arrancados e repelidos para longe da ponteira. Os íons positivos assim 
formados são atraídos para a ponteira e arrastam consigo outras moléculas de 
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ar, de forma que a chama da vela se inclina em direção à ponteira. Quando 
a carga adquirida pelo Van de Graalf é positiva, ocorre o processo inverso. 
Alguns elétrons das moléculas de ar são atraídos para a ponta, e os íons 
positivos são repelidos, de forma que a chama da vela se inclina, afastando-se 
da ponteira. Esse efeito é conhecido como vento elétrico. 


fio fixado 
no condutor 


Van de Graaff 
(esquemático) 


ponteira 


suporte 
isolante 


Figura 6.10: Esquema para a experiência do vento elétrico. 


6.7.2 Torniquete Elétrico 


O vento elétrico pode produzir alguns efeitos bastante interessantes. Um 
deles é estudado nesta experiência, que utiliza os materiais seguintes. 


1. Um gerador de Van de Graaf. 
2. Uma folha de papel-alumínio, ou outro material metálico bem leve. 
3. Fita adesiva. 


4. Pêndulo eletrostático ou eletroscópio. 
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Esta experiência é bastante simples. Utilizando o papel-alumínio, monte 
um cata-vento, de forma que as pás fiquem bem pontudas, como na figu- 
ra 6.11. Usando o próprio papel-alumínio, faça também um suporte e coloque 
o cata-vento na horizontal (por que isso deve ser feito?). Depois, ligue o Van de 
Graaff e espere alguns minutos. Então, observe o que ocorre com o cata-vento, 
e procure explicar detalhadamente esse efeito. 


fio fixado 
no condutor 


Van de Graaff : : A 
Cd ta “Ven to - Estão 
com p às pon tudas N | > 


Figura 6.11: Diagrama de um cata-vento à base do torniquete elétrico. 


6.7.3 Simulação de Raios 
Para esta experiência, você vai precisar do seguinte. 
1. Um gerador de Van de Graafl. 
2. Duas ponteiras metálicas. 
3. Dois suportes isolantes. 
4. Dois garfos e duas colheres. 


5. Dois fios. 
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Nesta experiência, vamos produzir algumas descargas entre os condu- 
tores, que serão nossos “raios”. A montagem da experiência é simples e se- 
melhante às duas anteriores. Primeiro, fixe as duas ponteiras metálicas nos 
suportes e as ligue ao gerador de Van de Graaff, utilizando os dois fios, como 
mostra a figura 6.12. Ponha o Van de Graaff para funcionar e, após alguns 
minutos, à medida que a distância d entre as ponteiras é alterada, você verá 
que aparecem algumas descargas. Anote a distância a partir da qual as faíscas 
surgem. É interessante realizar esta e as outras experiências tanto em dias se- 
cos e quentes como em frios e úmidos, ou mesmo chuvosos, para verificar as 
mudanças qualitativas que ocorrem. 


fio fixado 
no condutor 


ponteiras 
metálicas 


Van de Graaff 
(esquemático) 


Figura 6.12: Esquema para a experiência de produção de raios. 


Depois de realizar as experiências com as ponteiras, troque uma delas 
por um garfo e refaça o procedimento. Agora podem aparecer dois raios si- 
multâneos dos dentes do garfo, convergindo para a ponteira. Depois, troque 
a segunda ponteira pelo outro garfo, e veja que são possíveis vários raios, 
dependendo do número de dentes dos garfos. 


Substitua um dos garfos por uma colher, e o outro por uma ponteira. 
Verifique se ainda há raios. Procure colocar várias partes da colher próximo à 
ponteira, principalmente as laterais da região oval. Por fim, retire a ponteira, 
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coloque a segunda colher e observe se existe produção de raios. Depois de 
todas essas verificações, procure responder às seguintes questões. 


e Explique qualitativamente o motivo pelo qual as descargas aparecem. É 


preciso que haja duas pontas, ou uma é suficiente? 


e O que ocorre quando não há pontas? Existem descargas! Elas aparecem 


à mesma distância que no caso de haver uma ou duas pontas! 


e Qual é a influência da distância no aparecimento das descargas! 


e Considerando que o Van de Graaff produz uma diferença de potencial 


de cerca de 10000 V e que o módulo dielétrico do ar vale aproximada- 
mente 10º N/C, por que você obtém descargas até uma distância de 
aproximadamente 1 cm? 


6.8 


“6.1 


6.2 


6.3 


6.4 


Exercícios 


Calcule o campo elétrico, mediante o gradiente negativo da expres- 
são 6.38, para o potencial elétrico dentro da caixa do exemplo 6.2. 


Considere uma caixa retangular submetida às condições de contorno 


Vo, 4,2) = 0 Va, y; z) = Yo 
V(z,0,2)=0 V(z,b,2) = Vosenz 


Encontre o potencial elétrico dentro da caixa, utilizando as superpo- 
sições convenientes. 


Obtenha o campo elétrico e a densidade de carga sobre a superfície 
da esfera do exemplo 6.6. 


Obtenha o valor do campo elétrico para a região dentro da esfera 
do exemplo 6.11. Calcule também a densidade de carga induzida e a 
carga total na superfície da esfera. 


480 


6.5 


6.6 


6.7 


6.8 
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Numa certa região do espaço existe um dipolo elétrico pontual 7 = 
po k, situado em Tp — ak, e uma carga (), situada em 7q = as, Ache 
o potencial elétrico em todo o espaço, tanto exatamente como em 
termos de uma expansão em harmônicos esféricos. 


Um cilindro infinito de raio R está submetido ao potencial 
V(R,9) = Vo cos? 8 sen 6 
sobre a sua superfície. Ache o potencial em todo o espaço. 


No exemplo 6.12, estudamos um quadrupolo elétrico situado dentro 
de uma esfera de cargas. Usando a expressão 6.100, ache o campo 
elétrico dentro da esfera, a densidade de cargas induzidas na sua 
superfície e a carga total induzida. 


Demonstre que os coeficientes Dm,n do exemplo 6.18 são dados pela 
expressão 6.137. 


Capítulo 17 


Potenciais Elétricos, III: 
Método das Imagens 


Em Eletrostática, existem problemas que envolvem condições de con- 
torno e distribuições de carga especificados de uma forma tal que se torna 
muito complicado resolver a equação de Poisson 6.1 associada à, eles. Nesses 
casos, podemos tentar uma abordagem diferente, que consiste na substituição 
das condições de contorno dadas por uma distribuição de cargas situada fo- 
ra da região de interesse, que é aquela na qual queremos obter o potencial. 
Essa distribuição de cargas, chamadas de cargas-imagem, deve ser escolhida 
de modo a reproduzir exatamente as condições de contorno dentro da região 
em que o problema está definido, não importando o que ocorre fora dos seus 
limites. Esse procedimento configura o método das imagens, que ficará mais 
claro em seguida, com os exemplos de sua aplicação. 


7.1 Exemplos de Aplicação do Método das Imagens 
em Coordenadas Retangulares 


Nesta seção, veremos alguns exemplos relacionados ao método das ima- 
gens para problemas que envolvem cargas e planos. Tais problemas são melhor 
descritos em coordenadas retangulares, e vamos iniciar com o mais simples 
deles. 
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7.1.1 Carga Pontual Situada em frente a um Plano Infinito 
Aterrado 


O problema mais elementar em relação ao método das Imagens consiste 
no estudo de um sistema formado por uma carga Q pontual localizada na. 
frente de um plano condutor infinito mantido num potencial fixo nulo, o que 
é conseguido mediante o aterramento do plano, como mostra a figura 7.1. 


Figura 7.1: Carga pontual Q na frente de um plano condutor 
aterrado, para o método das imagens. 


Fisicamente, o que ocorre neste caso é que o plano fica submetido ao 
campo elétrico gerado pela carga, e isso faz com que seus elétrons se movam, 
produzindo uma carga elétrica induzida sobre o plano. Essa carga induzida, 
por sua vez, gera um campo elétrico que se soma vetorialmente ao da carga 
pontual, produzindo o campo total. É instrutivo observar as linhas de campo 
elétrico na região de interesse, que é aquela à direita do plano. Essas linhas 
são mostradas na figura 7.2. Observe que elas são perpendiculares ao plano na 
região bem próxima a ele, Já que o campo elétrico é sempre normal ao condutor 
em equilíbrio. O plano intercepta todas as linhas de campo que partem para 
a esquerda, e esta configuração de campo elétrico poderia ser substituída por 
uma outra, idêntica, em que existe a carga pontual (), situada na posição Tq, 
como mostra a figura 7.1, e uma carga-imagem, de valor —Q, situada de forma, 
simétrica em relação ao plano, na posição 7-.q, sendo |7q| = |7-q|, como se 
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fosse a imagem num espelho, conforme mostra a figura 7.3. Nesta figura, 
também vemos as linhas de campo, que, na região de interesse, à direita do 
plano, são iguais às da figura 7.2. Atente para o fato de que o plano agora não 
existe mais, razão pela qual ele está desenhado de forma tracejada, e que o 
campo elétrico na região à esquerda do plano não é mais o mesmo que antes. 
Mas isso não importa, pois o que deve permanecer inalterado é o campo na 
região de interesse, à direita do plano. 


Figura 7.2: Linhas de campo elétrico do problema da carga 
pontual em frente ao plano condutor aterrado. 


Ainda que possa soar repetitivo, é preciso ressaltar que a região à es- 
querda do plano está fora da região de interesse, que é aquela situada à 
direita do plano. Sendo assim, apenas nesta região é que podemos colocar 
cargas-imagem, conforme foi discutido no início do capítulo. Não podemos 
acrescentar cargas-imagem dentro da região à direita do plano, pois é ela que 
possui cargas reais, e sabemos que a carga-imagem não é uma carga real, e 
sim, um artifício utilizado para resolver um problema que seria complicado se 
fosse tratado de outra forma. À colocação de cargas-imagem fora da região de 
interesse modifica o potencial e o campo elétrico neste local, mas isso não é 
relevante, já que queremos obter essas grandezas em outro local. Entretanto, 
a substituição das condições de contorno por cargas-imagem deve reproduzir, 
exatamente, o potencial elétrico nas superfícies em que as condições de con- 
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torno foram dadas para o problema inicial. Podemos verificar isso, calculando 
o potencial elétrico gerado pelas duas cargas. Vamos considerar que o eixo 
que as une seja o eixo y, sendo o eixo x perpendicular à página, saindo dela, 
e o eixo z, paralelo à página e ao plano. Assim, temos 


Figura 7.3: Configuração de cargas equivalente para 
o problema da carga pontual em frente 
ao plano condutor aterrado. 


enquanto o potencial elétrico num ponto 7 = rityj+z k fica 


1 1 — 
V(x,y,2) = o + ii 
4reo |”? —To| 4regjr-r-o| 


Os denominadores ficam 
P-ro=zi+(y-YWj+zk 
F-rol=V2+(y- YA 
r-ro=zi+(y+YWj+zk 
r-rol=v2+(y+Y)2+2 
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e entao, 


V(x,y,2) = (7.1) 


Q 1 l 
4reo ly22+(y-Y)2+22 Ve+(y+Y)P2+42 


Sobre o plano, que está situado em y = 0, estendendo-se nos eixos T e 2z, 
temos o potencial 


, ] 1 
V(z,0,9) =" [>>>—-+--->=. - > ww — 
Area ly22+(0-Y)2 +22 ves (0+Y)2+42 
q ] 1 
o ÁTEO 2 +Y24 22 g24 Ya g2 
V(x,0,2) = O 


que reproduz a condição de contorno inicial, dada sobre o plano aterrado. 
Este fato é essencial, porque, se não ocorresse, toda a discussão já feita estaria 
errada. 


O potencial elétrico 7.1 é o potencial gerado pelas duas cargas, mas ele 
também é o produzido pelo plano condutor e pela carga situada na sua frente, 
na região em que x > 0. Sendo assim, o campo elétrico nessa região pode ser 
“obtido através do gradiente negativo da expressão, ou seja, 


[0 1 o 1 
Are lv +(y-Y)2+2 vVal+(y+YP2+2 


“No entanto, como temos duas cargas, é mais simples utilizar a expressão 4.4 
para o campo gerado por elas, Isto é, 
? | Q(r-To), 1 -Q(f-r-q) 


E(r) = 
(7) Areg |" — To)?  4meg |r—-r-o) 


ou 
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; Q | zi+t(y-NWj+rzk o zit(y+Wj+zk | 
Are lcro DADO TA E 
a2+(y-YP2+2)2. |2+(y+yYP2+ 2] 


O campo elétrico sobre o plano é obtido mediante a consideração de que y = 0 
na equação acima, Isto é, 


- 0 ti-Yj+zk ri+Yj+zk 
E(x,0,2) = ——— | — >>> Wo + 
ámeo a2+Y2+22)2. [n24Y2422] 
ou 
- Y A 
E(2,0,0) = > 


“2me [22 + Y? +27 


e ele é orientado perpendicularmente ao plano, como deve ser. A densidade 
de carga induzida pode ser obtida através da expressão 6.44, 


o =enéÉ-Nn 


sendo f o vetor normal à superfície sobre a qual o está distribuída. No nosso 
caso, " =), e portanto, 


() Y n e 
O = €0, — ) 3J))'J 


ou 


GQ YO 
27 [2 +Y2+ 22]? 


À força que age sobre o plano, provocada pela carga Q, pode ser calculada de 
dois modos. Em qualquer um dos dois, é mais simples calcular a força que o 
plano exerce sobre a carga Q, já que, pela terceira lei de Newton, da ação e 
reação, a força que a carga exerce sobre o plano tem mesma direção, mesmo 
módulo, mas sentido oposto ao da força que o plano faz sobre a carga Q. 


Para o primeiro modo, percebemos que a força que o plano exerce sobre 
a carga () é a mesma que a carga-imagem —Q faz sobre esta carga, pois po- 
demos substituir um problema pelo outro. Assim, lembrando que a distância 
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entre as duas cargas é 2Y, e também que a força é atrativa, já que as cargas 
têm sinais opostos, temos, usando a lei de Coulomb 3.1, 


- 1 Qº 
F=-— oi 
Areg 4Y24 
Ou 
- 1 Qº. 
(= l6reo y2º (17.2) 


Esta expressão pode também ser obtida através da integração direta da força 
gerada por cada carga elementar dg = odÁ sobre a carga Q. A força é dada 
pela lei de Coulomb, que neste caso fica 
- o(z,2)dA r—r” 

jp Qolmejda For 
4reo  |r—r'f 
onde 7! indica as posições das cargas elementares, sendo 7 a posição da carga 
que sofre a ação das forças geradas pelas cargas situadas em 7”. Assim, 


r>or=-2i+Yj-zk 


r-orl=v22+Y2+2? 


e 
4 Y -gi+Yj-zk 
p= (E) IT dude 
dire 27) [24 Y2 422] (12 4Y2 422)? 
ou 


. QY xi-Yj+tzk 


dF — drdz 


8m2€0 (22 +Y2 + 2) 


A força total é obtida através da integração da expressão acima sobre todo o 
plano (que é infinito), ou seja, 


2 
pg f. Zi ci-Yj+zk - drdz 
(2 +Y2 422)? 


+ 
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ou 
F = Q2yi ] Jd — udadr 
* 8re (2 4Y2 422)? + Y? + 2) 
o “ore o dad 
87º€0 (2472422) + V2 t 2) 


«arvR f O adadz 
or (22 +72 422) 


Vamos resolver inicialmente a primeira integral, usando a substituição 


=VY2422tg0 de=VY2 + 22secº 8d0 


T T 
Z1=-—00 5 8 =—-— Z9 =00>5 60 — 


2 2 
À componente em x da força fica 


p PY f f. VVI FZ te0V VIT 7 sec? 6 dodz 
Lo” > oro erre 
” 8r2eo (12 + 22)tg? 0 +Y2 +22] 


o | fo! (Y2 + 2º) (7 +7') tg0sec O dodz 6 dodz 
Bm2€0 +22) (to + 1) 
tg0sect0dodz 


Ê Er a). f. 
(Y2 +22) “secê 8 


2 ) 
E, = Qr a sen 6 cos” 6 dê 
872€0 O Jo (y? + 2?) —Z 


2 


13 oia 


Para realizar esta integral, definimos 


4 
uz 0 du = cos” 9 sen 8 dô 


e assim, 
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ou 


OO EL 

p= | dz | cos” | à 
T— 1 —=s |— 

87ºe0 ) (Y2 +22) 4 do 


De maneira análoga, a componente da força na direção z se anula, o que é 
deixado como exercício (veja o exercício 7.1). À componente na direção y é 


o — Qye Ff dxdz 
“ Br2e (x? + V2 + (2472 +22) 


e vamos utilizar a substituição 


=V/Y24 22tg0 de= /Y2+ 22sec” 8 d8 


T T 
T="0>0=-5 T2 =00 > 0 = 


e assim, 


n=-Se lo f VY2 + 22 sec? 6 dodz 
S72€0 —s (1242) tg? 0 4 Y? +22] 
Q2y2 [” [3 VYZrZ seco dodz 
/ f. (1242) (tg20 + 1)º 
— Ze) f sec? 6 dodz 
sro ) e dos (7242) seco 


Ei 


2V2 2 > 
F = 4 de cost 9 df 
y > 5 
ST2€0 ) (Y2+22)2J-5 


2 


Vamos resolver a integral do cosseno separadamente. Ela fica 


/ cos! 6 do = / cos” 8 cos” 6 dô 

2 
/ costodo = | (com) (Lts ) 10 
3 — 


MIA na 
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1/2 
/ cos* 8 dg — :/ (1 + 2 cos 28 + cos? 20) do 
—3 — 
/ [1+2c020 + LHE) do 


1130 
= 4/9 +sen204 


4 
2 
/ cos" 8 dg — ai 


sen 4912 
S do 


noj3 


então, 


Pp —- 3Q*Y* o dz 
? báreo Jc (y2 + 2)? 


Esta integral utiliza a substituição 
Zz=Ytgô dz = Y sec? 0 d8 
T T 
1 OO > Z9 00 > 6 > 


e portanto, 


F, = — 
d O47e0 


o 30ºYº / sec” 6 d6 

64 Ê 
Te fz Y5(1+t820)º 

o 30º 2 sec2 8d 

— G4reY? sec? 8 


BQÊ 


302Y? / 2º Yesec26do 


cos” 6 dô 


cos 6(1 — sen? 6) dê 
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Es Es 


30% 2 30º 2 2 

F,y = “Era, cos O dô + Gir) cos 0 sen” 0 d6 
o 30º is 30º 2 > 

- sa lten dt) cos 6 sen“ 6 dê 
304 30% 2 ) 

F=00—D——. 4 —— + 0 9 dg 
7 32769 Y? ” 647egY* / ata 


Ei 
2 


Para calcular a integral, definimos 


36 
UU e du = sen” 6 cos O dê 


Assim, obtemos 


E 


304 30º; [2 
FH=-"D["5+>D—— d 
7 327e09Y? ” e | E 


EL 
2 


o 302 N 30º sen? 072 
327e0Y?  64regY? E 


o x 
2 
O BQÊ Qt 
— 37eY? 3I2regY? 
2 
no 
l6menY* 
Portanto, 
O 2. 
FÉ =— = —[0——————— 
v O 6regY2º 


que concorda com a equação 1.2 obtida anteriormente. 


7.1.2 Carga Pontual Situada em frente a Dois Planos Infinitos 
Aterrados que Formam um Angulo Reto 


Uma variação do problema visto na seção anterior é o caso de uma 
carga na frente de dois planos semi-infinitos aterrados que se interceptam 
num ângulo de 90º, como mostra a figura 7.4. 
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X 
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Figura 7.4: Carga situada na frente de dois planos que 
fazem um ângulo de 90º entre si. 


À semelhança do que ocorre quando um objeto é colocado na frente 
de dois espelhos que formam um ângulo de 90º entre si, o que provoca o 
aparecimento de três imagens ou reflexos, aqui precisaremos de três cargas- 
Imagem para reproduzir as condições de contorno sobre os planos. Essas cargas 
devem ser colocadas fora da região de interesse, que é aquela em que x > 0 
ey > 0. A figuraT. apresenta as posições das cargas-imagem para este 
problema. Às duas cargas —() são as imagens da carga Q original nos dois 
planos, enquanto a carga-imagem Q é a “imagem” das cargas-imagem —Q no 
prolongamento dos planos, que aparecem como retas tracejadas na figura. Na 
verdade, existem quatro imagens, só que a imagem da carga-imagem —Q à 
esquerda do plano vertical cai no mesmo lugar que a imagem da outra carga 
—() que está abaixo do plano horizontal. Resultam, portanto, apenas três 
Imagens. 

A posição da carga real Q é 


ro=Xi+Yj 


enquanto as posições das imagens são 


71. EXEMPLOS DE APLICAÇÃO DO MÉTODO DAS IMAGENS EM COORDENADAS RETANGULARES 493 


" Qimagem E 


— abaixo 


2. º Cleto ata ta , Ra . na! .. a a . ... .. Tal a a Dao slalalale mta O ma ala a 
EL agiearto e MAR ttt tato eTEtato O (e it nteo ralo tapa ta tato ATO ot iate Titta ti o adega ça ao ante le Rino o alone leito nte ela ta ça aa l= a aja stat teto qq aaa EUR PRESSE RR RR 
Dn TESTE on od ETR gt rca O Con 
-— o Ti. ADO cc — O ao To o — —  nARA  ARRE — am O ' . ' . 
rosto 


Figura 7.5: Configuração das cargas-imagem para dois 
planos que se interceptam em ângulo reto. 


O potencial elétrico gerado por estas quatro cargas num ponto 7 = 1 ityj+z k 
do espaço é dado pela soma dos potenciais elétricos de cada carga, isto é, 


q) l —Q 


ÁTEQ Ea — To | ÁTEo r = TQesa | 
1 Q 1 —() 


dreo Ir = TQimagem | áTeo r = "Qabaixo | 


V(xz,y,2) = 


Como 
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"—TQ = (e-Mi+(y-Wj+zk 
P-rol=v(2-X2+(y-Y2+22 

T— "Qea = (x + X)i+ (y-YW)j+zk 
F-Toul=V(2+X2+(y-YP+ A 

T— Qimagem = (2 +) +(y+Y)j+zk 
TF — Quenl= (21X +(y+YP + 

T— Qubaixo = (2— X)i+(y+Y)j+ zk 
Tr — TQavaixol = Viv — X)2 + (y +Y)2 + 2 


o potencial fica 


1 
4meo | (2-X2+(y-YP2+2 
E A | 
(r+X)2+(y—-Y)2 42? (x +X) 4 (y+Y)2 + 22 
1 


Sobre o plano horizontal, situado em x = 0, o potencial é 


mo | VC VETA 
, 
2 + (y-Y) +? X + (y+Y) +42 
l 


v(0,y,2) = —L | 


ou 


1 
V = ———————— — 
(0,%, 2) Are | X4+(y-Y)2+2 


1 l 


[www +L—————>—————— 
X+(y-Y)2 +42? Xº+(y+Y)2+4+ 22 


l 
TR 


71. EXEMPLOS DE APLICAÇÃO DO MÉTODO DAS IMAGENS EM COORDENADAS RETANGULARES 495 


e então, 
V(0,27,2) = O 


como deve ser. O potencial no outro plano, situado em y = O, torna-se 


V(2,0,2) = 1 
4reo | (x — X)24+(-Y)2 + 22 
] I 
(x +HX)PL+(-Y) + 2 (r+HX) +Y24 24 
l 
E (v—- X)PL+4+Y2+2 
ou 
V(x,0,2) = E 
dAreolv(r—- X)2+Yº+2 
1 1 
“Vero vr Ver AV 


e então, da mesma forma como acontece com o outro plano, temos 
V(x,0,2) = 0 


e assim, as duas condições de contorno são satisfeitas, como deve ser. Podemos 
encontrar o campo elétrico através do gradiente negativo do potencial, ou 
então, mediante a soma vetorial dos campos elétricos das cargas pontuais. 
De posse do campo elétrico, podemos obter as densidades de cargas sobre os 
planos, bem como a força que a carga faz sobre cada um dos planos. Esta 
parte é deixada como exercício (veja o exercício 7.3). 


7.1.3 Carga Pontual entre Dois Planos Paralelos 


Continuando a trabalhar com planos, podemos estudar o sistema for- 
mado por uma carga pontual situada na região entre dois planos condutores. 


496 7. POTENCIAIS ELÉTRICOS, III: MÉTODO DAS IMAGENS 


infinitos, aterrados e paralelos, separados por uma distância A, como mostra 
a hgura 7.6. 


y h 
a 
poa 


ceia 


ve 


Figura 7.6: Carga pontual entre dois planos paralelos condutores aterrados. 


Neste caso, os planos paralelos se comportam como espelhos paralelos, 
e se você colocar um objeto entre espelhos paralelos, verá infinitas imagens. 


Na prática, o número de imagens é grande mas não infinito, porque os espelhos absorvem 
um pouco da luz. Se eles fossem perfeitos e refletissem toda a luz incidente, aí sim o número de 


imagens seria infinito. 


Assim, para o problema eletrostático, teremos infinitas cargas-imagem, 
pois cada imagem tem sua própria imagem em relação aos dois planos. À 
figura 7.7 apresenta algumas dessas imagens. 


Os planos estão colocados em x = 0e x = A,e a posição da carga real é 
To = Xi 


Esta carga produz duas imagens, situadas à esquerda do plano em x =0eà 
direita do plano em x = h. Ambas possuem carga —Q, e suas posições são 
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y 


' 
O rar 
Planigo 
TR 


Figura 7.7: Algumas das infinitas cargas-imagem 
para o problema de uma carga pontual 
entre dois planos condutores paralelos. 


onde o índice 1 representa as primeiras cargas-imagem, e os índices e e d 


4 


indicam, respectivamente, as posições à esquerda do plano em z = Vea 
direita do plano em x = A. Estas cargas têm suas imagens, de carga CJ, 


situadas em 


Por sua vez, estas cargas também têm suas imagens, que agora têm cargas 
—Q. Elas estão nas posições 


“(X+2hi 
(4h — X)i 


| 


T-Qae 

T-Qua 

As imagens das cargas estão localizadas em 
To, = (X — 4h)i 
Tou = (4h + X)i 
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e elas têm cargas (), e assim sucessivamente. As distâncias entre as cargas- 
imagem e a carga () real são 


Fo Fo. = 2X] Fo -F o|=2X 
To -T-ou= UX — hi To -T- ou Uh-X) 
ro — FO, = 2hi Fo — Fo] = 2h 
ro — To. = —2hi To — To,| = 2h 
TQ-T-Qe = UX+Hh)i To -T osl=UX +h) 
To —-T-ou = UX —- hi To Tou] =U2h-— X) 
To — FO, = 4hi Fo — Fou = 4h 
To — Tou = —4hã Fo - Foul=4h 


À partir das grandezas acima, poderíamos calcular o potencial elétrico, so- 
mando as contribuições de todas as cargas. Entretanto, uma grandeza relevan- 
te aqui é a força que os planos fazem sobre a carga real Q, que é a mesma força 
que as cargas-imagem exercem sobre (), e que pode ser calculada através da 
lei de Coulomb, mediante a soma de todas as forças envolvidas entre a carga 
Q) e as cargas Q”, dadas por 


p= QU Foto 
áreo |7q — To]? 


e assm, obtemos 


F Q(— Qi) TQ—T-q. N M—Qiu) To -—-T-qu 
áreo lo ql” áreo |fQ—-T-Qul 
QQ2e TQ — TQoe QUod TQ — TQoa 
4meo |rQ — TQrel? Area |FQ — TO)? 
nn Q(—Q3e) To —T-qs 4 MW) To Tg 


áreo [rg — T-Qae [é áreo  |TQ— T-Qualº 


| QQue Fo Tou , QQua Fo Fou 
4Teo ITQ = TQue |? áTeo TQ — TQua|? 


ou 
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pao axmi O ui 
4reo (2X)º - 4reg [2(h — x) 4r€o (2h)? 
Q? -2hi OQ UX+hi Q AX Ni 
Ameo (2h)3 Amo [MX + MP Ameo [2(2h — X)]º 
ai qa 
4reo (4h)) - 4meg (4h)? 


F — 


E importante notar que, na expressão acima, as forças de repulsão que en- 
volvem a carga real e as imagens () se anulam mutuamente. Encontramos 
então, 


- Qi (a 1 ] 1 
AX2 4Mh-X)2 4X+h)2 4(0h-X)? 


Vamos definir 7 = +, ou X =—rh, e assim, 


- Qi 1 1 1 1 
fe Lilo Ss ts Ss + 
lóreo lr2h2 (h-rh)2 (rh+h)2 (2h-— rh) 


ou 


Fº AE O GE SE ST SO 
= l67egh? r2 (1 — 1)? (r + 1)? (2 — 1)? 


que pode ser escrita, em termos de uma série, como 


+ Qi ja — 1 1 
P--da(a + ts] 
1 


=D 


que fornece a força sobre a carga Q. Obtemos o campo elétrico através de 


ou seja, 
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O potencial elétrico fica como exercício (veja o exercício 7.5). Agora vamos 
estudar alguns problemas em coordenadas esféricas. 


7.2 Exemplos do Método das Imagens em 
Coordenadas Esféricas 


Passamos agora ao estudo de alguns problemas em que aplicamos o 
método das imagens em coordenadas esféricas. 


7.2.1 Carga Pontual e uma Esfera Condutora Aterrada 


O problema mais simples envolvendo coordenadas esféricas e o método 
das imagens é o de uma carga pontual Q situada em frente a uma esfera 
condutora de raio R, ligada à Terra, como mostra a figura 7.8. 


Figura 7.8: Uma carga pontual Q em frente a uma esfera condutora aterrada. 


Desta figura, percebemos que, para reproduzir a condição de potencial 
nulo sobre a esfera, devemos colocar uma carga q dentro dela, na linha que 
une o seu centro com a carga (), como mostra a figura 7.9. 


Nos casos anteriores, em que as superfícies de contorno eram planos, 
sabíamos de antemão que as cargas-imagem tinham o mesmo valor que as 
cargas das quais elas eram imagens, mas sinais opostos. Isso pode ser entendi- 
do mediante uma analogia com a reflexão por espelhos planos, cuja Imagem, 
do mesmo tamanho que o objeto, é invertida. Agora temos uma superfície 
esférica, e o valor da carga-imagem não pode ser conhecido a priors. Para de- 
terminá-lo, precisamos considerar explicitamente a condição de que, sobre a 
superfície esférica condutora aterrada, o potencial deve ser V = O. Assim, va- 
mos escrever o potencial elétrico para um ponto qualquer P(r,6, &) do espaço. 


"001 
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As posições das cargas são 


ta 


Figura 7.9: Carga-imagem para o problema da esfera condutora aterrada. 


eo ponto P está situado em 
”'=rsenfcos gi + r sen 6 sen 6) + r cos 0k 
Temos, desse modo, 


T—To = rsenôcosbi+rsenfsend]+ (r cos O — D)k 
r2 sen? 8 cos? q + r2 sen? O sen? À + rº cos? 0 — 21 D cos0 + D? 
F- rol= Vr2- 2rDcos6 + D? 

T—Ta = rsenficospi+rsenfsend)+ (r cos0 — d) É 


r2 sen2 0 cos? 4 + r2 sen? 8 sen? d + 72 cos2 8 — 2rdcos 0 + dº 
r—ra|=vr? — 2rdcos0+ dº 


“eo potencial elétrico das duas cargas é 


— d Cy l q 
* Are FT — To| 4reg |7º — Ta] 


ou 
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v=d É PS A 
Arey 72 — 2rDcos0+ D? - 4meg 72 — 2rdcos 6 + d? 


Em r = R, que é a superfície da esfera, devemos ter V = 0. Assim, 


1 MA q q 
4re0 VR2 —-2RDcos0+D? 4reovRº — 2Rdcos0 + d? 


ou 


() q 


VR? — 2RD cos0 + Dº E VR? — 2Rdcos 6 + d? 


Vamos colocar R em evidência no lado esquerdo da expressão acima, e d no 
lado direito, ou seja, 


() q 


R4/1- 22 cos0 + Es d/1 — 2É cos6 + E 


As duas raízes tornam-se iguais se fizermos 
D R 
R dd 
pois assim, 


() q 


Ds es 


Ry/1-22cos0+2; — d/1-2Bcos0+ Gs 


e então, obtemos, para o valor da carga q, a relação 


e encontramos à posição da carga q como sendo 


R2 


9) 
D 


tendo a carga o valor 
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E importante notar que, quando a carga () se afasta da estera, ) aumenta, a 
carga-imagem q tende ao centro da esfera, e o valor de q diminui. Por outro 
lado, quando Q se aproxima da esfera, D diminui, e a carga q se aproxima 
da superfície da esfera, pelo lado de dentro. E finalmente, se Q está sobre a 
superfície da esfera, pelo lado de fora, D = R, e a carga q também está sobre 
a superfície da esfera, só que pelo lado de dentro, e ela vale —(). 


Com as definições acima, o potencial elétrico fica 


vo É od RQ 
4reg vr2 —2rDcos6+ D? 4reg p 12 — 9 FÉ 


4 
cos 6 + ss 


(7.5) 


e podemos obter o campo elétrico externo à esfera através da soma vetorial 
dos campos produzidos pelas duas cargas, ou seja, 


sa Q(r — Tq) | g(r-—rg) 
reg |7—TO| reg |7” — Ta 


am () [sen O cosgi + reemd sen + ([cosd = DIA 

Di 
(12 — 2rD cos6 + D?2)? 

n e 2x” 

* Rrsenôdcosdi+rsenôseng) + (7 cos O — oi 
3 
D (12 — 97 É cos0 + E)? 


Podemos reescrever este campo mediante a consideração de que, pelas equa- 
ções 1.37 e 1.98, 


rf=rsenôcosdi+rsenfisend)+rcos0k 


k = cos0f — sen 00 


Obtemos, portanto, 
E = (2 [rt Dlooo6t emo Rrt fh(cosof senol) 
(r2 -2rD cos0 + D2)? D (12 — 915 cos0 + 15)? 
ou 
E (2 (0 Demo)ê+ Dsençô lr foot + 5 smdd] 


(12 — 2rD cos0 + D?)? D (12 - 282 cos0 + E5)? 
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Sobre a superfície da esfera, em r = À, o campo elétrico vale 


E(r = R,0) = 
/, (E Deo)? + Doençd 2 R(R- E cos 0)f + Beenod! 


Fu 3 3 
meo l (R2-2RDcos6+D2)? DP (R2-2E coso+ ES)? 


ou, colocando D* em evidência no primeiro termo e R? no segundo, 


E(r = R,0)= 
() (Ec sos6) E + DeenfO E(R- pemo)t+ poenndl 
aid PS | --T 
ámeo D3'(E -2É cos0+1)? D R3(1-2E cos6 + E)? 
ou então, 
- 1 () 
r=h0)=5007 [ELI paã 
O (1-2 cos0 + 35)? 
. Ro. cosb . | senb , l -, C08b sen O ; 
dm me — —— [ mm 
D+ D2 D2 RD D2 D2 
ou ainda, 
- II 1 2 
neo (1-2E cosg + E)? FD b 


A densidade de carga induzida sobre a esfera pode ser obtida através da equa- 
ção 6.44, ou seja, considerando que a normal à superfície é dada pelo versor 
f, temos 


o(R,0) = E + £ 


€ ! É E ] Pet 
= €607—— > a ls — dl fer 
TO RD (4 - 28 cosg + E)? LD 
1 Q Rº 
(Ro) = caia RS o a] 
n (1-25cos60 + 5)? 


À carga total induzida sobre a esfera é obtida mediante a integração desta 
expressão sobre toda a área da esfera. Dentro da esfera está a carga-imagem, 


72 EXEMPLOS DO MÉTODO DAS IMAGENS EM COORDENADAS ESFÉRICAS 505 


de valor q, que induz, sobre a superfície interna da esfera, uma carga total —qg. 
Entretanto, pela lei de Gauss, e considerando que as cargas devem ser conser- 
vadas, e além disso, lembrando que toda a carga transferida a um condutor 
se distribui sobre a sua superfície, na parte externa da esfera deve aparecer 
uma carga induzida de valor q, para que, ao considerarmos uma superfície 
gaussiana sobre a esfera, a carga total dentro da gaussiana seja q, que é O 
valor da carga-imagem. À verificação é deixada como exercício (veja o exerci- 
cio 7.7). À força que a esfera faz sobre a carga Q pode ser obtida mediante a 
consideração de que ela tem o mesmo valor que a força que a carga q exerce 
sobre Q. Assim, como a distância entre as cargas é dada por 


Do a 
Q2E (D — E)k 


n2 
DO PROD A 
— 4regD (1 — a N 
2R REV 
= -pabsli= 17) É 
QR o Do. 
AregDS (D? o R2)º 
a. QR DD 
ÁTEO (D2 — R2)º 


Observe que a força entre as cargas e, consequentemente, entre a esfera condu- 
tora e a carga Q, é atrativa, como era de se esperar, Já que as cargas induzidas 
na esfera têm sinal contrário ao da carga (. 
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7.2.2 Carga Pontual e uma Esfera Condutora Carregada 


Um problema semelhante ao que foi visto na seção anterior consiste 
em considerar a esfera como isolada, mas com uma carga inicial Q'. Para 
esta situação, a solução para o problema será imediata se percebermos que é 
válido, neste caso, supor que a situação física acima é obtida através de duas 
etapas. Na primeira, consideramos uma. esfera condutora aterrada em frente 
à carga €). Como já vimos no problema anterior, nesta situação aparece uma 
carga induzida q sobre a superficie da esfera. Na segunda, cortamos a ligação 
da esfera com a Terra e colocamos uma carga Q' — q sobre a sua superfície. 
Isso faz com que a carga total sobre a esfera seja Q' - q +q = Q', que é 
a situação inicial. Como a carga q está distribuída de forma que as forças 
elétricas estao todas compensadas, temos uma situação de equilíbrio, que não 
é perturbado quando as outras cargas ()' — q são transferidas para a esfera, 
desde que elas se distribuam de forma homogênea sobre a superfície. Estas 
cargas, como já vimos antes com relação a pontos situados fora da esfera, 
podem ser consideradas como estando concentradas no centro da esfera, em 
"= 0. Portanto, o potencial elétrico para este problema é a soma do potencial 
do problema anterior com o potencial gerado por uma carga pontual situada 
na origem, de valor Q' — q, isto é, 


1. 


| () 
V= | 
4meo 72 — 2rD cos6 + D2 
a RQ (A Q-] 
ámeo D1/r2 — 2r É cos0 + RB ámeo 7 
ou, utilizando o valor de gq = —5Q, 
E O 
4reo v7r2 — 27D cos0 + D? 
1 R | Q+S 
- wo + d+ (7.6) 


2 4 
área Drº —- 215 cos0 + Es re) 7 


O campo elétrico, a densidade de cargas e a carga total sobre a superfície 
da esfera são deixados como exercício (veja o exercício 7.8). A força entre a 
esfera e a carga (Q pode ser obtida mediante a consideração das forças que as 
cargas q (situada em 74 = im k) e Q' — q (situada na origem) exercem sobre 
a carga (0. Utilizando a lei de Coulomb, temos 
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p- Q4 ForTa , AQ a) Toto 


Areo |Fo — Ta)? áreo |ro-—To-g)? 
PED-E)k o AQ+QB) Dk 
— 4ré D3 (1 — Re 3 ATeo Dº 
[PR I-do QUI QRI, 
“| 47e9D) (1 — UN Areo Dº 4reçDS 


“Jfogi rp 
E [ta (1 — E) til pa 


= () f QR D'º a 
mol? S lp] 
— Q ly QRDt=(D2-RZ 
E D (D2 = R2)º 
oq |» QR(ID? — R$) fe 
—* 4769D? | E D(D? — R2)º | 

F | QU q O a] E 


nm 


k 


4megDº Are D(D? —- RR?) 


“Esta expressão é bastante interessante e merece uma discussão mais detalha- 
da. Note que a segunda parcela da força é sempre atrativa, pois D) > R. Já a 
primeira pode ser atrativa, quando Q' tem sinal oposto ao de Q, nula, quando 
“a carga Q' é nula e a esfera está descarregada, ou repulsiva, quando Q' e Q 
têm mesmo sinal. Assim, se Q e Q' têm sinais opostos, a força resultante que 
a esfera exerce sobre a carga () é sempre atrativa, o que era de se esperar. 


Quando Q e Q' têm mesmo sinal, a situação é um pouco diferente. Como 
uma parcela da força é sempre atrativa, existe uma certa região em que essa 
parcela é maior do que a parte repulsiva, de modo que a resultante é atrativa, 
o que é interessante, porque significa que, embora as cargas Q e Q' sejam de 
mesmo sinal, aparece uma força atrativa entre a esfera e a carga (Q. Quando 
D > R, podemos desconsiderar os termos que envolvem R nos parênteses, e 
assim, a força torna-se 


f 2 3 m2 
[A SIA, (Q* 2RºD Pê 


“I|4reoD2 4re Dº 
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ou, como ) > ft, podemos desprezar o segundo termo em comparação com 
o primeiro, Isto é, 


f 
FE. 00 
Amen D? 


de forma que a força é repulsiva a grandes distâncias. No entanto, quando 
D 2 R,a parcela atrativa é maior do que a repulsiva, como pode ser visto se 
fizermos D=R+A, onde À é pequeno, ou seja. 


1 | QU Q2 RAMARHAP-R?) | E 
dreo(R+ A) Are (R+AA)(R+A) R2]º 

= | 00 —- Q* PREQRISARA+FA?-R?) E 
Areo(Rê + 2RA + AZ) Are (R+A)(Rê+2RA+A2- R?) 


Como À é muito pequeno, podemos desprezar os termos que envolvem A2 e 
assim, 


F | Q qr (Rr + ma ç 
Teo | Rº + 2RA 2RºA + 2RA? 
- Ele qt aa; 
4reo [R(R+H2A) 2R2 A 
F = E mr - qRtE tda) k 
ÁT EO R(R + 2Ã) 2AÃ 


Agora, considerando que R > 4, podemos fazer a aproximação R+ÃsS R, 
e assim, 


DS A de O Te 


e como À é bem pequeno, + é bem grande. Segue-se então que o termo 

negativo é maior do que o positivo, e a força é atrativa a curtas distâncias 
da esfera. Assim, quando uma certa quantidade de carga de uma superfície 
se afasta ligeiramente dela, a carga, ao invés de ser repelida pelas outras 
cargas de mesmo sinal que ficaram sobre a superfície, é atraída de volta por 
causa da força exercida pela carga-imagem, que é sempre atrativa. Quando a 
carga se afasta mais, o que ocorre quando algum trabalho é realizado sobre 
ela, a força passa a ser repulsiva, como era esperado. A função-trabalho de 
um metal, que é uma grandeza importante no efeito iotoelétrico, é dada, na ' 
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sua quase totalidade, por esse trabalho, o qual deve ser feito contra as forças 
atrativas que agem a curtas distâncias da superfície do metal e que dificultam 
a retirada dos fotoelétrons do material. 


7.2.3 Carga Pontual e uma Esfera Condutora Mantida a um 
Potencial Fixo 


Como último exemplo, vamos discutir o problema de uma carga (7 s1- 
tuada em frente a uma esfera condutora isolada, cujo potencial elétrico na 
superfície está fixo no valor Yo. Para este caso, devemos lembrar o exem- 
plo 6.4, em que estudamos uma esfera de raio R, submetida também a um 
potencial fixo, verificando que, para pontos situados fora da esfera, ela se 
comporta como se fosse uma carga pontual q”, situada no centro da esfera, 
com um potencial dado pela equação 6.62, se a carga tiver o valor 


q = 47eoRVo 


No problema anterior, supusemos que havia uma carga q = Q' —- q= 
Q' + EQ no centro da esfera, para dar conta da condição de que a esfera, 
estava isolada e possuía uma carga Q' sobre a sua superfície. Se usarmos a 
equivalência entre carga e potencial estabelecida no exemplo 6.4, podemos 
utilizar a expressão 7.6 e obter, para o potencial elétrico do problema atual, 


V = o 
* 4reg vr2 — 2rDcos0+4 D? 
l 


RQ 1 4reRVYo 


“Amor (5 SR mA 
Teo D,/r2 -Qrk-cosg4+ E “Mt 1 


ou 
1 Ê 
V— A 
4reo 72 — 2rD cos 60 + Dº 


: Fito + vol! (7.7) 


2 4 
áreo D./r2 —- 215 cos0 + Ss Ú 


Podemos verificar se esta expressão está correta, calculando o potencial para 
r=hkR,ou seja, 
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] Cy 
Vir = PR) = 4 
tr ) Areo VR? — 2RD cos0+4 D? 
1 R R 
“ape 
“O D/R2 —-2R$ cos0 + E 
ou 
1 
V(r = = 4 TD te 
CO D/ — 25 cos0 +41 
AO ROO 
“Téo DRA/1 - 2E cos6 + E 
ou ainda, 
V(r=R)= VW 


que é a condição a que a esfera está submetida, como deve ser. Portanto, o po- 
tencial elétrico é dado corretamente pela equação 7.7. O campo elétrico é ob- 
tido através do gradiente negativo desse potencial, em coordenadas esféricas, 
ou seja, 


E=-VY 
ou 
- o 08 DR 
E= pos l0, LOL O 
Or r 00 rsenô O4 ATE V/r2 — 9rD cos0 4 D? 
1 RO N VoB 
áTeg D/r2 — 298 cos 0 + Es r 
ou então, 
E - () 2r — 2D cos0 — Rr -2E cos6) a 
— er 1 TODO Tor To So Tora. 8 
Áreo 2|r2 — 2rD cos6 + D?]? 2D |? 25 cos 6 + Ss [2 
() l 2r D sen 6 Po ei o EsenoR sen6R nl: ô 
[T[[ [3 >>> St — 
ámeo 2|r2 — 2rDcos6 + D?|º 2D|r? — 2r E cos O + |2 r 
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ou ainda, 
E - Q | r— Dcos6 R(Dr — Rº cos6) Hs 
= 3 TT DD Ta E 
ámeo r2 -2rDcos06+D?|?  D2jr? - or É cosg + E]? 
(q l D sen 6 Rºseng E 
Dor Tr NB oC rr Do paB 
ámeo [12 -2rDcos6+D?)?  Dºr? — ar E cos 8 + E] 2 
VoRf 
"3 
r 


Note que o campo elétrico gerado na posição 7 = r £ pela carga (), situada na 
posição To = Dk = D(cos9f — sen0 0), é dado por 


1 Q F-fTQ 


“9 E qreo | aê 
ou 
F - O (r—- Dcos9)t+ Dsen60 
ámeo r2—-2rD cos 8 + D2]? 
É = RR r— Dcosô 24 Dsenô 0) 
r2 — 2rD cos0 + D?)' r2—-2rD cos 0 + D2|º 


e assim, o campo elétrico gerado pela esfera é obtido mediante a subtração 
do campo gerado por Q), dado pela expressão acima, do campo total, isto é, 


mm 


Cestfera — E — £o 


ou 
> () R(Dr — Rº cos6) VR |. 
Éestera — — Cr pr na o o. r 
Teo D2 [72 — 2r dE cos 6 + És | 2 r 
() Rºsen8 ô 


Ames 3 
área D2[r2 — 91 coso + E]? 


O campo que age na posição da carga Q é obtido a partir da consideração de 
quer =De8-0,ou seja, 
Q R(Dº — Rº) £ N VoR 


- n o 
Cestera( 0) ATeo n? [D? “PR? 4 RA3 D2 
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, WR Q R(Dº — Rº . 
Eestera(D,0) — [e — Are O 3 E 
TEO ds | Dº = 2D2 R2 4 Rº]º 


-JYko q DR(D' — Rj) Ê 
“AD dare (D2 — R2)?2]? 


Eostera(D 0) = bh Qo DR f 
esfera?) — D? Are, (D? = R2)' 


e por fim, a força que age sobre a carga Q é dada por 


F Q — QE estera 


e fica 


> QVR q DR À 
É = — ——— sp É 
D2 áreo (D? — R2)º 


e novamente vemos que a força é atrativa para pequenas distâncias e repulsiva 
para distâncias maiores. 


7.3 Exemplo do Método das Imagens em 
Coordenadas Cilíndricas 


Após estudar problemas envolvendo coordenadas retangulares e esféri- 
cas, vamos agora tratar apenas um deles, utilizando as coordenadas cilíndri- 
cas, para evitar repetição. 


7.3.1 Linha de Cargas e um Plano Condutor Aterrado 


A figura 7.10 apresenta um fio retilíneo com uma densidade linear de 
cargas À situado na frente de um plano infinito condutor aterrado, a uma 
distância d deste. 
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Figura 7.10: Fio infinito de cargas em frente 
a um plano infinito aterrado. 


O eixo do fio é perpendicular ao plano, e esta configuração sugere, como 
imagem, um outro fio, de densidade linear —A, situado à mesma distância do 

“plano, à sua esquerda, como mostra a figura 7.11. Assim, o potencial elétrico 
total num ponto situado a uma distância perpendicular p do plano é a soma 
dos potenciais elétricos dos dois fios, dados pela equação 5.29, vista no exem- 
plo 5.7, que é 


= À p 
Vho (7) V(R) =— meo In PR 
| ou seja, 
- A PA À 4 P-A 
= — — n — | 
V(r) = VAR) me In R +Va(R) men Dn 


onde p, é a distância do fio de densidade À ao ponto P, sendo p.» a distância. 
“do fio-imagem a P. Esta expressão pode ser reescrita como 
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Figura 7.11: Fio de cargas-imagem para o problema 
do fio em frente ao plano aterrado. 


ou 


Sobre o plano, temos 


p 
Vplano = Vo — meo no 


Vplano = Vo 


e como o plano está aterrado, Vo = 0. Assim, o potencial fica 


À 4 PO 
=—+ — ] A) 
V(r) men n x 


Podemos obter as superfícies equipotenciais para este problema, que são aque- 
las onde o potencial é constante. Uma delas, que ocorre sobre o plano, cor- 
responde a Y = 0. As outras são encontradas mediante a consideração de 
que a razão dentro do logaritmo é uma constante, o que produz um potencial 
constante Vo, Isto é, 
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ou 


jn PA o 27€0 YO 
Px À 


Assim, chamando o lado direito desta expressão de In((, obtemos 


n?>À nc 
po)» 
Ou 
P-A o 
PA 


Deslocando a origem do plano para o fio de densidade À, podemos escrever a 
distância p, como 


pr= 2º +yº 


sendo que estamos medindo a distância x a partir do fio. O fio-imagem está 
a uma distância 2d do outro fio, e assim, po.» pode ser escrito como 


px=v(Q+az)+y” 
Às superfícies equipotenciais são dadas por 


PAO 
px 
Qd+ 2) +yl 
V 2x2 + y? 
Ad +4de + +y" =Cêrl + Cy 
(1 — Cº)g? + 4dz + (1 — Cy? = —4dº 


po o AE 
(2-1) * (0-1) 

= 2d | 1d? pn AP 
(C2 — 1) (02 — 1)" á (02 — 1) 
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E-qe 9) += qe galo am 
E . a] ARC 
(02 —1) (02 — 1)% 


Esta equação define um círculo no plano xy, mas, como z é qualquer, ela na 
verdade é a equação de um cilindro, cujo centro está em 


2d 
Le = IZ5 yc=8 


(2 — 1). 


e que tem um raio R dado por 


240 


R=>—— 
C2-1 


Desse modo, as superfícies equipotenciais são cilindros infinitos, definidos pela 
equação obtida acima, e seus centros e raios dependem da constante €, que 
está associada ao valor do potencial elétrico na equipotencial, pois 


27€0 Vo 


O = ) 


| 


Isto encerra nossa discussão acerca do método das imagens. Outros 
problemas podem ser vistos nos exercícios. 


7.4 Exercicios 


7.1 Calcule a componente z da força 7.2 que age sobre a carga () situada 
na frente do plano aterrado visto na seção T.1.1. 


7.2 Resolva o problema de duas cargas Q, e > situadas em frente a 
um plano condutor infinito aterrado nas posições Tq, € Tq,, através 
do uso do método das imagens. Ache o potencial elétrico, o campo 
elétrico, a densidade de cargas induzidas, a carga total induzida sobre 
o plano e a força que age em cada carga. 


7.3 Obtenha o campo elétrico, a densidade de cargas induzidas, a car- 
ga total induzida e a força elétrica que age sobre a carga (Q para O 
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7.4 


T.o 


7.6 


T.T 


7.8 


7.9 


7.10 


problema dos planos condutores que se encontram em ângulo reto 
estudado na seção 7.1.2. 


Considere dois planos condutores que formam um ângulo de 60º 
entre si, com uma carga (Q situada na região entre eles. Usando o 
método das imagens, obtenha o potencial elétrico nesta região, o cam- 
po elétrico, as densidades de carga induzidas, a carga total induzida 
em cada plano e a força que age sobre a carga (). 


Ache o potencial elétrico para o problema de uma carga () situada 
entre dois planos paralelos condutores visto na seção 1.1.8. 


Estude o problema de uma carga Q colocada dentro de uma esfera 
condutora aterrada, de raio R, mediante o uso do método das ima- 
gens. 


Verifique que a carga total induzida sobre a superfície da esfera da 
seção 7.2.1 tem o mesmo valor que a carga-Imagem. 


Calcule o campo elétrico, a densidade de carga induzida e a carga 
total sobre a esfera condutora carregada e isolada que estudamos na 
seção 7.2.2. 


Considere uma esfera de raio R, condutora e isolada, carregada com 
uma carga Q'. Dentro dessa esfera é colocada uma carga (). Obtenha 
o potencial e o campo elétricos, a densidade de carga induzida, a 
carga total sobre a esfera e a força que age sobre a carga (), usando 
o método das imagens. 


Resolva o problema de um fio de densidade linear de cargas À em fren- 
te a dois planos aterrados que se interceptam, formando um ângulo 
de 90º. | 


Capítulo 8 


Potenciais Elétricos, IV: 
Expansão em Multipolos 


Na seção 5.3, estudamos o potencial elétrico de um dipolo elétrico 
com momento de dipolo 7, e nos exemplos 6.11 e 6.12, vimos aplicações envol- 
vendo o dipolo e o quadrupolo elétricos. Além disso, mencionamos o fato de 
que uma carga pontual é também chamada de monopolo. Nessas aplicações, 
percebemos que essas distribuições de carga produzem potenciais elétricos ca- 
racterísticos, que apresentam um certo tipo de comportamento em função da 
distância 7 em coordenadas esféricas. À carga produz um potencial que decai 
“com 0 inverso da distância, ou seja, com A O dipolo gera um potencial que 
“depende de À 5, enquanto o quadrupolo dá origem a um termo do tipo . Nes- 
ses exemplos, comentamos a existência de outras distribuições de cargas, que 
“são os multipolos elétricos. Assim, vamos agora estudar mais detalhadamente 
esses multipolos. 


“8.1 Expansão do Potencial Elétrico em Multipolos 
Vamos começar com a equação 9.12, 


mai 


P 


“* 4760 v |r— 7!) 


que estabelece o potencial elétrico para uma distribuição de cargas o(r') qual- 
quer. Combinamos esta equação com a expressão 6.90, 
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LO (re ya 9", Yo (8 
> (>) 2 mk 2) e m( 0) 


que é a expansão, em harmônicos esféricos, do inverso da distância entre o 
ponto onde queremos obter o potencial elétrico, representado por 7, e o ponto 
onde estão as cargas, dado por 7'. Vamos considerar que precisamos resolver 
um problema exterior, ou seja, queremos o potencial fora da região de volume 
Y que envolve a distribuição de cargas p(7), o que é, em geral, o que ocorre. 
Ássim, rs =rer<c=r", ou seja, obtemos 


gp 


1 NE. 
>. (=) Yom(D, 6 Yom, 6) dV 


ou, lembrando que a integral é feita sobre as variáveis com linha e que o sinal 
de integração pode ser trocado com os das somatórias, 


V(7) = >» 


Definimos o termo entre colchetes como 


! ATC * RT, Vento, 
A. | art Mimo, 6º) dv | Aa) 


dem = /. ol! Yi (9,6) dV (8.1) 


de modo que o potencial fica 


3. ! Yem(ô, 4) (8.2) 
2 + 1M a | 
que é uma expansão, em série de harmônicos esféricos, para o potencial. Es- 
sa expansão é conhecida como expansão em multipolos, e os coeficientes dim 
são os momentos de multipolo em coordenadas esféricas. Assim, uma distri- 
buição de cargas qualquer pode ser entendida como sendo uma “soma” de 
distribuições particulares, que são as distribuições associadas aos multipolos. 
Cada multipolo está ligado a um valor de / específico, e4 = 0 corresponde ao 
monopolo, que é uma carga pontual. Desse modo, ? = 1 é um dipolo, ? = 2 
é um quadrupolo, e assim por diante. Vejamos alguns dos momentos de mul- 
tipolo explicitamente, começando com qo, que está associado ao monopolo, . 


81. EXPANSÃO DO POTENCIAL ELÉTRICO EM MULTIPOLOS 521 


e utilizando a tabela 6.4 dos harmônicos esféricos quando necessário. Neste 
caso, temos 


oo = | P(F)Yjo(, 6) dV 
V 


ou, utilizando a tabela 6.4, 


O termo que envolve este momento de multipolo na expressão 8.2 é 


1 l Yo, (0, 4) 
En 10,0" o41 
eo 2.0+1 r 


que fica, se usarmos os valores calculados, 


“ou 


“que é o potencial gerado por uma carga pontual, como deve ser, já que ele 


| está associado ao momento de monopolo go o. 

| 

[ Quando ? = 1, temos os momentos de dipolo, que existem para m = 
o, +1. Para m = 0, temos 


q = / (PNY o(6', 6) dV 
V 


- [ Va cos 0 dV 
11,0 = 4r — 06 NT dV 
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3 | 
mm d 
ou 
3 | 
- o. 4 
]1,0 Am? (8.4) 


onde nos valemos do fato de que o momento de dipolo em coordenadas retan- 
gulares é dado por 


Para m = 1, obtemos 


qua = | olrVia(O, 6) AV 
- | vo 3 sen 9'e o) dV 
S7 
Var | or r'senB'(cos q! — iseng) dV 


! 


—— 
Vo [ot [r 7 sen O" cos cos &' —i(r' sen6' sen | dV 
-—Vê [ot (x! — ay) dV 
]1,1 — ETEA — iPy) (8.5) 


Para obter o momento de dipolo quando m = —1, vamos utilizar a propriedade 


de,-m = (— DO gm (8.6) 
que é demonstrada abaixo. 


Demonstração. Para demonstrar a relação 8.6, consideramos a expressão 6.19, 


Yo, -mtd, $) — (—DPYim(d; 4) 


e tomamos o seu complexo conjugado, ou seja, 
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Y, -mtd; 9) — (— PY mto, 6) 


Agora, escrevemos a expressão 8.1 para m = —m, isto é, 
qem = | 06H m(O!, 61) V 
e utilizando a penúltima equação, obtemos 
quem = (DP [ (EN No ml, 6) AV 


Tomando o complexo conjugado da equação 8.1, temos 
dim | (NX (6! 6) AV 


e assim, comparando as duas últimas expressões, achamos 


x 


Gem — (— ND gom 


que é a equação 8.6, que foi, portanto, demonstrada. 


Utilizando a expressão 8.6, obtemos, para q1,-1, O valor 


q1,-1 — (—D'gia 


3 
qi,=1 = ar (Pa + 1Py) 


Os termos que envolvem £ = 1 na expressão 8.2 são 


Va YLo(ô, 4) 
O q2l+ RS 


1 pv, cosê 
Vig = — 
0 Ame 12 
= 1 I : Yi(o, 2) 
Do eg2l41 bh ql+ 


920 


(8.7) 
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11 EE | —1/ & sen 0e'? 
Vi — en 3 - gm (Pa — ip) To TG To 


0 r2 
sen O(cos & + isen À) 
2 
a 


Vi = 


) 


(Dx — 14) 


S7En 


Px sen É cos À + ipa sen O sen À — ip, senb cos q + Py Sen É sen à 
8renr? 


l, EQ 2. 1 + q l E 


11 *- sen de” ip. 
— asi E. + im] Vrtende + 


o sen O(cos q — i sen d) 
— polpa tip enslcog 1509) 


v Pa sen f cos P — ipy sen 8 sen É + ipy sen 6 cos & + Py Sen 8 sen & 
LISO TN [DO >>> É — 


87 gr? 
E assim, o potencial para 4 = 1 vale 


Vi=Vio+Viai+Vic 


Ou 


1 pp, cos6 


Are, q? 


N Pz sen É cos À + ip; sen O sen q — ip, senb cos q + py senê sen q 
87EnT? 

Pa sen 6 cos À — ipy sen O sen À + ip, sen 6 cos 4 + py sen 9 sen q 

Do Tt tamcioirAciyero mst Pystiuscio 


+ 
87Egr? 


ou ainda, 
z T Y 


Pad (ne, 4/0 e, 
— À p;rcosb+persendcosp+p,rsendsen q 
“* 4re 3 
= A pz + Det + Dyy 
“* 4re pó 
l per 


E ÁTeo pá 
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que é o potencial gerado pelo dipolo, como deve ser, Já que Ê = 1 está associado 


ao momento de dipolo. O tensor momento de quadrupolo Q é definido através 
de 


+ 
O. — [ ot) EL — r' “0i55| dV (8.8) 


onde ôd;,; é a delta de Kronecker, 2: e 7 representam os elementos do tensor, e 
z; é a coordenada 2. Em retangulares, 7) = LT, To =yezx3 = az. 


Um tensor tem propriedades muito semelhantes àquelas das matrizes. Pode inclusive ser 
representado por uma matriz, em termos operacionais. O tensor momento de quadrupolo pode ser 


escrito como 


2 é = E d 

QO,1 Qdo Qi13 

€— — <— 

doi Jos Qog 

<— + = 

QO3s1 Oo Qaa/'* 


OT 
l 


Esta matriz é simétrica, como podemos verificar facilmente ao aplicar a expressão 8.8 para os índices 


te 3, e depois, para 3 e 1, ou seja, 


O: — /, p(r) [Bxjx; — q! “65,5 | dV 


Bju = [ p(r)[Baga! — 1º 2Jóga av 
V 


Se à = j, estas expressões são obviamente iguais, e assim, 


o que já era esperado. Quando % * 3, elas tornam-se 


bra —» | Pat 
Bus [ ole'utasar 


& 
Oji = sf p(r Da;m; dV = TA p(r Dxjx, dV 


e assim, 
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+ ++ 
Oi,j = O, 


o que caracteriza uma matriz simétrica, e por consegtência, um tensor simétrico. Isso significa que, 
das nove componentes do tensor, apenas seis são, até o momento, independentes. Na verdade, é 
possível eliminar mais uma componente, se considerarmos que a soma dos elementos da diagonal. 
deste tensor é nula, o que significa que ele tem um traço nulo. Isso pode ser demonstrado mediante 


a soma dos elementos da diagonal principal, isto é, 


> — + 
O11 + 02,2 + 23,9 = /, p(r) [324 a 2] av 
+[ p(r) [3x5 * — 2] dV + f p(r) [3x5 * — 4º 2] dV 
V V 
ou, reunindo os termos numa única integral, 
+ +— + 
Q,1 + 022 + 03,3 = /, p(r [3x4 + 375" + 305º — 37 dv 


Como r'?=xy'º+y2+42'2, temos 


€— += + 
Q1,1 + Q2,2 + 28,3 = / p(r)[3r” 2-3! +] dV 
V 


to. 


ou 


+ = = 
Q,1+222+03,3=0 


e assim, 


03,3 — (Oi + 03,2) (8.9) 


+ 
de modo que o tensor Q tem cinco componentes independentes. 


O momento de quadrupolo está associado a £ = 2 em coordenadas es- 
féricas, o que permite, para m, os valores m = 0,+1,+2. Vamos começar, 
calculando o momento de quadrupolo q2 0, mediante o uso da expressão 8.1, 


92,0 = / (rr! “Yjo(6', 6) dV 
V 


1 5 
+ 19 p, V 
12,0 L (TO) 2N am 4 ? 
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3! 


1/5 > [afa! 12 12 
20=5V [ot ) [3(r" cos 0)* — 7 |dV 
1 /5 
2,0 =— 5 E | p(r")|32'? —r' 2] dV 
, TT JIV 
Como 
A 12 
Q33 =— o(r D |3x3xs — r' 269 3| dV 
V 
aa —» 2 12 
QO33 = / o(r 9) |32“ — | dV 
V 
temos 
1 [54 
20 = 5 7 33 (8.10) 


Quando m = 1, obtemos 


ms [ pla, dv 
= sn 19 o E / | —16" 
— PE yr — cos 0 send e dv 
87 
— ES, o(r Dr! * [cos 6º sen 8º (cos & — iseng)| dV 


f f 


TE —— - A 
="Va PF N(r' cos 6" [r' sen 6! cos ' —ir' sen 6" sen g'| dV 
Elm 2 (a! — iy) dV 


ló SN =| Nat 
Va), 00 Jg z dV Nam , PU Jyz dV 


Utilizando a expressão 8.8, achamos 
<— 
013 — [ o(r”) [32173 — r' 2013] dV 
vo 


dia =3/) p(r')a'z dV 


ou 


26 
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e desse modo, 


1 [15,4 Es 
21 =—3 gr (213 — 1053) 


O momento de quadrupolo para m = —1 pode ser encontrado através da 
expressão 8.0, ou seja, 


q2,-1 = (—1'g; 


1 /15 & e 
q2,-1 = 3 ar (21,3 +105.3) 


Por fim, quando m = 2, achamos 


p2= /, o(F "yr! 254 (6, 6) dV 


1 (15 s 
- | (rr 5 Sen” Be“ dy 
v r 
l ló =) 12 20! / 
=4V5 p(r )r “sen* 8 (cos24 — isen24) dV 
Hdv 


1 /15 
12,2 = 4V 37 / p(r')r' * sen? O'(cos” |! — sen? &' — 2i sen &' cos S)dV 
V 


ou 


dh y' 
2,2 =4V =|, p(r") |(r' sen 8" cos 6)? — (r' sen 6! sen 69º 
7 4 2% V 


-— f 
x! y 


(e e pe 
— 2i(r sen0' sen q )(r' sen6' cos &')| dV 
ou ainda, 
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1 /15 
12.2 — Fi 2r [et E == q? = 2ix'y | dV 
e finalmente, 


— l ló =] t 2 t 2 i > | md À UA 
22 = 555 ), 20 DE: y |dV 3 57 , PU Joy dV 


Da expressão 8.8, temos 


e 
<> n ) 
O12= | dr)[3ajxo—r 61,2] dV 
V 
a + | f 
dio =3 [ lifaty dv 
V 
Assim, fazendo 
< <> 
O1 — Q99 


obtemos 
a a —+| 192 12 = t 2 t 27 
Oia Dao = | oi )[3x!2 — Jav = [ 6 )|3y'* —r |dV 
V V 
€— + 
Q1,1 — Q2,2 = 3 o(r)a'? -y'?| dV 
V 


e então, 
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ou 
l lo ,& <> + 
= — | — —-9j 
12,2 = 19 o (OL 02 — NO0O1,2) 
O momento de quadrupolo para m = —2 fica, utilizando a expressão 8.0, 


q2,-2 = as ; 


l + 
42,2 = 75 (O), 1 — Oo» + 21019) 


Os potenciais associados a cada um dos valores de m, para £ = 2, são, int- 
ciando com m = 0, 


l l Yo o(d, 6) 
en 12,0" 4 
en 2.2 +41 r 


1/2 8 cos 8 1) 
o q Mi 


E - 05 = 


20 = 


A 
033 [3(r cos 0)? — r?| 
Loren po 
Lo 4» 
1 Q33 (32º — r2) 
l6Teo ro 


Voo = 


| 


Quando m = 1, temos 


l l Yaoi (0, 4) 


Vo1 = — 

“O e 22+ [3224 

—/ * cos 8 sen 0e'? 
— E e l-iVa 2 (O, 3 — Oo 3 | 
é cosôsenge!? 

Vo1 = —4 ———— 

241 mo (Os 109,3) -3 

Para o caso m = —1, obtemos 


l 1 Yo,-1(0, 6) 
Va1 = >—— 
21 eo 2241 qa 


/15 ig 
11 15 6 PR a Cos O sen de 
Va, 1 = E al ar (213 +HiDog) A 


5€0 3 p3 


991 
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o cosbsende”'? 


1 o & 
Bro, (LS +10983) 


Ya,-1 = 87 e 


q 3 
Note que, somando os termos V3,1 e V2,-1, obtemos 


) 


0,3 — iQ,3cos0sende'? | Q13 + 1025 cosdsende 


V Vo 1 = 
214 Val 8reo r3 8TE0 rê 
— 
Orscosdsend o, ip 10» 3cosô send “ió 
o 8regr? tel re = 87egT? (e e ) 
o; cos 6 sen 8 Top 3 cos 8 sen É 
1,3 
=— — amar cos 4) — — gras sen 4) 
+ Dá 
1 [O,scosfsenôcos Oo» 3 cos O sen 6 sen 
Vo1 + Vo, 1 = 5— Scene 3 lá HT — ; É| 
ATEo r Tr 
“ou 
Vo1 + Vo,—1 = 
Z T z y 
A + Po 
1 [Qiys(rcos0)(r send cos q) N Oo 3(r cos 0)(r sen O sen À) 
4reo ro a 
“eentão, 


9, 9, 
V 1 | NV | 1 1,3 | U 2,9 


Areo | 1? pó 


Por fim, os potenciais para m = +2 ficam, iniciando com m = 2, 


1 1 Ya 2(0, 4) 
En 92,2 247. 
en 2.2+1 


14 a o  d/> sen? 0e?'? 

9 Vo 

E 12 (011 — o» 101,2) -3 

O —— Õo9 — ZU 01» sen? O(cos 20 + 4sen 26) 
327€0 pê 


<> ++ <> 
vo, — Cri — Qo2 — 202 sen? O(cos! À — sen” + Zi send cos d) 


22 — 


ou 
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<> ++ E: 
vo, — C11 7 C22 — NO, 
do S2TE0 
E y y T 
e o DO co 
(r sen 8 cos &)* — (r senB sen 4)? + 2i(r sen O sen d)(r sen 8 cos 4) 
x E 
ou ainda, 
++ + E: o o | 
Wo Q1— Oo2—-UQO,o 1º —yé + 2ixy 
227 0  [  [D —— 
S2TEQ r 
ao passo que, se m = —2, temos 
1 Yo, -2(0, $) 


Vo 9 = — a 
2d 602.241 bo2 qi 


d [15 2 Be AP 
SVO (O 1— Qo9 + NO) 


E Se 12 pó 
o O — Oo, + HO» sen? Ó(cos 24 — isen 24) 
SZTEQ pô 
A A A 2 ? 2 € 
Q11 — 22,2 + 24012 sen* O(cos* p — sen? q — 2isen pcos À) 
Va,-2 = CT Q)rE DT DN ll ll Tr 
SAT En r 
ou então, 
v O11 — 022 + NO 
24-2> DD "20.0 — 
ZTE 
, (r sen 0 cos 6)º — (r sen O sen 4)? — 2i(r sen O sen d)(r sen O cos À) 
5 
a 
e por fim, 


Õ Õ Doro o; 
1 — Q92 +2U0,2 7º —yé — 2ixy 


Vo 9 = 
2 327€0 r? 


Somando V99 e Vo -2, encontramos 

++ ++ Es o | 

O1,1— Do2—- NOQ9 7º —yº + 2ixy 
327€0 pô 


o ++ E o | 
Q1,1— Do2 + WO, 2º — yé — dimy 
327€0 po 


Vo2 + Vo —9 = 


+ 


Sd 
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ou 
A = a 
Voo + V o Q11 27º — 2y? + Z17y — 24TY 
2,2 22 39me0 pá 
O 2 272 — 2y* + 217y = 242y 
“ 3reg ro 
Oi» 72 -r—-y+y +2iay + 2zy 
— 2 DD tos — 
Pres r 
ou então, 


+ O 
2º Qo9 1º — yº  Q122y 


> 
2 
Q1 1º —y 
rê Areg 1º 


V Vo 9 = Dl — 
2,2 + 42,02 lóreo 1º lómeo 


Somando agora todos os potenciais para £ = 2, achamos 


Vo = Voo + Voa + Vo, + Vo, + Vo,-2 


ou 
2 + <> 
2 2 
V 1 Qas (32 = F ) QO,3 42 Do3 YZ 
> —-————s A 
lóTen pº ATEo ro ÁTreo pr? 
<— | <> 
O 22 -y Qo uv -yl Qro 2y 
lóreo l6reo 1º ATeg 1º 


“que pode ser reescrita como 


l o no 
O13 27 Oo3yz Qoty | Qas dz” 


Vo = En 
Are) ro 4rép o. ame ro 167 é rº 
2 a 2 À 2 
Oss z* Oi z O y  Qoo 1 Do,2 yº 
mn 5 5 
r 


167€0 a reg 15 167e0 7?  167egr> l6reo 


QU 


— + <— 9 
y o; 372 Oosyz Qoty 2332 
» — 23 JO LI Hd o 
4rep > 4regrê Aregr? Bregrê 
EN ++ 
2 2 2 1412 
O T" Qoo y Os3 TO yoo Ly adi 
l67eg po 


l6reo rº - l67eo So lôreo 1º l6meg 7º 
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Utilizando a expressão 8.9, obtemos 


<> — <> 
O,3 72  Qosyz | Qi uy G33 2 Oi 2? 


», pi 
Areg Trº  4regr ra ro Amen 75 Bregrô 
E <— 9 
Ooo y O11 + O29 7? +y? OQ y” 
l6reo 7º l67e 5 bregró 
ou 
Os 372  QCosyz  Qoxy Q332z Q,1 É Do» Y 
» = =23 90 0 1249 a vo €22º 
Ameo r5  Aregró 4Areor' Sregró 1I6regró rep r> 
a 2 2 2 2 
O 11 q? Oda yo Q2 7 | do yo Qa y” 
l6reorº 16reor? I6regrº I6regr” I6regr? 
e então, 


<> 


029 q? 


ló7Teo pó 


A Ê 
D2,2 1º 


lóreo po 


Cá 
O1,2 Ly Ora nz Dos yz Oy 2? Goo y? Oas 2? 


Esta expressão pode ainda ser melhorada se fizermos 
4-5 “> o es PN 
 Ouy, Orey | Orsuz Ósaz Gay 
Breo rº  Bregró Breo rê S7€0 rê ST EQ ro 


Oo.3 yZ Oy 2? Oo2 y? 
Sreo rº  Sregr> Sregrô 


<— 
Como o tensor Q é simétrico, podemos escrever 


<> — + — 
Qoty | Cry Qaaxz OQaraxz  Qosyz 


», memo 
Breo Tr? Sreor? Bregrº Sre ro 8TEg ro 
E 
U3,2 YZ O11 2? Oo2y? 
Sreo ro Sreor' SBSregrô 
ou 
1 <> <> <> e 
Vo = STerõ (O1,27y + Oo1yr + Oy gxz + Qa1zr 
Ê 


Areo ro  4Aregro 4reor? Breor> Bregró Sregr> 


Va JU, 
U3,3 2º 


STE po 


A ? 
Q33 2 


8TEg 1º 


+ Oo 3y2 + Os ozy + Qy17º + Oo 9yº + QO332 ) 
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que pode ser reescrita como 


3 3 
1 <> 
NG — Smenrê 3 O Gli; 
Ou 
3 3 
1 e 
“2 gre Du dm Osos (8.11) 


ou, numa forma condensada, utilizando as propriedades matriciais dos tenso- 
res, 


Vo = ——— 8.12 
2 Breo Tó | (8.12) 
que representa a operação 
A <> <— 
| 0,1 dio Q3 Z1y | 
= (71 22 73) Ó Ó Õ b2 (8.13) 
2 STegrS El <2,2 E23 


O3s1 Q32 0Q33/ NB 


cuja verificação é feita nos exercícios (veja o exercício 8.1). À equação 8.12 
estabelece o potencial elétrico gerado por um quadrupolo elétrico e ela in- 
depende do sistema de coordenadas utilizado. Vejamos se ela está de acordo 
com o resultado 6.98, obtido no exemplo 6.12, para o potencial elétrico de um 
quadrupolo situado na origem, 


Vquad. (7) = (3 c0s20 — 1) 


Aregro 
estando as cargas +Q situadas em z= ac ez =-—a,e a carga —20) em z = 0. 
Note que definimos, naquele exercício, Q = Qa”, no limite a > 0. Utilizando 
as funções delta de Dirac (veja a seção 4.7), podemos escrever a densidade de 
cargas para este problema. À carga +Q em z = a pode ser expressa, usando 
também a equação 4.30, como 


prq, = 5(F — Fo) = d(v)ô(g)ó(z — a) 


A outra carga positiva, em z = —a, fica 
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p+Qa = Ô(F — Fo) = 6(2)ó(y)ó(z + a) 
e por fim, a carga —20 situada na origem pode ser expressa como 
p-29 = 5(F — 7h) = 6(2)ó(y)ó(2) 


A densidade total de cargas é a soma das três, ou seja, 


plr) = Qó(r)d(y)ó(z — a) + Qó(x)d(y)d(z + a) — 2Q9(x)6(y)ô(2) 


e assim, os momentos de quadrupolo em coordenadas retangulares ficam, 
<— 
mediante o uso da expressão 8.8, e iniciando com Q11, 


<> 
Q1,1 = / p(r) [3º — rºô11| adV 
v 


Ou 


d,1 = / [Qó()5(y)ô(z — a) + Qó(2)5(y)ô(z + a) 
— 2Q6(x)ô(y)ô(2), 3a? — (a? + yé + 2) | dV 
ou então, 
d11=0 / 5(2)5(y)5(z — a) + 5(2)5(y)ô(2 + a) 
— 25(x)6(y)ó(2)| (27º —yº — 2º) dV 


ou ainda, 


20 | q? S(x)ó(y)ó(z — a) + d(x)ó(y)ó(z + a) — 25(x)ó(y)ó(z)| dV 
= Q[y [5(x)ó(y)ó(z — a) + d(x)ó(y)d(z + a) — 25(x)6(y)6(2)] dV 
-Q j Z? O(z)d(y)ó(z — a) + ó(x)ó(y)ó(z + a) — 25(x)ó(y)ó(2)| dV 


Lembrando que (expressões 4.16 e 4.17, respectivamente) 
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/ itz — mo)dz = 1 / f(x) ó(x — 0) de = f(x0) 
à expressão acima se reduz a 
O11 = —Q(a)? — Q(-a)? = —2Qa? = —20 
pois 
/ ro(x) de = 0º =0 / yó(y) dy =0º =0 


[a(s Ta)dz = (+ta)” = a” [2542 dz =0º=0 
A 
O momento de quadrupolo 059 é 


<> 
Q59 — [ot (3 — 209,2) dV 


ou 


dra = | [Qô(e)o(uó(e — a) + Qo(e)o(u)dte + a) 
— 2Qô(x)6(y)5(2)] [39º — (12 +? + 2)| dV 
ou então, 
Óaa =Q | [Mlo)o(u)ó(e — a) + (o)o(u)o(e + a) 
— 25(x)6(y)ó(z) | (297 — 7 — 2") dV 
ou ainda, 
O22 = 
20) , yº [6(x)5 (y)ô(z — a) + 6(x)ó(y)ô(z + a) — 26(x)ô(y)ô(2)| dV 


-Q | x [óo(z)ó(y)ó(z — a) + d(x)ó(y)d(z + a) — 25(x)ô(y)ô(2)| dV 


— Q /, 2 [9(2)ô(y)ô(z — a) + ô(x)6(y)ó(z + a) — 26(x)ô(y)ô(2)| dV 
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cujo resultado é 
<— 
02,2 =—Q(a)? — Q(-a)? = —2Qa? = 
<> 
O valor de Q3,3 pode ser encontrado através da equação 8.9, ou seja, 


033 == (O + 055) 
—(-20 — 20) 
033 = 40 


O momento de quadrupolo parai=1e7j=2 é 
Oi» = / p(r) [3xy — rº61,2] dV 
V 
ou 
dra =3 | [Qo()o(yó(e — a) 
+ Q5(2)5(g)ô(z + a) — 205(2)ô(y)ô(2)] ey dV 
ou então, 
O15 — 3Q [ cyodlx)o(y)d(z — a)dV 
V 
+ 3Q [ zyo(z)ó(y)dlz+a)dV — 6Q | cyotx)ó(y)ólz) dV 
V V 
e assim, 
Oi» = 021 = 


= = a a 
onde usamos a propriedade de simetria do tensor. Para a componente Oo 3, 
temos 


A Ss 5 
Oo 3 — / o(r ) [3yz —7T 62,3] dV 
V 
ou 


das =3 [ Qó(x)5(y)ó(z — a) 
+ Q5(x)5(g)S(z + a) — 2Q6(2)5(y)6(2)] yz dV 
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ou entao, 


Óra = 30 | uzo(=)o(y)ó(e — a) dv 
+ 3Q [ yzó(x)ó(y)d(z + a)dV — 6Q [ yzô(x)ó(y)d(z) dV 
V V 
e assim, 
Oo 3 = 032 = 0 
Por fim, para a última componente, temos 
O 13 = / p(r) |3xz — rº61,3] dV 
V 
ou 
Óia=3 | [Q5(=)o(y)ôle — a) 
V 
+ Q5(x)ô(y)ó(z + a) — 2Q6(7)5(y)ô(2) |zz dV 
ou ainda, 
O13 = 30 |, cz5teyotuo(e — a)dV 
+ 3Q [ czó(x)d(y)dlz + a)dV — sq [ vzó(x)ó(y)ó(z) dV 
V V 
e desse modo, 


— ++ 
Q3=031=0 


de modo que o tensor momento de quadrupolo, em coordenadas retangulares, 


fica 
o —20 0 Ô 
Q = O -—-20 0 
O O 40 


Usando agora uma das equações 8.12 ou 8.13, achamos, para o potencial 
elétrico do dipolo, 
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| -20 OQ Ó 
— Se rã ( y z) O —20Q Ê U 
0 0 O 49/ dz 
ou 
| —20g 
5 J 2) —20y 
S7Egr 10z 
ou ainda, 
1 
Vo SmenTE (-207º — 2O0yº + 402º) 
2 O O A, 
E 87EnTo (22 os ) 
— Q ), 2 2 2 2 y 
= Treçrs ( Z+rz—ozg—r —Ygy ) 
E os Ea E (4 +ai+ 1) 
Ê 
Q 2 2 
E Amenro (dz o ) 
Q 22 2 
= Amenrê (37 cos 0 — r ) 
e finalmente, 
2 Q 3cos*0— 1 
to Are pó 


que é a expressão 6.98, do exemplo 6.12, para o potencial do quadrupolo situa- 
do na origem. Assim, verificamos que o potencial elétrico de uma distribuição 
genérica de cargas pode ser expandido em termos envolvendo os potenciais 
gerados pelos momentos de multipolo, na forma 


id mm — 2 ad 
1 q l per l T-Q-r 
ATE r ATEO rá ST EL po 


V(F) = 


onde q é a carga livre (o momento de monopolo), p é o vetor momento de 


+= 
dipolo, Q é o tensor momento de quadrupolo, e assim sucessivamente. Consi- 
derando que 7 = rf, podemos ainda escrever 
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— 
1 1 Degrf | rr. Orr 
E [++ 


vz 
(7) = Areor 4regy 1º S7€0 po 


ou 
> a a a A 
l q l pf | £-Q.r 
““Areor 4reo T2  Breg 13 


e assim, confirmamos o que já havíamos dito ao longo do texto com relação aos 
termos que aparecem para cada tipo de distribuição de cargas. O monopolo 
está associado a termos do tipo - no potencial elétrico. O dipolo gera um 
potencial do tipo “sz enquanto o quadrupolo tem um potencial que decai com 
—. Note que o potencial (e (e também o campo elétrico), com o aumento da 
distância, tende a zero cada vez mais rápido, à medida que a distribuição de 
cargas associada ao multipolo fica mais complicada. 


Exemplo 8.1. Considere a distribuição de cargas apresentada na figura 6.1, 
formada por duas cargas pontuais Q de mesmo sinal, situadas no eixo z, nas 
posiçõesToa=a k e TQ -a = —“ak. Com relação a essa distribuição de cargas, 
responda ao seguinte. 


a) Calcule os primeiros momentos de multipoio. 


LA 


V 


Figura 8.1: Duas cargas pontuais para O exemplo 8.1. 


Para calcularmos os momentos de multipolo, precisamos da densidade 
de cargas. Como as cargas são pontuais, vamos utilizar funções delta de Di- 
rac para representá-las. Assim, a carga situada em z = q está associada à 
densidade 
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pq, = Qólr)d(y)d(z — a) 


enquanto a carga em z = —a pode ser expressa como 


PQ,—a = Qó(x)d(y)d(z + a) 


À densidade total de cargas é a soma das duas, ou seja, 


p = Qola)ólyólz — a) + Qó(x)ó(y)ó(z + a) 


Determinada a densidade de cargas, podemos utilizar a equação 8.1 para cal- 
cular os multipolos em coordenadas esféricas, usando a tabela 6.4, quando 
necessário. Entretanto, para realizar as integrais, precisamos escrever a den- 
sidade de cargas em coordenadas esféricas. Neste caso, a carga em z = a está 
situada no ponto P(r = a,0 = 0,4 = 0) em esféricas, e com o auxílio da 
expressão 4.41 da seção 4.7, podemos escrever 


ôd(r—a 
poa = QU a(cos6 — 1)6(6) 


A carga em z = —a em esféricas está no ponto P(r = a,0 = 7,4 = 0),€ 
assim, 


PO -a = QUA (cos O + 1)9(d) 


A densidade total é 


ó(r 


p = QU O a(cos O — Dó(d) + QUE TA (cos 6 + 1)ó($) 


Ou 


p = QU sesró(cos 6 — D+ ó(cos9 + 1)| 


n2 


O monopolo g9 0 fica 


00 = /, o(FY59(8', 6) dV 


Lembrando que o elemento de volume em esféricas é dado pela equação 1.47, 
temos | 
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do,)0 = 


/ JA [ a o ó(d)ló(cos 8 — 1) + á(cos O + Dra sen Odrdody 


ou, como d(cos6) = — sen 6, 


27 
doo = ar IN [' (r — ajó(d)ó(cos 6 — 1) drd(cos O)dg 
27 
- A. Fr ô(r — ajó(d)ó(cos O + 1) drd(cos 0)dg 


Definindo t = cos6 e trocando a ordem dos limites de integração desta va- 
riável, o que muda o sinal da integral, obtemos 


OO RS O . 
10,0 = Ja / f | [ 5(r — a)ó(p)ó(t — 1) drdtdy 


QT a «dedo 
+ a) f. 5( JS (d)ó(t + 1) drdtdo 


Por fim, da expressão 4.16, 


temos, simplesmente, 


Note que o momento de monopolo em retangulares, que constitui a carga livre, é dado por 


= | (FP) 


ou 


q= f, O5(2)5(y)ô(2 — 0) + Qô(m)5(y)(2 + a)ldV 
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q = q [ d(x)ó(y)ó(z — a) dV + q [ d(x)ó(y)dlz + a)jdV 
V V 
=Q+Q 
q = 20 


Além disso, vimos, na expressão 8.3, que os momentos de monopolo em coordenadas retangulares e 


esféricas estão relacionados pela equação 


q 
06,0 =— ———= 
1 v 4a 
que, para O nosso caso, fica 
a 2 
0,0 — —=— 
v47 


concordando com o que foi obtido anteriormente. 


Vejamos agora os momentos de dipolo, associados a £= leem = 0,1. 
Começamos com m = 0, ou seja, 


qo = | o(F)rYro(o, ) dv 


ou 
Ê — + 
q1,0 — / QU semó(cos 6 — 1) + ó(cos O + DlInr/ E cos 6 dV 
V r AT 
ou ainda, 
q1,0 — 


O pm p9m 
E / / / dr 0) s(g)ó(cos é — 1) cos 8 rº sen Odrdody 
O pm p97 e 
E / / [ 7) s(g)d(cos O + 1) cosbr? sen Odrdody 


Fazendo a substituição t = cos 6, encontramos 


VÊ * pl 27 
q1,0 = Q E ) rô(r — a)ó(&) tó(t — 1) drdidó 
2 2 pl 27 
+07 / / / rô(r — a)5(6) tô(t + 1) drdtdó 
ul 0 —|1 40 
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ou, como (veja a equação 4.17) 


[to ó(x — xo) de = f(xo) 


achamos 


ou 
qo —O 


Para m = 1, o momento de dipolo fica 


q1,1 = [otro 4) dV 


645] 


q11 — /. qu o ô(p)ló(cos O — 1) + ó(cos O + 1)) sen peri8 dV 


ou ainda, 


qi — 


6.0) 
3 T per — | 
—- QU / / / dr O) segó(cos 6 — 1) sen 0e”*? rº sen 6 drdodá 
87 Q 7 0 r 
O pm 27 | 
— (| | [ [ ô(r — a) S(H)ó(cos 6 + 1) sen de”? rº sen O drdôdá 
ST , 1 0 Tr 
Como sen 8 = 1 — cos? 8, fazendo t = cos 0, obtemos 
3 O pl 27 | 
q1,1 = —6M| | / / ró(r — ae 'P(6) V1-—-t2ó(t — 1) drdtdú 
0 —1 40 
2 OO pl 27 | 
— 4) E) / / ró(r — ae 'Pó(p)V 1 — t26(t + 1) drdidg 
0 —1 40 
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ou seja, 
qu =-QV (a) (6) [VI 0] - O Ela)(e-iº) VI] 


ou 


q,1=0 
Mediante o uso da equação 8.6, que é 


Xe 


de, —-m — (— 1 gem 
podemos obter o momendo de dipolo associado a m = —1, ou seja, 
E 


q,-1 — (—1) gi, 


ou 


q,-1 O 


Observe que o momento de dipolo em coordenadas retangulares é 
p= | rolrav 
V 
Ou, No nosso caso, 


P=Q /, (2i+ 9] + E[S(z)S(y)d(e — a) + 5(2)5(y)ó(z + a)]dV 


e então, 


5= 03 /, z[5(2)5(y)ô(2 — a) + (2)Sty)ó(z + a) dV 
+05 /, uló(x)ô(y)5(z — a) + 5(2)5(y)5(z + a)] dV 
+ QR | =[(e)o(gó(z — a) + 5(2)5(g)óz + a)] dV 


ou seja, 
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p= Qio+qQ5.0+Qkla + (-a)] 
e assim, 
p=0 


As relações entre os momentos de dipolo em coordenadas retangulares e esféricas são dadas pelas 


expressões 8.4, 8.5 e 8.7, que são, respectivamente, 


o [3 
q1,0 — AT z 
/ 3 
q1,i — — am (Pa — iDy) 
Fi 


3 
q1,-1 — am (Pe + iDy) 
Fio 


e vemos que estas equações são novamente verificadas, pois Pp = 0, e assim, todos os momentos de 


dipolo em esféricas são nulos, como foi calculado anteriormente. 


Por fim, temos os momentos de quadrupolo, quando £ = 2. Começando 
com m = 0, obtemos 


po = [ o(FY2Y;9(0, &) dV 


ou 
12,0 — 
on 0(r—a) | fo , 
rºQ—— —5(ó)[ó(cos 0 — 1) + ó(cos O + Dis 7743 cos? 0 — 1) dV 
V , E 
ou ainda, 
12,0 — 


O pm p27 
C, [o / / ô(r — aJó(p)ó(cos 6 — 1)(3 cos? 8 — 1) rº sen Odrdody 
2 AT 0 0 O 


+ 2 /é . / . / ” ô(r — a)o(b)ó(cos 0 + 1) (3 cos? 6 — 1)r? sen Odrdody 
2 AT 0 o 40 
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Usando a substituição t = cos 8, achamos 


-2/E[ f ” *ó(r — a)ó(d)ó(t — 1)(3t2 — 1) drdtd 
42,0 2 Va Ni rºótr — a)ó(p)ó( ( ratdp 
+ — Elf ” *o(r — aJ(p)o(t+ 1)(3t — 1) drdtd 
TE: | J, r2ó(r — a)ó(b)ó(t + 1)(3t ) drdtdg 
e entao, 


2,0 = 2 [É (0? 3(1º) — 1] + 2 (e?) [3((-1)? — 1) 


ou 
Qa” [5 Qa? [5 
—*]4[- (Na LU Ilto 
2o=3 Vita Va 
ou ainda, 
5 
|2,0 — 2Qaº Am 
Como OQ = Qa”, 
5 
= 9 — 
42,0 = 20 mr 


Quando m = 1, encontramos 


q = /, o(Fr2Y; (8, 6) dV 


ou 
q2,1 — 
on 0(r— a) 15 “iá 
fr O lb)lólcos 6 — D)+ó(cos6 + 1)| VÊ cos O sende | dV 
ou então, 
421 = 


5 [ [7 q | 
—-Q 2) / / d(r — ajó(d)ó(cos O — 1) cos 8 sen 0e"*? r2 sen Odrdoda 
o 40 “0 


As [ [qr j 
—Q E| / / ô(r — a)ó(P)ó(cos O + 1) cos O sen 0e”*? r2 sen Odrdodo 
o 40 40 
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que fica, considerando t = cos0 e sen0 = V1 — cos20 = v1 — t2, 
As [ [7 |” 
q2,1 =—Q E) / [ r26(r — ae "Po(pty 1 — t26(t — I)drditdg 
O Oo “0 


DO am 97 
— ER) / / r25(r — aje'ºS(d)tV/1 — t2ó(cos O + 1)drdidg 
SA 0 0 0 
ou 
ló 15 | 
sa = 0) VT) - O) (40) VT 
e assim, 


q21=0 


Usando agora a expressão 8.6, obtemos o momento de quadrupolo para m = 
“——l, isto é, 


q, = (Dq 
e desse modo, 
q-1=0 
Por fim, para m = 2, temos 
q2,2 = [ etrwxiato 4) dV 


ou 


q2,2 = / QU = 0) sepó(cos é — 1) + ó(cos 0 + DI to sen? 0e “? dV 
V r 4Y 27 


- ou então, 


]2,2 — 


O pm p27 
C, E[ / / 5(r — ajó(b)ó(cos O — 1) sen? 9e "2? r? sen Odrdody 


O pm p27 
pel / / / 5(r — a)ó(d)ô(cos 0 + 1) sen? 0e"*? rº sen Bdrdodg 
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Usando novamente as substituições t = cos9 e sen?6 = |-cos* 6, encontramos 


q pr = 
2,2 = 4 É a) rºô(r — aje “es(g) (1 — 4) o(t — Ddrdtdo 
E E / J | / “roer ae 2SA)( — E)o(t + Idrdtdé 


12,2 = TE 2m D (q? ) (e )( O o: 2 [E (a?) (e —21. 0) ) [= 1) 


Ou 


ou seja, 
q22 =0 
e através da equação 8.6, o momento de quadrupolo para m = —2 é 
q2,-2 (1952 
ou 


q2,-2 = O 


Note que o único termo não-nulo é o momento q20, que está associado, pela 
expressão 8.10, ao momento de quadrupolo Qs 5 em coordenadas retangulares, 


Isto é, 
1/58 
42,0 2 A 3,3 
ou então, 
Am 
Õ; 3 = 24) = 20 
e assim, 


€+ dx g 
— 9 — —— 
033 / E 201) 


ou 
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Oss = 40 


O fato de este momento de quadrupolo não ser nulo está associado à verifi- 
cação de que a densidade de carga tem uma simetria cilíndrica em torno do 
eixo z, como pode ser visto na figura 8.1. Isto sugere também que os momen- 
tos de quadrupolo Q,1 e Q22 devem ter valores iguais (você pode fazer a 
verificação). 


b) Obtenha o potencial elétrico desta distribuição de cargas como uma expan- 
são em multipolos. 


Para encontrar o potencial elétrico, usamos a expressão 8.2, 


ou seja, usando os valores encontrados, 


no 1f q,0 Yoo(0,6) q20 Yo,0(0,6) X28A 
Hr) = Err a or T2241 qro | 


ou 
v(”) = 1( 20 Je, ev iVleeto-1) $ cos 8-1) 1d 
T 


ou ainda, chamando q = 20) à carga total, 


R q Q(3 cos? 6 — 1) 
V Wir A 
(1) = ATEnT Aregr? + 


Veja que, nesta expressão, temos contribuições do monopolo e do quadrupolo, 
mas não do dipolo. Isto já era esperado, visto que a carga líquida é não-nula, 
e a distribuição de cargas, que tem uma simetria cilíndrica em torno do eixo 
z, deve ter pelo menos um momento de quadrupolo não-nulo. Como as cargas 
têm mesmo sinal e estão situadas de forma simétrica em relação à origem, 
emz=aez=-a, elas não deveriam mesmo ter um momento de dipolo 
associado. Para que cargas situadas de forma simétrica em relação a uma 
origem tenham um momento de dipolo, elas devem ter sinais opostos. 
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Exemplo 8.2. Existe no espaço uma distribuição contínua de cargas dada 
por p(r,0,4) = poe Rcos6. Obtenha os primeiros momentos de multipolo 
para essa distribuição. 


Para calcular os multipolos, precisamos da expressão 8.1, que é 
Gem = | 06) Yin(O!, 6) AV 


Para o monopolo, temos 


Ou 


O pm p2r 
— El l ») 
do, = / / Poe É cos vTr r* sen Odrdody 
/ T 


— - [o h e “R sen cosOr2drdo[g],” 
= 


o 27 PQ E dr E RAR 
vdr 


do,o = O 


Õ 


Assim, a carga líquida é nula, já que o momento de monopolo está associado 
a carga pela equação 8.3. Vejamos os momentos de dipolo, começando com 
m = 0, ou seja, 


mo = / p(F)rYo(9, &) dV 


SO é Pio ' 3 
q1,0 = / / poe Rcosb4/-—— cos8 rº sen Odrdodó 
0 ' () ÁT 
ou ainda, 
[3 [mm 
q,0 = Po1/4— / e E cos” O sen O r'drdodo 
| 47 0) Õ Ô 


À integral em à é simples e resulta em 27, isto é, 


ou 
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3 [Om 
[1,0 — 27 Po |, / e E cos” 0 sen 0 rºdrd6 
ár Jo do 


Agora, utilizamos a mudança de variável 


3 
u= -— , - du = cos” 0 sen 6d6 


e transformamos a integral em & em 


]1,0 = 270 =) A e “BR r'drdu 
V AM 
cos” 8 
— 9 | — 3 
rÊo im), . ir 3 ) 


Para realizar esta última integral, fazemos 
u=T du = 3rºdr 
— —— 
dvu=e Rdr v=-Re R 


e portanto, obtemos 


O r SO r 
/ rºeTR dr = 3R [ eTRridr 
Ó Ó 


Note que o termo entre colchetes é nulo, porque em 7 = 0 o termo rê se anula, 
e em r > oo a função exponencial vai a zero mais rapidamente que qualquer 
polinômio. Precisamos de uma nova integração por partes, definindo 


ur? du = 2rdr 


— +" ur 
dv=e Rdr v=-ReR 


e então, 
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OO Li Li oo a Ee 
3R [ re Rdr =3R Rr ct — 3R [ —Re R2rdr 
0 0 
O - 0 n 0 
3R [ rºe” R dr = 6Rº / e Rrdr 
0 0 
ou seja, 
O o 
/ rºeTR dr = 6Rº / e Rrdr 
0 0 
Usando novamente uma integração por partes, onde 


UU" du = dr 


e An .T 
dvu=e Rdr v=-ReR 


encontramos 


OO OQ DO 
6R2 / e Erdr = 6Rº red — 6Rº? / -—-Re Edr 
Ô 10 0 


GR? / re R dr = 6Rº 
0 
e desse modo, 


JO r 
/ re R dr = 6Rº 
0 


O momento de dipolo para m = 1 fica 
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q1,1 = [ nteyrria(o 4) dV 


O pm p2m | 
q1,1 = / / / poe E cos 6 — | E sen pe] rº sen Odrdody 
o So + 57 


ou ainda, 


2 SO N 2H ” 
qi = —Po4 rm / / e” R cos 0 sen” de”? rêdrdodo 
2 OO T . — 44 21 
= —po1/ |, / e R cos0 sen? 0 rSardo |º | 
1 a. 
Po 9 OO pm a PEA 
— =|, / e R cosQ sen? O rºdrdo [e 2m —1| 
| Vêrlo, do 


q11=0 


ou 


A relação 8.6, 


TM 4 * 


de —-m — (—1) Yo,m 
nos permite obter o momento de dipolo para m = —1, ou seja, 
qa =(-D'gi=0 


Assim, existe apenas um momento de dipolo não-nulo em coordenadas esfé- 
ricas, e pelas equações 8.4 e 8.5, esse momento de dipolo está associado à 
componente z do momento de dipolo em retangulares, pois 


- [2 
q1,0 — Amt? 


e assim, 
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4m 
Dz — GR po 
Pz — 87 Rºpo 


Observe que a densidade de cargas não depende de à, e ela é simétrica em. 
relação ao eixo z, o que explica a inexistência de momentos de dipolo nas - 
direções x e y. Além disso, na região O < 8 < > ela é positiva, ao passo que 
no intervalo 5 < 0 < 7 ela é negativa, o que caracteriza um dipolo na direção 
2, no sentido positivo do eixo, concordando com os resultados obtidos. Vamos 
agora aos cálculos dos momentos de quadrupolo, iniciando com m = 0. 


42,0 = [ o(ryryzo(o. 9) dV 


ou 
“fev 1 [5 

d2,0 = / / poe” R cos0=4/ — (3 cos? 8 — 1) rº sen Odrdody 
0 0 ' 2 Am 


ou ainda, 


30 [5 [ [Tp 
20 = “Po [O / e” R cos O sen O r*drdodo 
2 4a , 0 “JO 
OS 
E o 
—- Po [o / e Rcosôsenbr'drdodo 
2 AT 0 ' 0 
Às integrais em à resultam em 27, e assim, 
[5 [qt 
q2,0 = 3STpo14/ — / / e E cos? 6 sen O rtdrdo 
Ám 0 0 
[5 [EG 
— T Po =|, / e R cos6sen0r*drdg 
An 0 0 


À primeira integral em 9 é resolvida mediante a substituição 


cos! 8 


u=— 4 — du = cos” 8 sen 0d6 
enquanto na segunda, fazemos 
j, 
sen* 8 
v= > dv = senê cos 0 


2 
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e obtemos, portanto, 


5 OQ A - 5 OO T . 
92,0 = 97po4/ |, [ e R rêdrdu — mp) |, [ e E r'drdv 
TJo do "Jo do 


ou 
O 


[5 [OS +97” 
12,0 = 37Po |, e Rrídr - — | 


e finalmente, 


q2o = 


O momento de quadrupolo para m = 1 fica 


q21 = [ otryrxin(o, 9) dv 


OO am 9% 
r 15 
q — / / [ poe R cos0 =y gm “08 0 sen pe] r* sen Odrdodá 
o 40 “0 
(15 [PT ip 2” 
— DO E) [ e R cos” Osen” O r'drdô S | 
87 Ê Ô —t Jo 
1 
1 O pm r pl mm, 
— a =|, / e-R cos? Osen” O r“drdô [em —1| 
b SA 0 0 


q21=0 


ou 


O momento de dipolo para m = —1 é obtido através da expressão 8.6, e assim, 
1 
q2,-1 = (—1) 92,1 = (0 


Por fim, o momento de quadrupolo para m = 2 é 


q2,2 = [, pteyrêviao 4) dV 


998 8. POTENCIAIS ELÉTRICOS, IV: EXPANSÃO EM MULTIPOLOS 


ou 
e K 27 rp 1 15 ] 
(22 = / / poe R cos ri 2 sen? Qe “i? p! sen Odrdodá 
o 40 40 
O am o —2:8727 
— Po, [dó / e R cos O sen? 0 r!drdo | | 
1 
1 OO ag " pm mm, 
— 5 E) / e R cos6 sen" Or'drdo jerêm —1| 
io 0 O 
q2,2 = 0 
e portanto, 


q2.-2 =0 


de modo que todos os momentos de quadrupolo são nulos. Isso Já era esperado, 
pois a densidade de cargas tem uma simetria esférica em torno do eixo 2,€ 08 
momentos de quadrupolo deveriam mesmo ser nulos. A expansão do potencial 
elétrico em multipolos, dada pela expressão 8.2, fica 


— 1 l Yo(0, 4) 
HE) = ai A 


€Q 

ou 
4x 3 
1 1 ER 77 COS O 
V(r)=>(>26R'q LV TOoO a... 
1) = (srt ENO, | 
ou ainda, 
), 4 
v(r — R po cos É 
ENT 


Observe que o primeiro termo, que é o mais importante, é o de dipolo, já que 
a carga líquida é nula, e não há o momento de monopolo. 


Exemplo 8.3. Suponha que existe, numa certa região do espaço, uma densi- 
dade de carga p que produz um campo elétrico E. Mostre que, para uma esfera 
de raio R que envolve completamente a densidade de carga p, vale a relação 
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E(r)dV =—-—p (8.14) 


onde p é o momento de dipolo da distribuição de cargas p. 


Para iniciar o cálculo, vamos considerar a integral 
[ E(r)dV 
V 

Ela pode ser transformada em outra integral, se lembrarmos que 

E =-VV 
e assim, temos 

[ E(r)dV = -| VV(r)dV 
V V 


Agora, utilizamos a identidade vetorial 1.64a, 


/ Vo dV = é dhdA 
V S 


para transformar a integral do lado direito em uma integral de superfície, que 
fica, lembrando que o versor normal à superfície esférica S é f 
) q Pp 3 


[ E(r)dV = — $ V(7)Ê dA 
V S 
O potencial elétrico é dado pela expressão 9.12, e assim, 


=| 
[Emar=-d ! ar) dV' pr dA 
v q | dreo dy P—r'| 


ou, invertendo a ordem em que as integrais são feitas, 


[ Etryav =- | or Nr FD qua par (8.15) 


Em coordenadas esféricas, dA = Rº sen Odbdg. O fator E pode ser escrito 
mediante a expansão 6.90 em harmônicos esféricos, que é 
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e o versor £, de acordo com a primeira das expressões 1.37, vale 


r = senê cos pi + senB sen dj + cos0k 


de for possível escrever este versor como uma combinação dos harmônicos 
esféricos, poderemos utilizar a condição de ortogonalidade C.31., 


7 LA 
/ Ye mi(, Yi m(O, 6) sen O dodg = 6r,pôm m 
O 


para facilitar o cálculo das integrais. Isto de fato ocorre, como mostramos em 
seguida. 


Os harmônicos esféricos para 4 = 1, que podem ser vistos na tabela 6.4. 


são 
3 
ho=14/-—cosô 
T 
de onde extraimos 
4x 
cos 6 — 3110 


[3 | 
Na =— 7 sen 0e'? = — o sen Ó(cos À + i sen À) 


R N 


[3 | 
Y,-1 = am SR De”? = — sen (cos p — isen À) 


Somando estas duas expressões, obtemos 


[3 
Ni+Y 1 = — — Sen O(cos é + isen À) + - sen d(cos p — isen À) 


—214/ E sen 8 sen À 
87 


3 


OO 


I 


Aaia+kho1 
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ou 


1 
sen 9 sen À — To YA, + =| 


[8 
sen O sen 6 = Wi + Yi] 


Se subtrairmos as equações, o resultado é 


3 3 
Y1i—-Y,1 =—4/—senO(cosd + isend) —4| — sen (cos & — i sen À) 
ST 87 
[3 
Ya — Yo = —2/ — sen 8 cos & 
87 


l 
sen 8 cos & = -5V Ei Yi Nail 


1 
sen 6 cos À = 5V [Y5,-1 — Ya 


O versor ? pode agora ser escrito como 


ou 


onde aparecem apenas os harmônicos esféricos de ordem £ = 1. Vamos utilizar 
a expressão 6.79, que relaciona os harmônicos esféricos com seu complexo 
conjugado, isto é, 


Yo -m(0, 6) = (—D)PYem(d 9) 


Assim, temos 


YLo(9, 4) = (—1)ºYio(o, 4) = Yro(ô, 6) 


Y,-1(0,9) = (-D)'Yii (0,4) = —YT (0, É) 


Y-(-1)(9,6) = (—1)" YiÉ(O, 6) 
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Na(O,0) = —Y) (0,6) 


Em termos dos complexos conjugados dos harmônicos esféricos, £ fica 


a l 87 * * 4 7 87 x * 1% AT * Í 
E=5V3 Yi +YEli+ 2V 3 YE —Yi]5j+ V 30 k 
. 4 14 4 


Preferimos escrevê-lo nesta forma porque, na relação de ortogonalidade, apa- 
recem os complexos conjugados dos harmônicos esféricos e, como pretendemos 
utilizar esta relação, escolhemos expressar £ nesta forma. Voltando à integral e 
substituindo todos os termos encontrados, mas considerando apenas a integral 
de superfície, para não sobrecarregar a notação, achamos 


27 | 
SA 
2 
[A FD 77] 7 dA = / / R sen dê | Va (7 ay Wi 
) 87 e x » AT * 
3 3 (Mi + Yi) 3 + V 3410 dx x 
O 2+1 rs em id 


—£ 


Nesta expressão, todos os harmônicos esféricos são funções de 0 e À, exce- 
to quando eles dependem de outras variáveis, quando então as escrevemos 
explicitamente. Esta integral pode ser reescrita como 


oo m=f 


a SE E tn 
o |? — 7!| mind > 


£=0 m=-t 


i /87 T p2m "pém 
VE) [Yi aNimsendaodo [| riram sentando 
O 40 O “O 
ij /8r| [7 p2m ” pêm 
ea / / N-1Yp,m sen Ododo + / / Ya Ye,m sen Ododg 
2 s: 0 O) Õ Ê , 
AT o. To nZa , 
Nm E k YroYe;m sen Ododá 
o JO 
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Usando agora a relação de ortogonalidade C.31, 


To p2n 
/ / Ygr m' (0, 6) Ye mlO, &) sen O dido = de dm 
O Ê 


para efetuar as integrais, obtemos 


oo m=tf 
r — 4mRº Vim(0 6) Fo é 
ft > p3 CoII P (re) Ê 


Tr 
“4 > 


VE j [87 
9 (0, 1ôm, —1 7 Ôp, 1ôm 1) — [ô,, 1ôm, -1 + JA 1ôm 1| 
2 > 3 
+ VS Edna 


Observe que as funções delta fixam o valor de ? em £ = 1. Além disso, ao fazer 
as somas em m, encontramos 


f |r FA | dA = = (ES) | Em (0,6) —- Ni (01,6) 


- a er VE (O, + YE(6, 4] + (Eros) 


Vamos recordar a expansão 8.16 para o versor f em harmônicos esféricos, que 


é 
1/8 ; 10 4 [8 AM a o 
r = a Via Yali-sy Eai o a +Y7 i++ Yiok 


O termo entre chaves na integral é justamente o versor ?”, e assim, 


— AmRº T< Ya 
aqtA 3 a 


Utilizando este resultado na integral 8.15, achamos 


(7º) 47 R? mo! 
| Etyar 5) of ) 3 (5) dd 


8. POTENCIAIS ELÉTRICOS, IV: EXPANSÃO EM MULTIPOLOS 


064 


Ou 
2 
[ Etrav = is eo(Cs rar 
V 3€0 v ss 


Esta expressão é geral e válida para qualquer esfera de raio R num meio com 
uma densidade de carga p. No nosso caso, a esfera envolve completamente a 


densidade de cargas, e assim, rs = Rerc =r'. À integral fica 


ou 
l = [Nf f 
p(r jr dV 


Lembrando que a definição do momento de dipolo é 


p= / p(r Jr" dV' 
V 


temos 
E(r)dV = —-— 


que é a expressão 8.14 que desejávamos demonstrar. Veja que, quando a den- 
sidade de carga p está completamente fora da esfera, rc = Rers =r', de 
modo que a integral de volume do campo elétrico fica 


- Rº 

[ Eirjav=-5 e a e ar 
V 3€0 v r 
ou, como 
sf 
— ol 
a integral pode ser escrita na forma 

> +, Rº nr 
A dV =-3 o(r ) ara AV 


81 EXPANSÃO DO POTENCIAL ELÉTRICO EM MULTIPOLOS 509 


Comparando a integral do lado direito com a expressão 4.9, 


>, 1 (rr) 
E(r) = / A) ara dV 
V 


* 47e0 


vemos que elas podem ser identificadas uma com a outra, se considerarmos 
que 7 = 0, o que nos fornece. 


) 
pio 
S | hu 
MN 
Co 
S— 
ja 
q 
Co eo 
A. 
< 


md 
-4reê(O) = / o(7')== dV 
V Fr 


e portanto, 
—+ 3 — 
[ E(r) dV = + [-4revÊ(0)] 
V do 
ou | 
o 41 Rê = 


/ E(r)dV = É(0) 
y 


Assim, o campo elétrico médio dentro de uma esfera que não tem cargas no 
seu interior, que é a integral de volume do campo elétrico dividida pelo volume 
da esfera, é igual ao valor do campo elétrico no centro da esfera, isto é, 


E O 
É) = ),É4V 
1 47Rº » 
= qr a (0) 
3 
(E) = E(0) 


Além do potencial elétrico, é possível também expandir a energia poten- 
cial elétrica associada a uma distribuição de cargas em termos de momentos 
de multipolos, o que é feito a seguir. 
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8.2 Expansão da Energia Potencial Elétrica em 
Multipolos 


A expressão 5.11, que nos fornece o aumento de energia potencial ao | 
trazermos uma carga q, submetida ao potencial V, do infinito para a posição 
r, é | 


U=qgV 


de, ao invés de uma carga pontual, trouxermos uma distribuição de cargas 
de densidade p(7 ) para as posições 7, sujeita ao potencial externo V(7), o 
aumento de energia potencial será 


U = [ (FP )V(F) dV (8.17) 


Considerando que o potencial elétrico é uma função contínua e bem compor- 
tada na região ocupada por p(7), podemos expandir o potencial em uma série 
de Taylor, em torno de uma origem apropriada, utilizando as expressões 2.8 
ou 2.9, para obter 


! 2 
V(F) =V(0)+7 + SS a did e Taa 


ia 


Como É = — VV, podemos escrever 


do 3 
V(r) = V(0) — 7. €(0) +5L Du o 
i=1 3=1 


bj 


V(7) = V(0) 2-0) -55 Dm SO. 


Como V é o potencial a que a densidade de cargas p(7) está submetida, ele 
é gerado por cargas que não estão na região de interesse, e assim, no volume 
Y em que estamos interessados, este potencial satisfaz a equação de Laplace, 
ou seja, 


Vêy = 0 
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Como 
Viyv=V.vyV=-V.E 


temos 
V.E=0 


de modo que o campo elétrico externo à distribuição de cargas p possui um 
divergente nulo dentro do volume V. Observe que esse campo elétrico externo 
é gerado por alguma distribuição de cargas situada noutra região V' que não 
aquela definida no volume V, que é a região de interesse, e assim, em geral, 
seu divergente não é nulo em todo o espaço. Em particular, na região Vº seu 
divergente vale 


f 
V.E=— 
EQ 
onde p' é a distribuição de cargas situada em V”, a qual gera o campo elétrico. 
Já que V - É = 0, podemos somar o termo 


pº = 
Era O = 58 = 


à expansão do potencial elétrico acima, para obter 


3 3 9 3 
ou 
o Vo TIE 0E;(0) 12 — dEi0) 
V(r)=V(0) —r HO) — q 24 du Sua, dz; “A a, +. 


ou ainda, utilizando a função delta de Kronecker para incorporar o termo que 
envolve r? à somatória, 


3 
V(r) = V(0) — 7. E(0) - ; Do do (Buix; — 0) ad > 
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Agora, substituímos esta expressão na equação 8.17, isto é, 


Sos 
1 - 2 0€j(0) 
— :), o(r) , (3x;%; = 7 6i,5) dm, dV +. 


Os termos V(0), £(0), etc. são todos constantes e podem ser retirados da 
integral. Além disso, a ordem em que a integral e as somatórias são feitas 
pode ser invertida, ou seja, 


fo O :,j 
1 0€:;(0 , 
OS HO [ pr)(ma; rn) av + 
4=1 9=1 


Utilizando a definição dos momentos de multipolo, obtemos 


i=1 ;=1 OT; 
ou 
no LA Ha dE;0) 
U=QU(O) DO - 25, Va + (8.18) 
i=1 j=1 : 


Observe que, nesta expressão, fica claro de onde vêm as contribuições para 
a energia potencial elétrica em termos dos multipolos. O monopolo, que é a 
carga, está associado ao potencial elétrico; o dipolo, ao campo elétrico, que é 
a derivada do potencial; e o quadrupolo, às derivadas do campo elétrico, ou às 
derivadas segundas do potencial, e assim sucessivamente. Quando o potencial 
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elétrico externo é constante, seu gradiente, que é o campo elétrico, é nulo, e 
nulas também são todas as outras derivadas de ordem maior, de tal forma 
que a única contribuição que existe para a energia vem do primeiro termo da 
expressão acima. Se o campo elétrico é homogêneo, suas derivadas são nulas, 
e os termos de quadrupolo e dos outros multipolos maiores são todos nulos, 
de modo que só há a contribuição dos dois primeiros termos. À medida que o 
campo elétrico se torna mais e mais inomogêneo, outros multipolos começam 
a contribuir para a energia total. 


As verificações acima são bastante úteis em áreas como Física Atômica e Molecular e também 
em Física Nuclear. Até agora estudamos problemas em que a distribuição de cargas p era conhecida, 
e queríamos obter o potencial elétrico. Entretanto, em dimensões atômicas e nucleares, a distribuição 
não é, em geral, bem determinada, até mesmo por questões de Mecânica Quântica. Assim, medindo 
as energias associadas aos vários multipolos, é possível determinar aproximadamente as distribuições 
de carga e obter, pelo menos experimentalmente, dados relevantes acerca da estrutura eletrônica dos 
cristais de um material sólido, ou então, a forma geométrica de um núcleo atômico, por exemplo. 
Em particular, o momento de quadrupolo é uma quantidade muito importante nestas áreas, pois 
esta grandeza está associada diretamente ao desvio que existe entre a distribuição de cargas real 
e uma distribuição de cargas esfericamente simétrica ideal com a mesma carga líquida que a real. 
Quando todos os momentos de quadrupolo são nulos, a distribuição real é muito próxima de uma 
distribuição esférica, ainda mais se outros momentos de multipolo forem também nulos. Quando 
algum dos momentos de quadrupolo é diferente de zero, então p perde a simetria esférica, mas ela 
pode ter uma simetria cilíndrica e ser eiipsóidica, como acontece quando Os 3 + 0. Além disso, os 
valores e sinais destes momentos estão também relacionados às intensidades das interações existentes 
entre as cargas que formam a distribuição de cargas, e eles auxiliam na determinação do tipo de 


ligação entre os átomos, moléculas ou nucleons que formam os materiais. 


Da expressão 8.18, podemos obter a energia potencial elétrica de inte- 
ração entre dois dipolos, se considerarmos que o campo elétrico gerado por 
um dipolo é dado pela equação 4.29, 


(9) = po e -)- Êsp| 


Ameo r— |? p—r'ê 


e assim, para dois dipolos 7j e 7», situados nas posições 74 e 72, temos 


Ui2 =P É 


5 1 [3(m — To) po p2 
cm o o. q e e q e P Ts A 
142 pa ÁTEQ | 14 — To |? , 2) Eai — ro|º 
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RN preço 3 m-r)-pill(m— po] 
142 ÁTEO Ea — ro |? ATEQ Ea — AN 


Lembrando que os sistemas procuram minimizar a sua energia potencial, ve- 
mos que, nesta expressão, o primeiro termo favorece energeticamente a si- 
tuação em que os dipolos são antiparalelos, ou seja, aquela em que eles estão 
orientados na mesma. direção, mas em sentidos contrários, pois o produto es- 
calar resulta em um número negativo. Já o segundo é minimizado quando os 
dipolos estão na mesma direção e sentido do vetor 74 — 7», que une os seus 
centros. No entanto, se os dipolos são paralelos a um terceiro vetor, eles são 
paralelos entre si, o que maximiza o primeiro fator. Mesmo assim, a expressão 
como um todo ainda é negativa, pois, neste caso, obtemos 


oo Lo pp, 3 drop] [| — 7]po] 
12 la LEBU IN DD SE + 
dreo | — 79] ATE Ty — TS] 
o do pp 3º pp 
ATEn Ir — ro |? AÁTren Ea — ro |? 
Lo pipo 
U1,2 = —p— HE 


2T€( TM — ro|? 

Í 
Quando os dipolos estão perpendiculares à direção definida pelo vetor 7 — To, 
o segundo termo da expressão da energia é nulo, e para minimizar a energia, Os 


dipolos devem estar orientados na mesma direção, mas em sentidos opostos. 


8.3 Exercícios 


8.1 Verifique se a expressão 8.13 reproduz a equação 8.11. 


8.2 Obtenha a forma explícita dos primeiros momentos de multipolo em 
coordenadas cilíndricas. 


8.3 Considere um potencial elétrico externo 
cos” 8 sen é 
V=V——————— 

r—To 


agindo sobre uma distribuição de cargas 
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o = por senôcos q 


Obtenha a energia potencial como uma expansão em multipolos em 
torno de r = 0. 


8.4 Calcule os primeiros momentos de multipolo das distribuições de car- 
gas pontuais abaixo, achando o potencial elétrico tanto exatamente 
como em termos de uma expansão em multipolos. 


(c) (d) 


Figura 8.2: Distribuições de cargas pontuais para o problema 8.4. 


O (2 


8.3 


8.6 


8.7 
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Calcule os primeiros momentos de multipolo das distribuições de car- 
ga abaixo. 


a) 


n por“ cos6,0<r<R 
pr) = 
0,r>R 


O, posen26cosd,)<r<R 
pr) = 
Ur>R 


<> 
Ache o campo elétrico de um quadrupolo O e calcule a energia de 
interação entre um quadrupolo e uma carga pontual Q. 


Calcule a energia potencial de interação entre dois quadrupolos O, 


e Õo, situados em 74 e 75, respectivamente. Analise as configurações 
que minimizam a energia. 


Capítulo 9 


Potenciais Elétricos, V': 
Funções de Green 


N este capítulo, desenvolvemos um formalismo matemático um pouco 
mais sofisticado, útil na resolução de problemas eletrostáticos que envolvem 
condições de contorno mais complexas do que as vistas até o momento. 


9.1 Relação entre o Teorema de Green e o 
Potencial Elétrico 


Através da utilização do teorema de Green 1.62, que é 
/ (VV2D — 6VÍT) dV = A (UV — SVY) - dA 
V S 

a equação de Poisson 6.1, 

v2y = -—É 

€Q 
que é uma equação diferencial, pode ser convertida em uma equação integral, 
que determina V. Para fazer isso, consideramos, no teorema de (Green, 
1 


= 


W=—V e O — 


e assim, obtemos 
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1 l 
VVio——=—|—- >> VVYbS.ndA 
LPF pm 


Combinando as expressões 5.9 e 4.18, que são, respectivamente, 


1 Pp 
Tr — or" jr — 3 
e 
vv Pd Anó(r — 7! 
rr = EH (7 — 7º) 
achamos 


ou, como V.V = VP? 


1 
Pa = —4ró(r — 7º) (9.1) 


Utilizando agora a relação 5.17 entre o campo e o potencial elétrico, 


E=-VV 

a equação de Poisson 6.1, 
v2y = É 
€Q 


e a expressão 9.1 obtida acima no teorema de Green, encontramos 


1 
/ (otni(r=1)v+ Cal my — 
V eg |7 — 7º! 
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ou 


Se 7 está dentro do volume V, obtemos 


1 E «1 Pr! 
“anv()+ > | Lo dv = EBada- 6 viEs -ndá 
co Jy If — 7" o r— ç r—r'| 
ou 
1 md) 
VM) =4 A gy 
Teo Jy IF r'| 
1 Er)-h LO v(r9(r=—r”) 
GULA) AL .ndA 
re PR For fdA (9.2) 


Note que o primeiro termo é o potencial usual, que obtivemos na seção 5.2, 
dado pela equação 9.12, 


v(7) = — / PT) qy 


“4reoJy |r—T' 


No entanto, aparecem outros dois termos, que envolvem integrais de super- 
fície sobre S. Se o campo elétrico na superfície S vai a zero de uma forma 
mais rápida do que R”!, quando esta superfície se torna muito grande e 
R=|r—7'| > oo, estes dois termos se anulam, porque o denominador das 
frações aumenta mais rápido do que o numerador. Sendo assim, a fração como 
um todo tende a zero e o potencial elétrico 5.12 conhecido é obtido novamen- 
te. Por outro lado, numa região em que p(7'”) = 0, isto é, numa região em que 
não há cargas livres e onde, então, o potencial elétrico satisfaz a equação de 
Laplace, o potencial é determinado inteiramente pelas condições de contorno 
“dadas sobre a superfície S, mediante a fixação do valor do potencial e de sua 
derivada, que é o campo elétrico, sobre esta superfície, já que o primeiro termo 
do lado direito da equação 9.2 é nulo. Como vimos na seção 6.2, condições de 
contorno estabelecidas em termos do potencial e de sua derivada são condições 
de contorno mistas, ou de Cauchy. Neste caso, demonstramos que a solução, 


916 9. POTENCIAIS ELÉTRICOS, V: FUNÇÕES DE GREEN 


se ela existir, é única. À dificuldade está no fato de que fixar, arbitrariamen- 
te, condições de contorno para o potencial e para o campo elétrico sobre a 
superfície S pode resultar num problema inconsistente e insolúvel, pois pre- 
cisa haver, na superfície 5, um compromisso entre o potencial elétrico e sua 
derivada, que é o campo elétrico. Com condições de contorno de Dirichlet, 
dadas apenas em função do potencial, ou condições de Neumann, dadas ape- 
nas em função do campo elétrico, é muito mais difícil ocorrerem problemas de 
mconsistência, pois apenas uma grandeza é fixada, sendo a outra obtida desta 
no final da resolução do problema. Isso significa que o ideal seria ter apenas 
sistemas envolvendo condições de Dirichlet ou de Neumann, escolhidas de tal 
forma a simplificar a expressão 9.2, e, em particular, as integrais de superfície 
que aparecem nessa equação. Isso pode realmente ser feito, mediante o uso 
das funções de Green. 


9.2 Funções de Green 


À equação 9.1 nos fornece o Laplaciano da função “, sendo r = |? — 7, 
ou seja, 


Vi | — 4mô(F 7") 


Pr! 
Além disso, o potencial elétrico gerado por uma carga pontual Q é 


v(m)=-— —& 


— 4reg rr! 


de a carga for uma carga unitária, isto é, Q = 1 C, o potencial será 
que satisfaz a equação 


ou 
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Na dedução da equação 9.2, utilizamos o teorema de Green 1.62, que é 
[ (Vo DV UV) dV = ó (UV — 6VV) - AdA 
V o) 


considerando as funções 


| 
Pr" 


W— NY e O — 


Observe que &, a menos de uma constante multiplicativa, é o potencial elétrico 
gerado por uma carga unitária puntiforme, que satisfaz a equação 9.1. Esta 
função não é a única que torna essa expressão verdadeira. Na verdade, existe 
uma classe de funções, cnamadas funções de Green, que fazem com que 9.1 
seja verificada. Tais funções são escritas como 


ss l Ss 
S(r,r)) —— ER RA (9.3) 
Seu Laplaciano é 
1 
Vêg(r,r) = Vº | a +V2F(r,r) 


ou, utilizando a equação 9.1, e impondo que 
VºF =0 
dentro da região de interesse de volume V, obtemos 


Vig(r,r) = —4m6(r — 7) (9.4) 


Veja que a função F(7,7) satisfaz a equação de Laplace dentro do volume V. 
Essa função é arbitrária, e ela pode ser escolhida por nós da forma que mais 
interessar. Usando novamente o teorema de Green 1.62, mas considerando as 
funções 


p=V e d = 3(r,7)) 


obtemos 


/ (VV2g(r, FO) — g(r ONA dV = 
; 
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Usando agora as relações 5.17 e 9.4, bem como a equação de Poisson 6.1, 
achamos 


ou 
1 
— 47V(7) :[ p(r)s(r,r)dV = 
EO y 
p V(r) Vg(r, 7) - Ada + p F(r,rN Elr) .AdA 
5 5 
ou ainda 
= 
V(r) = i [ oras) dV 
EO V 
1 s, 
“> dvrNvarr)Ada- DO BEEN) AA (9.5) 
Ag q ÁT s 


Esta expressão é a generalização da equação 9.2. Ela é aparentemente mais 
complicada do que aquela equação, pois envolve as funções de Green. En- 
tretanto, por causa da função F'(r,r”) arbitrária que aparece nas funções de 
Green 9.3, ela pode ser bastante simplificada, porque podemos escolher esta 
função de modo a ressaltar as condições de contorno do problema, Assim, 
se o problema envolve condições de contorno de Dirichlet, dadas em função 
do potencial elétrico sobre a superfície S, podemos anular a segunda integral 
de superfície se escolhermos uma função F tal que a função de Green para 
condições de contorno de Dirichlet se anule sobre S, ou seja, 


sp(r,r)=0, quando 7” está sobre S 


Com isso, o potencial elétrico, para condições de Dirichlet, torna-se 


ATEQ 


V(r) = [ orar JdV — mp vir )Vsp(r,r)-ndA (9.6) 
V 
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Note que, ao fazermos uma integral de superfície sobre S, as funções que estão sendo in- 
tegradas devem ser aplicadas nos valores das coordenadas dessa superfície, e por isso, a segunda 
integral de superfície se anula, ao passo que a primeira envolve o potencial elétrico sobre S, que é 


dado, já que o problema tem condições de contorno de Dirichlet. 


Para obter o potencial elétrico quando as condições de contorno de 
Neumann são utilizadas, ou seja, quando é dada a componente normal do 
campo elétrico à superfície S, seria interessante anular a primeira integral de 
superfície, o que poderia ser feito se considerássemos uma função de Green 
para condições de Neumann com a propriedade 


VEn(r, 7). =0 (9.7) 


Esta escolha, no entanto, revela-se inconsistente, porque, ao integrarmos a 
expressão 9.4 no volume V, obtemos 


/ Vêg(r,r)dV = / —4mó(r — 7) dV 
V V 
/ Vºg(r,ry)dV = —47m 

V 


Como Vº3(r,r) = V.Vg(r,r'), podemos utilizar o teorema do divergen- 
te 1.54 para transformar a integral de volume em uma integral de superfície, 
ou seja, 


/ V2z(r,r)dV = [ V.Va(r,r)dV 
V V 


“= b VE(F 7!) A dA 
5 


) Vs(r,r).ndA = —47 
o) 


que é válida para qualquer função de Green. Se a função de Green fosse esco- 
lhida como em 9.7, seria impossível sua integral ter o valor acima, e portanto, 
essa escolha não é correta. Uma escolha simples e plenamente aceitável é 


AT 


VBn(r)ch=-— 


(x quando 7” está sobre S (9.8) 
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onde À é a área total da superfície S. Neste caso, a solução para o potencial 
fica 


us e l = f -— + 
V(r) — me), of JE n(r,T )dV 
1 AT 1 - 
-“-b-Dv(r)dA- — Rr EEN A dA 
ou 
v(7) = —— | o(F)3n(F,7!)dV 


l 1 + 
+ 1? V(r9 dA — = En(rr)E(r)) “ndAÃ 
Alo dr Js 


A integral do potencial elétrico sobre a superfície S, dividida pela área da 


superfície, é o valor médio do potencial sobre S, ou seja, 

AS 1 4 É 
4d V(F)dA = (V)s 
g É 4 A Ss 


P L = =" 
E... . "a 4: - = 
cao e | dm = er 


Assim, o potencial elétrico, com condições de contorno de Neumann, fica 


v(F) = ) o YEn(F, 7) dV 


ATE 


E importante entender fisicamente o que são as funções de Green. Elas representam, na 
Eletrostática, os potenciais elétricos (a menos de constantes multiplicativas) gerados na posição 7 
por cargas pontuais unitárias situadas em 7”. A função F, que faz parte da definição da função 
de Green e que satisfaz a equação de Laplace dentro do volume V delimitado pela superfície S, é 
um potencial elétrico produzido por cargas externas ao volume V, sendo equivalente, portanto, ao 
potencial gerado pelas cargas-imagem que vimos no capítulo 7, ao estudar o método das imagens. 
As funções de Green aparecem em outras áreas de Física, como em Física de Partículas Elementares, 
e em todos os casos elas estão associadas à “influência” que um ponto do espaço exerce sobre outro, 
podendo essa influência ser eletromagnética, gravitacional, ou através das forças nucleares forte 
e fraca. Em particular, elas são extremamente importantes em teorias quânticas de campo, como 


Eletrodinâmica Quântica e Cromodinâmica Quântica. 
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Vamos agora estudar alguns problemas importantes que envolvem as 
funções de Green. 


9.3 Esfera Condutora Submetida a um Potencial 
Qualquer sobre a Superfície 


Na seção 7.2, vimos vários exemplos envolvendo uma esfera condutora 
de raio R e uma carga Q situada em sua frente. Todos esses exemplos apre- 
sentam uma carga-imagem q situada dentro da esfera, cuja posição e valor 
estão relacionados à posição e valor da carga real mediante as equações 7.5 
e 7.4, que são, respectivamente, 


Rº 
d = —— 
D 
e 
d R 
1=-2%="pº 


“onde Tg = D é a posição da carga real, sendo Tq = d a posição da carga- 
imagem, como mostra a figura 7.9, reproduzida abaixo. 


Figura 9.1: Reprodução da figura 7.9. 


O potencial elétrico gerado por essas duas cargas, na posição 7, é dado por 
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982 
, 1º Q Lo q 
Vír ) =— IST Sp Tal Tão 3 
4reg|r— rol 4meg|r—r 
Para reescrever essa expressão, vamos usar as equações obtidas para a posição 
e valor da carga-imagem. Primeiro, a carga-imagem q vale, pela expressão 7.4, 


R R 
q=-aQ=-—-—Q 
TQ 


“ D 
onde nos valemos do fato de que |r9| = rg = D. Agora, o denominador do 


segundo termo pode ser escrito como 


À expressão 7.3 nos dá 
Rº 
"ag — d =— 
q 


Além disso, o versor ?y é igual ao versor fg, pois eles são colineares. Mas o 


versor TQ é 
TQ 


Vs 4 Rtftg 
'QTaq 
ou 
Q 
e voltando ao potencial, temos 
R 
1º —5o! 


= 


Hr) — ÁTeo |F— To] 


ou então, 
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v)=-L 8 QR 


= ImolF= Fal Arco ro|P— Era] 
Ê | Q| 0) TO T Ta] 
Se a carga () for unitária, o potencial fica 


| 
vrj= LI R 


* Are TF —To| E ATeEç ro|” — Erro 
Q 


À expressão acima é, basicamente, a função de Green para este proble- 
ma. Lembrando que a função arbitrária F'(7,7”) é uma solução da equação de 
Laplace dentro do volume de interesse, e considerando que ela é equivalente, 
como foi mencionado, ao potencial elétrico gerado pelas cargas-imagem, ve- 
mos que o segundo termo do lado direito acima pode ser identificado com esta 
função. O primeiro termo é o potencial elétrico gerado pela carga unitária, 
como deve ser. À função de Green pode ser obtida através da multiplicação da 
equação acima por 47e9, para eliminar a constante. Além disso, a posição da 
carga real pode ser expressa por 7”, para generalizarmos a situação, e assim, 
a função de Green torna-se 


l R 
O E 9.10 
Hr) Por rir E] cum 


SS 


Figura 9.2: Definição dos termos para a função 
de Green da esfera condutora. 
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Utilizando as coordenadas esféricas, podemos reescrever a função de 
Green 9.10 como 


l R 


nl f Do / BR? Rá 


onde y é o ângulo entre 7 e 7'. Esta expressão pode ser reescrita como 


(1,7) = 


=  —+| 1 R 
(rr) >-<" SSIS 
Vr2 — Qrr' cosy + r'? (rr)2 — 2rr'Rº cosy + Rº 


ou 


1 l 


$(1,7) = 2 -— 9a! o 142 
7º — rr cosYy +Tr (1) —9rr! cosy + Rº 


Quando 7 está na superfície da esfera, |7'| = R, e então, 


(9.11) 


Sli É) = TE = 
(5) —-2rR cosy + R? 
. 1 1 
 r-PRcsy+R vrº-9rRcosy+R2 
F(,R)=0 


e assim, a função de Green 9.11 é uma função de Green apropriada para 
condições de Dirichlet, o que já era esperado, pois na obtenção da posição € 
do valor da carga-imagem, dos quais partimos para encontrá-la, levamos em 
conta o fato de que a esfera é aterrada e que o potencial sobre ela é nulo. 
Além disso, quando |7| = R, a função de Green também se anula, e você 
pode verificar Isso. 


Para montar a solução 9.6 para o potencial elétrico fora da esfera, pre- 
cisamos achar V% «nf. Aqui, À é a normal à superfície S, apontando para fora 
desta, ou seja, ela está orientada na direção radial para dentro da esfera, em 
direção à origem, sendo, portanto, o versor —f”, pois estamos calculando c 
potencial fora da esfera. Isso significa que, ao calcular o gradiente da funçãc 
de Green, precisamos apenas da componente na direção f”, porque as outras, 
ao ser feito o produto escalar, serão anuladas. O operador nabla em coordena 
das esféricas é dado pela expressão B.16 (veja o apêndice B, para a deduçãc 
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completa deste operador em coordenadas retangulares, cilíndricas € esféricas), 
e assim, considerando apenas a componente radial, temos 


ro, l l 
Ve = DO LL 
, rº — 2rr' cos + (15) —9rr'cosy + R? 


ou 
Vir = 
| 1 —2r cosy + 27º ) 2r! Es — 2r COS Y 
“Dra Vora? lo ; CO TV Tn 8 
2 [12 — 2rr!'cosy + r'2)? 2 [(E5)º — 2rr! cosy + R2)? 
ou ainda, 
y rcosy—r' r' Es — T COS 
vgv=t|— LOUICI 4 EO, 
r2 —2rr'cosy+r'2]2; [(G) —2rr'cosy + Rê? 
e entao, 


mir? o! 
DR e 3 3 uTÊa 
RE[(E)" — 2rr'cosy + R|? (ro -2rr cosy +r'2|? 
Fazendo agora o produto escalar com à = —f”, obtemos 


Vip n = 


r!y? E p! | (2) 


Rº (2) — 2rr' cosy + R2)º [2 — 2rr'! cosy + (2)? 


ou 


! ! 
l r rip 

V$p* => > >>> — 
E — 9ygy! cosy +! 2] 2 


2 
3 
2 


Rº (22)? — 2rr' cosy + Rº| 


e por fim, aplicando-a em |7'| = 7' = R, já que este termo entra na integral 
de superfície em 9.6, achamos , 
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. R Rr? 
Vo M=r = 3 SrND LB 
r?-2rRcosy+ R2?|)? RI(D) —-2rRcosy+ R2?)? 
|r? —2rRcosy+ Rº| 7 R[r? — 2rRcosy + R? 2 
RR. 
V3 flip or 


toc 


Rir? — 2rRcosy + R?| 


OÓbtida esta expressão, o potencial fora da esfera, com condições de contor- 
no de Dirichlet para o potencial elétrico sobre a superfície da esfera, fica, 
mediante o uso da expressão 9.6, 


ÁTEO 


V(r) = o) p(r)gp(r,7”) av Td Vir )V3p(r, 7) .AdA 
V 
Vír, 0, &) = 


1 


E | oe dO o ERA 7 dr! | ( as 2 2rr! 1” 


- A V(R,9,6)—————>— — — Rºsen6'do'dd' 
Rir? Rae TIE 


| 


ou ainda, 


Ví(r,0, 6) = 
1 r! 7! 
El) PR E E ud 
v Lv TO = arm cosy+T V (E) —2rr' cosy + R? 
R(r? — R2) b V(R,0', &) sen O'do'dé' 
dm s |r? — 2rRcosy+ R?| 3 


+ (9.192) 


que é a solução geral para o potencial fora da esfera condutora submetida a 
um potencial qualquer V(R,0,&) sobre a sua superfície, com uma densidade 
volumétrica de carga p no volume V da região de interesse, fora da esfera. 
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Quando queremos o potencial dentro da esfera, a normal aponta para fora 
dela, na direção ?”, ao invés de —?”, de modo que a única modificação que 
ocorre nesta expressão é a existência de um sinal negativo à frente da integral 
“de superfície, que aparece porque o produto escalar V%$ - A tem sinal oposto 
ao apresentado no texto. 


Aqui, é preciso notar que o ângulo y envolve os ângulos 0, 80º, de 
4. Para mostrar isso, consideramos os versores £ e ?”, que, em coordenadas 
retangulares, mediante as expressões 1.37, são 


? = senfcosdi+ senfsen d+ cos0k 


” — sen69'cosd i4 senB'seng'j + cos6' k 


e fazemos o produto escalar entre eles, ou seja, 
oo af miIaf 
rt =|f|if|cosy 
Como £ e f” são vetores unitários, eles têm módulo 1, e assim, 


Cos Y = [sen 8 cos bi + sen 89 sen 43 + cos 0 k] 
- [sen8'cosg'i+send' sen d'j + cos0'k] 
ou seja, 


cos = senf cos gsend' cos & + send sen send sen d' + cos 0 cos 8! 


ou 
cos y = sen 0 sen 6º [cos 4 cos & + sen sen 4" + cos 8 cos 0 
Como 
cosa + 5 = cosacos 8 T senasen 5 
temos 


cos y = sen8 sen 8 cos(p — 4) + cos 8 cos 6 (9.13) 


À expressão 9.12 é absolutamente geral. No entanto, ela é bastante compli- 
cada e, em geral, as integrais não podem ser resolvidas analiticamente, para 
obter uma expressão numa forma fechada. Vejamos agora alguns exemplos de 
aplicação. 
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Exemplo 9.1. Resolva, mediante o uso do método de funções de Green, . 
problema da esfera condutora de raio R aterrada, com uma carga Q na su 
frente, visto na seção 7.2.1. 


Para este problema, o potencial sobre a esfera é dado por 


VIR, 9”, 4) — O 


e a integral de superfície em 9.12 se anula. A densidade de carga pode se: 
escrita, em termos de funções delta de Dirac, como sendo 


p(r") = Qo(r" — D) 


onde D é a posição da carga Q. Além disso, como há uma simetria esférica nc 
problema, podemos colocar a carga () sobre o eixo dos z, e assim, a densidade 
de cargas pode ser escrita em coordenadas esféricas como 


ó(cos6' — 1) d(g' — 0) 


(7) = Qó(r' — D) 


pr) = Ss6(r! — D)ô(cos 6! — 1)5(6º 


r rt 


O potencial fica, então, 


(E (1º — DJó(cos 9! — mzótr — DJólcos 6º — 1)6(4') (4) 
Vtr, 9, é) = 
ma Vr2 — 9rr' cosy + r'? Nr Prrcosy+r?o o 


. E ó( (1º — DJó(cos6' — 1)ó (6) | 


2 sen8'dr'do'dd' 


= —2rr' cosy + R2 


EEN ó (17º — ó(r — DJó(cos 6º — 1)ó(6') (4) 
“Ta Vr2 —9rr'cosy +r'? 


d(cos 6! — 1)6(6') 


ou 


V(r,0, &) = 


dr'd(cos 0)dd! 


VE —2rr' cosy + Rº 


93. ESFERA CONDUTORA SUBMETIDA À UM POTENCIAL QUALQUER SOBRE A SUPERFÍCIE 989 


ou ainda, invertendo a ordem de integração em cos 9", o que muda o sinal da 
integral, 


ó(r' — D)ó(cos 6! — 1)ótd) 9º — Dóo(d) 
V(r, 0, 4) = ESA f [ (pie 72 — 9rr! cosy + r'?2 cosy + 7'? 
ó (7! 


- S(r' — D)ó(cos 6! — 1)5(6) 
(27)? —9rr! cosy + Rº 


dr'd(cos 0) dg 


A integral em 7! pode ser feita imediatamente, e ela resulta em 


ó(cos 9º — * S(cosd — I)d(P) (4) 
Ylr 8,9) = ERA [ eo 72 = 2rD cosy + D? 


E ó(cos 8º — 1)9(4') 


d(cos 0) dg 
([D)º-arD cosy+ R 


O único termo que envolve &' é cos, que vale, segundo a equação 9.1.3. 
cosy = sen sen8' cos(p — &) + cos 0 cos d' 


Quando a integral em q' é feita, a função delta faz com que o cosseno se 
transforme em 


cosy1 = sen 8 sen 8! cos P + cosb cos 6 


e então, 


Q ó(cos6' — 1) 
Vír, 0, 4) = 
—1 


áTeo (72 — 2rD cosy + D? 


/ — 
ó(cos 8 — 1) d(cos 6) 


D / Rº Rº 
PR r2 — 2rD & cosy + DIR” 


Agora, para fazer a integral em 9”, o cosseno deve ser escrito como 


cosm = sen0/1 — cos? 8' cos + cos 6 cos 6 
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e quando a função delta é aplicada, o ângulo 6º torna-se igual a zero, de modo 
que este cosseno se transforma em 


cosYy2 = sen9vy1 — 12 cos À + cos 6(1) 


cos Y2 = cos 6 


ou seja, o potencial fica . 


2 C + Fr 21 | D 


que é o potencial encontrado na seção 7.2.1 (expressão 7.5), que foi obtido lá 
através do método das imagens. 


Ta 


Exemplo 9.2. Considere uma esfera condutora de raio R submetida a um 
potencial elétrico V(R,0',&') sobre sua superfície. Fora da esfera existem duas 
cargas, (1 e 2, como mostra a figura 9.3. Obtenha a solução formal para o 
potencial fora da esfera. . 


P (r, 0, 0) 


Figura 9.3: Uma esfera condutora entre duas cargas pontuais Q, e Q». 


À primeira coisa a fazer é escrever a densidade de cargas. A carga Q 
está sobre o eixo z, em z = Di, e assim, 0, = 0 e 4 = 0. Sua contribuição 
para a densidade de cargas é 
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p1 = Quó(r — p,) Asost 1) dO) 
p1 = o (r' — Dy)ó(cos6' — Do(G) 


À carga Q» está situada em z = — Do, e neste caso, como 6) = meg, =0,a 
sua contribuição para a densidade de carga fica 


ó(cos0' + 1) (gd! — 0) 
p! 


rt 


= Q20(r' — Do) 


p2 = e (r' — Do)ó(cos 6" + 1)6(6) 


A densidade de carga total é 


p=pr+ po 


Pp — (7' — Dijó(cos 9" — Dó(o ) A. 2 s(r! — Do)ó(cos au + Do (db!) 


O potencial é obtido através da expressão 9.12, 


Vir, 0,4) = 


l / ass - tl dV 
áreo Jy Vr2 — 9rr!cosy + r!'2 (11))-9rr! cos y + Rº 
Bl R') b V(R, 0", &') sen do dg 

aa anta o 

dm s [r2-2rRcosy+ R?)? 


e vamos nos preocupar, inicialmente, com a integral de volume, que envolve 
a densidade de cargas. Este termo fica 


= A Pr 


2 5( (7! — Do)ó(cos6' + Dó(&') or — Di)jó(cos 6" — 1)9($') 
Empis (273º —2rr! cosy + Rº 
— $86(r' — Do)ô(cos6! + 1)ô (6) | 
(27) —9rr! cosy + Rº 


ceia (r' — D1)ô naó(r' — Dijólcos 0 — 1)ó(d) (4) 
Vr2 — 2rr! cosy + (r')2 — r-arricosy+(rPo 2 


* sen6'dr'do' dd 
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Ao efetuar a integral em 7”, obtemos 


o * Qró(cos6' — 1)o(P) 
- o ea Tt Di cos 9 + Vr2 — 2r Di cosy + D? 
05 cos ; + 1)6 —  Qrólcos6' — 1)d(4) 
“Ve — ar Do — (2 p y' —92rD| cosy + Rº 


o Qoó(cos 0º + 1)9(4) 


: sen 9'do' dq 
(152) —2r Do cosy + R2 


Como o único termo que envolve &' é cos, ao realizar a integral nesta variável. 
obtemos, por causa da função delta, 


cos 7; = sen 0 sen 6º cos & + cos 8 cos 0! 


e assim, temos 


7 l / Qió(cos6' — 1) 
V = — ——— [WD 
Teo J, Vr? — 2rD, cosy + Dº 
Qoó(cos8' + 1) . Q1ô(cos 9º — 1) 


+ =—"D2"""""""["["0—D [LO (—— 
Vr2 — 2r Do cosm + Dj a /r? — 2 Di > 7 COS + pa R? 


Ô 4 1 
2/7? — 2r Do É 7 COS Y1 + DZ SR? 
ou 
dl Qió(cos0' — 1) 
Areo J 4 |/72-2rD4 cosm + Dº 
N Qoó(cos 6! + 1) o QRó(cos60' — 1) 
Vré — 2rDo cosm + Dá Dr, fré — 2r fo cos + D2 
Ró(cos6' + 1 
- — Cobitost +) cost) 
Do, fr? =— 2r > Cos 94 + DZ 


Para efetuar a integral em 6”, o cosseno deve ser escrito como 
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cos y = sen8/1 — cos2 0' cos & + cos 6 cos 6 
A integral para a função ó(cos 6º — 1) resulta em 


cos y2 = sen8vy/1 — 12 cos É + cos 0(1) 


cos Yy3 = cos6 


ao passo que, para a função ó(cos 8º + 1), temos 
cosY3 = sen6/1 — (—1)2cosg + cos9(—1) 
cos Y3 = — cosf 


Assim, encontramos 


TT 


Iv = 1 (1 N O Qro 
ATE r2 — 2rD, cos6 + Dº r2 + 2r Do cos 6 + Dj 
O, R (o R 


[m2 — 9 RZ RE [2 4 op RÊ Rº 
Drº — 2r5 cos 0 + Ta Da/r' + 275, cos 6 + Dz 


Esta expressão deve ser somada à integral de superfície sobre a esfera, e O 
resultado geral é 


e 


1 Q1 4 O > 
ATEQ p2 — 27 D1 cos O + D$ p2 + 27 Do cos 0 + D$ 
o OQ, R (do | 


2 — 9p R2 Rio [m2 Rê Rº 
Di/rº— 215 cos O + 5a Da,/7º + 215; cos O + Tg 


N R(rº — Rº) b V(R,9', 6) sen O'do'dg' 
o) 


V(r, 0,4) = 


7 (9.14) 
dm 72 — 2rR cosy + R2|? 


| Como exemplo, vamos considerar um potencial constante V(R,0',9') = 
Vo sobre a superfície da esfera. Neste caso, a integral de superfície na equa- 
ção 9.14 fica 


7 R(r? — Rº) b Vo sen 6'do'd$' 
Ss — — ee tm 
áT s |r2 — 2rR cosy+ Rº| 


8 
2 


094 
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Para realizar esta integral, colocamos o ponto onde queremos o potencial sobre 


o eixo z, e assim, À = 0 e 4 = 0, de forma que o cosseno de 7 fica, mediante 
a expressão 9.13, 


cos y = sen O sen 8º cos(0 — 4) + cos 0 cos 8! = cos 6! 


VoR(r2 — R?) va [| |, sen 9'do'dó' 
Is = — DOT 
2 


e então, 


— 2rRcos6' + R2, 
WR(r* — Rº sen 0'd0' T 
ate ar 
0 | — 2rRcos6' + Rº| 2 
po VoR(r? — R?) / r sen 6'd! 
S = — > ———+ 
A 0 | —2rRcos6! + Rº| 5 


Para realizar esta integral, definimos 


u=r"-2rRcos6! + Rº 


du = '2rR sen 6'd60' 
du 
2rR 


sen 9'd0' = 


04,=-0>uw=r"-92"R+4 Rº = (r— R)º 


dbo=1>u=r+MWR+4R' = (r + R)? 
e portanto, 


Vo(rê = Rê) [iu > du 
4r um 
«Volt or)pai a 
BW ua vm 
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Aqui é preciso tomar cuidado, pois 


— > 
W=RR =| -Rl= r—- Ro r>R 
r<R 


R-—r, 


Como estamos na região fora da esfera, r > R, e assim, 


T —Vi(R-r?) 1 l 
so 2r rT+HR r-—-R 
p 

7 “V(R-r)r-R-(r+R) 
So 2r (r+R)(r-R) 

E —Vo(Rê=rê) —2R 
> 2r rê — Rº 

1. = VoR 

r 


e o potencial elétrico, dado pela equação 9.14, fica 


Vir, 0, 6) = —— 4 7 
dTeo /r2 — 2rD, cos0 + Dé 12 + 27 Do cos 0 + Dó 
(DR o R 


[127 op BZ 1RE pn 21 90R Rá 
Dy,/r 2 Dr Cos0 + sz Do, /r +2rD; cos0 + pa 


+ b 


A interpretação física desta expressão é simples. Os primeiros dois termos 
são os potenciais elétricos gerados pelas cargas reais Q, e Qo. Os outros dois 
seguintes são os potenciais gerados pelas cargas-imagem, situadas dentro da 
esfera. Por fim, o último termo é o potencial elétrico gerado por uma carga, 
pontual situada no centro da esfera, desde que façamos a equivalência 


q = ArenhRVo 


que é válida para as regiões situadas fora da esfera e que reproduz, sobre a 
superfície desta, a condição de que o potencial é uma constante Vo. Note que o 
potencial elétrico obedece ao princípio de superposição, e assim, as integrais 
de volume e de superfície são independentes uma da outra. À integral de 
superfície é o potencial gerado pela superfície da esfera, ao passo que a integral 
de volume é o potencial produzido pela distribuição volumétrica de cargas 


EL 


situada no volume V, que, no nosso caso, é a região fora da esfera. Desse 
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modo, para efetuar cada uma destas Integrais, é preciso considerar o melhor 
sistema de coordenadas para a configuração do problema. Isso significa que 
pode ser utilizado um sistema para a Integral de volume e outro para a integral 
de superfície, desde que, no final da resolução, eles sejam compatibilizados. 


Exemplo 9.3. Um hemisfério condutor de raio R está submetido ao poten- 
cral elétrico 
Voo 0<0' <a 


V(R9 6) = 
| 2) Vi, a<o0<s 


como mostra a figura 9.4. 


Á 


Figura 9.4: Hemisfério condutor submetido a um 
potencial V sobre sua superfície. 


Com relação a este hemisfério, responda ao seguinte. 
a) Calcule o potencial elétrico no eixo z, para z > R. 


Como temos um problema com condições de contorno de Dirichlet para 
o potencial elétrico, para obtermos a solução, vamos utilizar a expressão 9.12, 
que é 


Ví(r,0, 4) = 
LL MD RD 
dreo Jy Vr2 — 9rr'cosy + r'? V (7)? -2rr'cosy + R? 
pl Ro) | V(R0", d) sen Odo ido! 
47 s |r? -9rRcosy + R?]* 


[av 
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No caso em estudo, a densidade volumétrica de cargas p é nula. Além disso, 
como queremos a solução para o eixo z, O = 0, e, usando a expressão 9.15, 
temos 


cos = cos6cos6' — senB sen B' cos(d — 4) 
= cos0cos6' — senO sen 9' cos(d — q) 
cosY = cos 6 


e desse modo, o potencial elétrico fica 


vita) = R(22 — R2) / V(R,6', &) sen 6'do'dg' 
5 


ám 22 — 2zR cos8'! + R2| > 
ou 
— R) “ 'do'dg' 
V(2) — (2 te E Vo sen 6 ih A a 
— 2zR cos6! + Rº|? 


(22 — R2) ate [É [o V, sen 9'do'dó' 
Tor TB 
— 2zRcos6! + Rº)|? 
A integral em &', que é imediata, resulta em 27. Assim, obtemos 


vte) = VoR(22 — R?) / . sen 6' dê! 
2 o |22-22Rcos0! + Rº| 
MR(2 Rê) / : sen O' do! 
e 


> 
x 22 — 9zR cos6'! + Rº?| 2 


3 
2 


Para resolver ambas as integrais acima, a substituição indicada é 
f 
u=2 — 22zRcos60' + Rº 


du = 22R sen 0'd60' 


du 
22R 


sen 9'd9' — 


Os limites de integração serão obtidos posteriormente. Com esta troca de 
variáveis, as Integrais ficam 
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42 
1 2 
2. Pp? 2  p2 qu 
Voa DO [Putauy ME op, à du 
Az u Az no 
vo) = Pt O 1 - e) - dit to | 1 
Co 2% lo Va 2 CR 


Vejamos agora os limites de integração. 


0=0>umw=27-2R+4R?=(2-R) 
O-a>Suw=z—-IRcosa-+ R? 


= >u=2+R 


Além disso, 


ve -R)=|2-R 


O resultado para o potencial para z > R é 


V 2 R2 
V(2) = Ms, " =| 
2% vV2º-22Rcosa+R?2 2z-R 
Vi (2? — Rº) | 1 1 | 
22 Vel+ R2 V2-9IRcosa+ R? 
ou 
“Yte-R)e+R) 1 
Mosca  s-R 
2. Pp? Vi (42 - p? | 
+ -— Tv, — Vo) — Ntl- Ro a 
22/2º —-2zR cosa + R? 22 Vzº + Rº 
ou ainda, 
Ve) = Volz + R) (22- R3)(VN —- Vo) Vi (22 — R?) 


+ —-—o ll ic 
22 222º —-22Rcosa+ Rº 9224 Rº2 


ou finalmente, 
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Vo VR, (2 R)M-VO) Mil RS) 
2 2 2 Q2N/22-2zRcosa+R? Q2v22+4 Rº 
Esta expressão comporta vários casos particulares, alguns dos quais são estu- 


dados nos exercícios (veja os exercícios 9.1 e 9.2). Um deles (e talvez o mais 
importante), tratado a seguir, corresponde ao caso Vi = Vo. 


b) Qual é o potencial elétrico gerado no eixo z, sendo z > R, por um he- 
misfério de raio R submetido ao potencial Vo sobre sua superfície? 


Para obter esse potencial, consideramos V, = Y no potencial obtido 
acima para o hemisfério, e o resultado é 


V 2 R2 
— o VoR Vol -R) Z>R 
2 22 2224 Rº 


Podemos expandir este potencial em potências de + Para fazer isso, precisa- 
mos reescrever o último termo do lado direito da expressão acima como 


Vo(22- R2)  Wi(1-&) 


22v 22 + Rºº 9,5? (1 + E) 


= Voe(1— E) 


2274/14 E 


Vo(2-R) ww 1- E 
d2v22 + Rº2.; 2 A + R 
A 


Agora, usamos a série de Taylor da função binomial, dada pela expressão 2.6, 
para expandir o denominador, ou seja, 


e O ADEE) 


ou 


e — TT —|— 


RS RR 3Rº 5Rº 
/ 922 874 162º 
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e assim, a fração fica 


1— E R RN? 
fe Uoglita 
L+ 
1— E R? Rê 3Rº 5Rº 
RÉ — l— — |l—-— +. —— — 4... 
14 Ré 5)( 22º 824 1628 
za 
- — 1 Ri 3R SR Ri Rê BR, 
NR 222 824 1628 22 224 8% 
z* 
1— R 2 4 6 
LDA SM TR MR 
1+ Rê 222 82724 16 28 


e reunindo a expressão acima com a do potencial elétrico, temos 


2 Dz 2 D2 9 165% 


Vo Vo ú(E 3R2; TRº I1Rº ) 


Vo WR V 3Rº TRº 11Rº 
V)=5 +55" “) 


2 2.0 2hÀz 222 827º 16 20 
NR 1 3R TR MM Rº 
= dz 82º 162 


(9.15) 


que é o potencial elétrico sobre o eixo z, para z > R. 


c) Qual é o potencial em qualquer ponto 7 do espaço, sendo r > R ? 


Para obter o potencial em qualquer ponto do espaço, utilizamos o po- 
tencial elétrico na forma expandida 9.15, e, lembrando o que foi discutido no 
exemplo 6.8, multiplicamos cada fator COME pelo polinômio de Legendre 
Pe(cos 8), pois estamos resolvendo um problema exterior, em que rs =r = 2 
er<=R, conforme foi dito naquele exemplo. Assim, o potencial elétrico em - 
qualquer ponto do espaço é 


Yo R 3R 
V(r) = 2 [Folcos 0) + ar ti (cos 0) 
TRº 11 Rº 
— gua Ps(cos 0) + TG 75 1 S(COS 0) + -- 


Ou 
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Podemos comparar esta expressão com dois outros resultados já obtidos. Pri- 
meiro, se juntarmos dois hemisiérios submetidos a um potencial Vo, formando 
uma esfera, como a da figura 9.5, o potencial elétrico será a soma dos poten- 
ciais devidos a cada um dos hemisférios, só que precisamos compatibilizar as 
variáveis. A coordenada r é a mesma para os dois, pois ela é medida a partir 
do centro do hemisfério ou da esfera. O ângulo 0, porém, não é o mesmo. Um 
dos hemisférios está situado como o da figura 9.4, e o ângulo que aparece nos 
polinômios de Legendre na expressão do potencial para esse hemisfério, que É 
a equação acima, é o próprio ângulo 0. 


Figura 9.5: Dois hemisférios condutores reunidos, 
formando uma esfera submetida a um 
potencial Vo sobre sua superficie. 


O outro hemisfério está colocado na parte de baixo do anterior, e seu poten- 
cial é 


O ângulo 8! está relacionado ao ângulo 8 por (veja a figura 9.5) 


9 =m—6 


e assim, como 
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cos(a — 8) = cosa cos 8 + sena sen 8 


temos 


cos 6º = cos(m — 0) = cosrcos0 + sent sen8 = — cos8 


de £ é ímpar, o polinômio de Legendre Pp(x) é ímpar, e portanto, 


Pi(cos 60) = Po(- cos 6) = — Py(cos 8) 


de modo que o potencial para o hemisfério inferior, em termos das mesmas 
variáveis do potencial do hemisférico superior, fica 


Vo R 


. 3R 7 Rº o 
V(r) = — — f am TI(COS 0) + a 73 P3(cos 9) — 


11 
— —— Ps(cos0) + -.- 

16 75 7 S(cos 6) ) 
e agora, somando os dois potenciais, temos o potencial gerado pela esfera, ou 
seja, 


Vesfera — Vhemisf. | + Vhemisf. 2 


ou 
o Ya R Sh TRº 
Vesferal” ) = 3 7 t + ap Picos 9) — a 73 Pa(Cos 8) 
11 Rº Vo R 3R 
ll P Mo da 
+ TG 75 5 (cos 6) + + > (1 m Pi(cos 6) 
7 Rº 11 Rº 
+ q 73 Palcos 0) — 16 -5 Ps(cos 0) —+ ) 
ou ainda, 
| Vo R R 
Vesfera (7) — SÉ + 1) — Vo — 
2 r r 


que concorda com a expressão 6.62, obtida no exemplo 6.4. A segunda com- 
paração pode ser feita com a situação apresentada no exemplo 6.7, no qual 
existem dois hemisférios submetidos aos potenciais +Vo. Assim, aplicando a. 
expressão 9.16 para um hemisfério submetido a um potencial —Vo, colocado . 
abaixo do primeiro, como na figura 9.5, obtemos 


1 Rº 

— — Ps(cos 60) + -.. 

16 75 1 S(c08 0) 
e agora, somando este potencial com o potencial gerado pelo hemisfério su- 
perior, dado pela expressão 9.16, encontramos 
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Õ Vo ER 35R Rº 11 Rº 
V(r) = 3 t + or PI(COS 0) g 73 Ps(cos 0) + Tg 75 PSCos 9) + 
Vo R 3 Rº 11 Rº 
“27 f — — P(cos0) + = 3 Pa(cos 6) TG 75 1 ECOS 9) + 


ou 


R/3R 7 Rê 1 Rº 
V(r) = Vo (a Pilcos 6) - a 73 Palcos 6 Polcos6) +-:-) 
r r r 


que concorda coma expressão 6.66, obtida anteriormente para O potencial 
elétrico gerado pelos dois hemisférios. 


d) Qual é o potencial elétrico na região r < R * 


O potencial elétrico na região 7» < R pode ser obtido do potencial na 
região exterior, onde r > R, por intermédio da equivalência 6.67 entre as 
grandezas (5), definidas na região interior, onde 7 < R,e Ca definidas 
na região exterior, onde 7 > R, ou seja, 


a: 7 pH 
f r 
e assim, achamos o potencial elétrico interior ao hemisfério, que é 


3r 74? 11 7º 
— P Ê mpi DT — — PD O] = 
( + i(cos 8) : Pa(cos 0) + TE Tê s (cos 8) + 


Esta expressão também pode ser comparada com resultados obtidos anterior- 
mente, se empregarmos as mesmas configurações que foram utilizados no item 
anterior, a saber, uma esfera condutora submetida ao potencial Vo, formada 
pela junção de dois hemisférios, e uma esfera formada por dois hemisférios 
com potenciais +Vo. Você pode fazer essas verificações como exercício. 


9.4 Obtenção das Funções de Green em 
Coordenadas Esféricas 


Na seção anterior, vimos a solução geral baseada nas funções de Green 
para o problema de uma esfera submetida a um potencial qualquer V(R,0, é), 
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expressa pela equação 9.12, para a região fora da esfera. Essa expressão fo: 
obtida da equação 9.10, que é a função de Green neste caso. 


FF 7") = I R 
rr ———— — 
o = | - lo R2 - 
rr | r |r— p'2 r, 
Pode ser interessante, para um dado problema, explicitar esta função de Green 
em termos de um produto de funções das variáveis pertinentes, como uma 


espécie de separação de variáveis. Assim, lembrando a expressão 6.90, que é 
oo m=tf 


Fa indo p3 ma; Ein E am e) 


onde r< é o menor valor entre 7 e 1º, e r> é o maior entre eles, vemos que essa 
expressão é a expansão do potencial elétrico gerado por uma carga unitária 
(a menos de uma constante multiplicativa) em termos de fatores separados, 
como queriamos. De fato, se não houver nenhuma superfície delimitando duas 
regiões distintas, como ocorre quando temos uma fronteira esférica, que define 
uma região interna e outra externa, a função de Green é, simplesmente. 


S(r, Fº) — 


ou 


TR 


s ma; É Yom (0º, Yo m(0, 4) (9.17) 


O 
S(r,7") tm) 
rr 
Quando existe uma superfície limitante, como uma esfera de raio R, a função 
de Green para a região externa à esfera é dada por 9.10, mediante o uso da 
expansão 6.90 para os dois termos nesta expressão. O primeiro termo fica 
idêntico ao apresentado acima, enquanto o segundo é 


R oo m=tf (Es Er 
—W———————n + f f 
= ER] T 47 ps Da er EL Yim(8, 6) Yisn(8, 6) 


| 
Rr 


— R?º 
tr 2, DE En ret Vim (6! E YemlO 4) 


R NR 1 Rê Rê 
NE rir Er] 1] 5 ind) » MIT Pp maia Vem(6, )Yem(0, 4) 
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oo m=f 
BR 1 1 (R2) 
2 [[—W=— 4 — SOL YV 9 f V m 
o ET De MEET Ra tor nl A Domo 
o m=t t41 
R 11 (E) 
= 47 >. DLna! Yinl0, P)Ye m(O, 6) 
rir — Er rip — Er'| 3 MM +1Rior' t, 


Reunindo as duas expressões, a equação 9.10 fica 


F(7,7") mA z East Ro Vim (6, 6 )Yem(O, 6) 


oo m=tf 


| t+ 
“40, D, alo 7) Yim(0, 6 )Yem(O, é) 


L=>0mo=-— 


ou 


—  —+ — vo 1 ré. Rº as * f f 
sr)=05 DD males Rim) (Yin Momo) 
> 
(9.18) 


que é a função de Green geral, para a região externa à fronteira esférica que 
existe entre as duas regiões, expressa na forma fatorada, em coordenadas 
esféricas. O termo entre colchetes, que é a parte radial, fica, explicitamente, 


ré 1 (E) o rt I (E) 
tia RNrr' qto Rir 

re o 1/RNCLO à fo, RM 
a 


quando T<.=Trer>=7T,e 


rt 1/ RN o WE: 1 / RN 
To Rir) Cro Rm 
l 


rt R? t+1 1 , p2t+ 
io Rlyr' rr O 
> 


quando rc =r'er> =r. Estas duas expressões podem ser reunidas em 
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1 p Ri / 

rt 1 (e) 1 UFI ' Toda fo f <Tr 
mto Rio! ” 241 

p rr 1 tê Rºt+ f 

> TI : gal T>r 


E importante relembrar que, como sempre, 7! representa as posições onde 


estão as cargas, e 7 é a posição onde estamos calculando o potencial. Vejamos 
agora um exemplo. 


Exemplo 9.4. Considere uma esfera condutora de raio R circundada por 
um anel de cargas de raio Ra. O anel contém uma carga total Q, distribuída 
de forma homogênea sobre a sua superfície, e ele está situado no plano xy, 
como mostra a figura 9.6. Para esta configuração, calcule o potencial elétrico, 
considerando que a esfera está aterrada. 


Figura 9.6: Uma esfera condutora dentro de um anel de cargas. 


Este problema estabelece condições de contorno de Dirichlet sobre a su- 
perfície da esfera, e assim, vamos utilizar a expressão 9.6 para obter o potencial 
elétrico em termos de funções de Green. Como o potencial sobre a superfície 
esférica é nulo, uma vez que ela está aterrada, a integral de superfície nesta, 
equação se anula, de forma que temos, para o potencial, 


l 


Yi) E 4Teq v 


o(r IS p(r,r))dV 


A função de Green apropriada a este caso é dada pela equação 9.18, 
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l | Fe 1 ES * Los! 
—eu——o — —— Co Yo mbo 2 > DYem(d, 4) 
A 22 +1 [lo Rior' 


e precisamos escrever a densidade de carga do anel. Para este caso, podemos 
utilizar a equação 4.49, 


o(r, 0,4) — 


Q 


; 3m FÊ, ó(r — Rajó(cos 6) 


que foi obtida no exemplo 4.18. Reunindo as expressões acima, o potencial 
elétrico fica 


| — l f f 
V(r) = RR) sen — Ra)ó(cos60') 


oo ma 


R? t+1 
<a 2 D5 anbã 41 E (52) [im Woam(O, O) av 


ou, nos valendo do fato de que d(cos 6) = — sen 9'd0”, 


— RA) 9" 
sa f [a (1º — Ra)ó(cos 6) 


co m=L p2 t+ 
p3 p3 & = R(m) [VimlO,6) 


Yim(0,9) 
26 +1 


Ver) 


r'“dr'd(cos 09 dg' 


Os sinais das somatórias podem trocar de ordem com os de integração, e 
assim, obtemos 


Yo m(0, 
585] 5 teta 
ii MATO 


t=0 m=- 


27 ox +41 
1I/R 
JN f / Co — RA) ó(cos 60)r “Les — (5) | 
—1 


x Yim(0", & )dr'd(cos 0 )dg' 
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Para realizar a integral em &', precisamos da expressão 6.78 para os harmô- 
nicos esféricos, ou seja, 


2p+1(4—-m)! 
tim) Pe mícos 9)e'm$ 


Yem(9, 4) = im (Uam) 


Assim, temos 


DE 
- Ria re 


t=0m=- 
4n £ DN 4 
I/R 
x ô(r' — RA)ó(cos0)r!2| << — = (o 
g [] (1 ajó(cos 99r [és E (55) | 
2t+1(? 
x Ei ttomp mícos O Ne IMÊ dy! d(cos 99d$' 


47 (L+m)! 


Portanto, a integral em q' torna-se, para m % 0, e lembrando que m é um 
número inteiro, 


1 


27 A eimg 27 1 
/ em dó! = | | = —— [e tm 1] — 0 
O 


= tin 0 tn 


Quando m = 0, temos 


27 A 2H 
[ e MP dd! — / dó! = 27 
Ó Ó 


e o potencial elétrico fica 


V(F) 2 2t+1Yo(d, 4) 
Re V 47 ao 


t=0 


ó(r' — Rajó(cos 0)r' * IR É 
4) ET z pr! 


x Pro(cos 8Ndr'd(cos 0º) 
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Lembrando que P+o = Pp, e que, pela equação 6.80, 


2t+4 1 
AT 


o potencial fica, mediante a realização da integral em cos 6”, 


z () ) | [2t+1 1 28 +41 
— ——— P O0)P,(O 
Vtr) Rá4eo 4x 2841 Am e(cos 8) Po(0) 


t=0 


Yeo (0, 6) — 


Ppícos 6) 


ou, relembrando a expressão 6.70, que é 


(=) (6-1)! 
Pp(0) — 25 5! , 
Ú, t impar 


É par 


obtemos, para o potencial elétrico, considerando ? > 2º, já que apenas os 
termos pares contribuem, 


OO 
1. Q (=1)t(28 = 1! 
VT) = 47 R2 o 2*4! Polcos É) 
t=o0 
É ! 12 ro l Rº aa ! 
— -=([— d 
X ó(r RAa)r Es E (55) | Tr 


R 


Por fim, para resolver a integral em 7”, precisamos separar dois casos. Primei- 
ro, vamos considerar rs = Tr er. =", o que significa que estamos calculando 
o potencial a uma distância maior do que o raio do disco, pois 7” sempre está 
associado às cargas, e r, à posição onde queremos o potencial. Com estas 
identificações, o potencial para 7 > 7” fica 


OQ 


V(r) = eo 


E 4rR4€0 


t=0 
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ou 
O 
- Q (=D)*(2e = 1)! 
V(r) = im RI cs 7 Pos(cos 6) x 
t=0 
1 OQ 
an |, pt! UA 2 gy! = Ra)dr' 
, R 
L/R po q 
MEL ate -ago 
e assmm, 
O 
, Q) (=1)*(20 — 1! 
V(7) — Am R2 co 247] Pos(cos 9) 
f = 
L mom IR 1 
pet+1 A R p2t+1 R$ 
ou 
OO 
- ê, (=1)*(2€ — 1)! 
V(r) = AR cs 7 Pog(cos 0) 
p= 
Ra + 4 p$&+2 p? 
x [Ra — DO — A 
| r | Rr pál 
ou ainda, 


o Q (—- (24 — DI! 
V(7) = RD o / Pop(cos 6) 


e finalmente, 


9.4, OBTENÇÃO DAS FUNÇÕES DE GREEN EM COORDENADAS ESFÉRICAS 611 


“(28 — 1 
rodo am Puno 


R 2t+1 BR Rº 2t+-1 


que é o potencial para r > Ra. O potencial para R < 7r < R4 é obtido 
mediante a consideração de que rs =7r' e rc =r. Neste caso, o potencial fica 


OO 


v(r)=—S—S (UC 


=— Am Rê e Dip! Pos (cos 8) 


ou 


1 R? 2t+1 
a(s) h o! = Ra) pars 4 


ou ainda, 


e finalmente, 
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- 2b — 1 
Yo) = E DE pueos 9) 


2f o q2t41 
r Rai R 
RA R<r<R, (990 
[a la | Sr Ska (9.20) 


Note que, quando r = R, o potencial sobre a esfera fica 


“(e —- M 
V(R,9, 6) = modo o ur - Pop(cos 6) 

R 2 RA R? 2t-+1 

x [a] - R a | 
ou 

2 Q NHentee-y Rj (Rj 

V(R,9,9) = ED pes » | — | | 
t=0 
V(R,9,4) = 0 


de modo que o potencial sobre a esfera é nulo, como deve ser, já que ela 
está aterrada. Observe que, quando o raio R da esfera tende a zero, obtemos 
o potencial do anel no espaço livre, estudado no exemplo 6.9. Neste caso, 
quando r > Ra, o potencial do sistema formado pelo anel e pela esfera é dado 
mediante a equação 9.19, que fica, ao reunirmos os fatores em R, 
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eo 


Vir)= 
(7) Arentta 


t=0 


Tomando agora o limite R > 0, obtemos 


OQ 
no Q (—1)*(2€ — 1)! RA 
VT) = AregRA 2é 1 Postcos 8) r 
t=0 


| 2t+1 

que é a expressão 6.74, para o potencial do anel para r > Ra. Quando r < Ra, 
devemos usar a expressão 9.20 para o potencial elétrico na região entre o anel 
e a esfera. Reunindo os fatores em R, temos 


OQ 


—D*(20 — 1)! 
V(r) = ne E poses 8) 


t=0 


e, no limite R — 0, 


DO 4 o r 2é 
V(7) = RCA 3. UE pye(eos 0) Em 


À 


que é a equação 6.75, e ela nos dá corretamente o potencial quando 7 < Ra. 
Dessa forma, as duas expressões são verificadas. 


Após este exemplo, podemos continuar com a obtenção de funções 
de Green em coordenadas esféricas, em particular para o caso em que há 
duas superfícies esféricas distintas, de raios R, e Ra. Para 1sso, partimos da 
equação 9.4 para o Laplaciano das funções de Green, ou seja, 


Vig(r,r") = —4mô(r — 1”) 
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Como queremos obter as funções de Green em coordenadas esféricas, podemos. 
utilizar a expressão 4.41 para a função delta de Dirac nestas coordenadas, Isto 
é, 


ô(cos O — cos 6" ó(p — &!) 


Fr r 


ôr0,4 = (7 — 7) = ó(r—r) 


e assim, 


Vég(r,r) = dr — rDó(cos 8 — cos 09ó(p — q) (9.21) 


As funções delta dos ângulos podem ser expressas em termos de outras quan- 
tidades. Para ver isso, consideramos as equações €.32 e 6.33 do apêndice O, 
que são, respectivamente, 


oo m=? 


Ho,d)=> 3 ArmYeml0, 4) 


£=0 m=— 


To pn2a 
Am= | | 10,8YinlO, 8) sen6 dedo 
OQ 0 


Substituindo esta última na anterior, temos 


oo mc 


(9,6) = > p3 EA [rr SW imlO!, $) sen 6 do' dg Wim, 


Vamos introduzir a variável d(cos 9) = — sen 9'd6' e trocar a ordem dos sinais 
de somatória e integração, e assim, 


oo m=f 
f(9,6) = JE [15 E SO Hal, Vam(O. o |, e dg 


£t=0 m=-—t 


ou 


Í 2a ( co m=t 
(9,9) = / 5 Vil E Vem (O, 6) bro 8" d(cos dg 
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A propriedade 4.37 das deltas de Dirac estabelece que 
Ú, To rá V 


e portanto, a penúltima equação nos fornece, para as deltas de Dirac angula- 
res, a expansão em harmônicos esféricos 


oo m=f 


ô(cos O — cosoN(p -$)=53 5 YimlB,$)Yem(0, &) (9.22) 


t=0 m=-— 


que pode ser verificada, pois 


l 27 
F(9, 6) = / / ô(cos O — cos 6 )ó(p — +) F(0", &) d(cos dg 
—1 40 
Já que a função delta pode ser expressa em termos de harmônicos esféricos, 
podemos expandir do mesmo modo as funções de Green, na forma 


m= 


$(r,7") -3 >. Armlr, o, 0, P)Yem(O 4) (9.23) 


t—=0 m=-f 


onde Az m(r,7',8", ') pode depender, em geral, de todas estas variáveis. Subs- 
tituindo as expressões 9.22 e 9.23 em 9.21, obtemos 


oo mf 
v? » >. As ml"; r", 6º, 6)Ye m(0, 0) — 


0 m=-—f 
Ar o mf 
= nr 1), D, Yim(B A )Yim(O, 6) 
t=0 m=—f 
ou 
oo mf 
D, 2, vá Am tr, r, o”, H)Yem(0, 6) ” 
t=0 m=—f 


— AT. 
>, D, —ô(m = T)Yeim(0, $)Yemtô, 4) 
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Esta equação deve ser válida para cada valor de ? e m. Assim, 


V2 Am”, rº,0, $) Yom(0, 4) + Armlr,r',0',6) [V2YomlO, 6) E 
4 
= 30(r = 1)Yfm(0, $)Yem(9,6) (9.24) 


Precisamos agora calcular o Laplaciando dos harmônicos esféricos. Em coor- 
denadas esféricas, o Laplaciano é dado pela equação B.20, 


1 0º 1 O Ô ] o” 
V'= coral) + crendo (en gg) Cr sendo 


96 r2 sen? 0 042 
e obtemos 
, 1 6º 
VYem(0, 4) = — sr51Yem(0, 9)] 
l o sen 90 Vemko: b) i 02Y m(0, 4) 
r2 sen 0 90 98 r2 sen 0 94? 


Os harmônicos esféricos são definidos pela expressão 6.78, 


2t+1(2-—-m]! 
DD Tp imp 
im Wim)! e m(cos 0)e 


Yo md, e) — 

Devemos lembrar que as funções exponenciais são soluções da equação 6.49, 
Isto é, 

Rd A 

— +méd =0 

dó? u 
e que os polinômios generalizados de Legendre são as soluções da equação 
generalizada de Legendre 6.57, 


2 2 


aqui expressa em termos de x = cosô. Essa equação foi derivada da expres- 
são 6.096, 


l d dO m 
mó 49 [9en o | + ee + 1) e | = 0 
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que está na varlável 8 e que, para nós, é mais Interessante no momento. Para 
facilitar, os harmônicos esféricos podem ser reescritos como 


Yi m(9, 6) = co mB tm (9) Bm(d) (9.25) 
onde 
— fU+1(L-m)! 
tm 4m (L4+m)! 


e assim, o Laplaciano fica 


o 19% 
V Yo m(ô, 9) = — 273 Fem Oem(D) Bm(b)| 


! o Ojae,mOsmlB) Dm(d))| 
* TI send 00 sen 7 
pd SlamOem(0)Bm(6)] 
r2 sen* 6 04? 


ou, como as derivadas na parte radial são todas nulas, bem como algumas das 
derivadas angulares, 


tm Bm(4) a (seno) + Qt mO m(b) 2 Dm(d) 


2 
Y, mt” — “3n 
VYem(ô, é) rsen6 dê dê r2 sen? 6 dj? 


Agora, nos valemos do fato de que 


de & o d2& o 
o — — > 
EEE +méO =0 = TE 
e que 
l d do m? 
A +2 — = () 
sen 8 dO sen “0 | ” e ED comi ] 
ou seja, 


1 d dO m 
go [sen6 | = —[e(o + =| 


para, Escrever 
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V2Yom(0, &) = 
Cf m PP) m ap mO?,, (0) 2 
ou 
V2Yy m(0, 6) = — At 10emOrm(b)Omld) Jotm Em (U) ml 
p MioemOm()Pm(d)  micemOem(0)Pm(P) 
r2 sen? 0 r2 sen 0 


ou ainda, voltando aos harmônicos esféricos, já que eles são dados pela ex- 
pressão 9.25, 


Yo mb, 4) — Cm m(O) Pmlb) 


achamos 


VYimld, 6) = EE By, (0,9) 9.26) 


Usando esta expressão na equação 9.24, obtemos 


P(£ 41) 


nr 


V2 Ar mlr r,0, $)| Yem(O. 6) — Armlrr,0",6) Yem(ô; 6) = 
4 x 
= 201 — 1 )YimlO o 4 )Yem(d, 6) 


ou, cancelando o termo comum, 


(PL + DAgmlrr!,0, 4 4 * 
V2Asmlr, rg. d) — AE+ dem inr 0d) — = 0391 — r)Y imo", $) 


Da forma desta solução, podemos supor que a função As m(r,7',0',4') pode 
ser escrita como um produto de outras duas, na forma 


Átm (r, r, o”, 4) — felr, r)Yo md", 4) (9.27) 


onde f;(r,7') é uma função de Green “radial”. Substituindo esta expressão na 
anterior, encontramos 
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t(t4 1 Nnyv* (gd! 
Vº [fe(r,r)Y (6, 6] — lt Iielr mr Xemld d) — 


2 
otro ra (O!, O) 


2 


ou 


[Vfe(r,r)] Yim(6, 6) + felr;r) [V2 YE (6! | 
; ; 1 / VA 8 f 
+ Dfolrr emb) E dlr YO, 6) 


pa 


Como o operador Laplaciano age sobre as coordenadas sem linha, o Laplaciano 
de Voto, &) é nulo, e assim, 


Var nV(Od) — MED Vem) 


ou ainda, 


(e + Dor, mr! 4 
V2to(r,r) o ha ) — -Sôtr — 1) 
r r 
Como a função de Green radial é função apenas das coordenadas radiais 7 e 
r', a parte do Laplaciando em esféricas B.20, 


pio 1 IN 
“— rôr? r* sen 8 06 06 r2 sen? 6 092 


que envolve as derivações com relação às coordenadas angulares, é nula, e 
assim, resta apenas 


f l d? f 
Vºto(r,r — ” dr? [rfe(r,r )| 
ou seja, 
1 d? a EL+4 Dfolr,r' 47 
” rir? [rfe(r,T )| — He + Dielrr) ” der á — = 29 — 7 ) (9.28) 


Quando r < 7”, a função delta é nula, e fa(r,r”) satisfaz a equação diferencial 
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1 d? (24 Dfolr,r') 
= rã [rfo(r, "| = n2 =0 
Escrevendo fs(r, 7”) como 
rr 
fo(r, ro) — fel 
r 
temos 
Ldê Tt) MAD forr) 0 
r dr? 2 o 
ou 


ou ainda, multiplicando esta expressão por r?, temos 


3 dé fo 


' 
dr? 


-“He+Df=0 


Trata-se de uma equação de Cauchy-Euler ! idêntica à expressão 6.53, 


d2R 
2 


cujas soluções são dadas pela equação 6.54, que fica, no caso em estudo, 
felr,r) = agrttt 4 bor”* 


e então, a função de Green radial fica, considerando que existe uma solução 
parar >7r' e outra para r <r', 


Ê 


fe(r,r) = agr” + ET r>r (9.29) 


fo(r, ro — ar + r<r' (9.30) 


* Veja, por exemplo, Equações Diferenciais Aplicadas à Física. 
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Como estamos estudando um problema envolvendo condições de Dirichlet, é 
necessário que a função de Green se anule sobre as superfícies esféricas de raios 
R,e Ro,e para tanto, devemos fazer as funções de Green radiais se anularem 
emr'= R, er' = R$. Além disso, como as funções de Green representam 
o potencial elétrico gerado na posição 7º por uma carga unitária situada na 
posição 7, elas permanecem inalteradas se intercambiarmos a posição da 
carga com a do ponto de observação. Isso significa que as expressões 9.29 
e 9.29 podem ser escritas também em termos de 7”, ou seja, 


by 
to(r,r) = agr! + TT r>r (9.31) 
€ 
f 
Eo(r,r”) = abr! * + de r<r (9.32) 
tvs t pl EO 7 


Assim, supondo que R5 > Ry e lembrando que as cargas estão situadas dentro 
da coroa esférica definida por R; <r' < Rs, vemos que as funções de Green 
acima, tanto em termos de 7 como para 7”, em R, e Rs, devem se anular. 
Quando r > r', as funções de Green se anulam ser = R, ouser' = Ri. Deste 
modo, a expressão 9.29, em r = Ro, fica 


(Ro) = 0 
b 
4 o 
| b 
Lo L 
ap fts — “R$ 
RR: 
Gp — “RAI 


e assim, obtemos para a função de Green radial, em termos de r, para r > 7º, 


1, be 
fo(r,r) = Dos Tot 
11 + 
Hs r 


ou 


| 1 ré 
folrr)=b ro RE |! T2>7r 


f 
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Outro modo de a função de Green se anular quando r > 7' é a função de 
Green radial 9.31 se anular em 7º = Ri, ou seja, 


Ha) =0 
b 
f Ê 
Getty + ? — O 
Rj! 
ELI — — ay 
Ryjt! 
17, — —agR$ 


e assim, a função de Green radial em termos de 7! fica 


2241 
AN rf apto 
jelrr) = agro — CitAI O 
ou 
2t+1 
! rf R 


Combinando as duas funções de Green para r e para 7', obtemos a função de 
Green total para 7 > 7”, ou seja, 


Ê 2241 
felr,r') = be | — pm la [nt — FI 
F 
ou 


f 


2t-+1 á 
elrr)=et- ML LO sn 
Vo t Pe | tao pa |? 

2 
Note que, nesta expressão, ser = Ro ou ser' = R,, a função de Green se 
anula, como deve ser. Vejamos agora o caso r < 7!. A expressão indicada para 
ré a 9.30, que deve se anular em R,, isto é, 


(Ri) =0 
t nf b, 
apt] + + Ê 
R$t! 
! 
Po ! nf 
pt = 
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e assim, a função de Green em termos de r, para 7 < r”, torna-se 


| p2t+1 
not f Gp 4 
o(r,r ) = apr na 
ou 
pU+ 
Ê 1 f 
fo(r,r) = ap ' = | r<r 


Quando r < 7”, a função de Green em termos de 7! deve se anular para rº = Ro, 
e assim, usando a expressão 9.32, temos 


(Ro) = 0 
2, De 
f 
eo + REA Ô 
b' 
tpl o 
Alia = R$ 
b' 
Po Ê 
dp = R$t+1 
de modo que a função de Green resulta em 
b! b) 
AV Ê 2 Ê 
fo(r,r”) = “RI + 
ou 
1 p!t 
Not ) 
jr) = belem - gen T<T 


e reunindo as duas funções de Green, achamos 


2t-+1 1 
telr,r) = a, rt — ci b, Ar 
t qt+1 L pt t+I R$ 
ou 


/ 


2t+4+1 r£ 
folr,r) =c, pt Aro r<T 
AA pt [goto qua 

2 
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Observe que as duas expressões para as funções de Green radiais totais podem 
ser reunidas numa única, na forma, 


RA 1 pt 
AV 4 1 > 
jolr,r) = cg t = E | = — in (9.33) 


onde, como sempre, r< é o menor entrer er',e 7, é o maior entre eles. Resta 
determinar a constante cy que aparece nesta expressão. Para isso, utilizamos 
a equação diferencial para f(r,7'), dada pela equação 9.28, ou seja, 


1 d? EL + Dfo(r,r”) 47 


r dr2 rio(r, r)|] — 73 — = 20 — ro) 


Vamos multiplicar esta equação por r, integrá-la no intervalo [r = 7'—- A,r = 
rº + A], onde À é muito pequeno, e depois, tomar o limite A > 0, isto é, 


fim l po : atri o) no [o Ee + 1)jo(rsr') | Ê 


A -s0 IA dr dr IA r 


Ou 


r'+A f 
— lim D) He + Djelrar) 4 = — lim E 
AS0 | Ju A á A50 | 7º 


Quando o limite é tomado na integral, os limites de integração tornam-se 
iguais, e a Integral, por definição, se anula. Além disso, o termo do lado 
direito não depende de À, e o limite pode ser calculado. Obtemos, portanto, 


Az 
a 
r—A r 


Para calcular as derivadas, utilizamos a expressão 9.33 para a função de Green 
radial. Quando r =7r'+ A,r >r', de modo que rs = re rc =r'. Temos, 
então, 


o d rfo(r, r'| 


FLA dr 
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[rfe(r,r )] RI é | t+ e) 
=— ef mm ——— 
dr FLA pt! | dr RM 24A 
o R$! (+ 1)r 
= € = Eri “a = RE A 
rr rt R; 2t+1 2t+4-1 
ria NR ut (5) + (+ (7) 
r rt+A r Fr Ro mA 
ou 
rie(r, r )| E 
dr PLA 
. cor! E o Ri 24+1 pesa t+ A 2441 
(7 + AJ e UA CDA Qu = 


Ser=r'-A,r<r,ers=r',erc=r. Assim, obtemos 


“dlria(r,r”), = d + R$ Loo Td 
SA dr pt 42A q! t+1 R$ 


dr 


o car (ORG l rt 
= €4 ( + lr = pb o gt t+ o RêM 

d | j 2t+1 1 28+1 

dirte(rr')| — a rei se( o) 1 — (7) 

dr A r MA Ro 
ou 
rfe(r, r )| — 
dr A 

colr' — À) R; di pt NA 
CURSA PARROT a IPC 


Reunindo as expressões acima, temos 
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1 2t+1 f 2t+1 
lim! -—€70 o fit + (es n)( HA 
AS0 (7! + AJ q! Ro 


IA Ê 2t+1 nx 2241 
MAE rr d( Ei ) 1 (55) - 47 
r r— AÃ Ro rº 


OU 
cor! € R; 2t+1 a! 2t+4-1 
2t+1 ! 2t41 
Cor kh r AT 
ou ainda, 


que fica 


o! 2241 R, 22+1 pl 2241 R, 2241 
t+ (L4+D( — — p|— — — — 
À +esu() (5) e+0(7) (7) 
o, 2241 R; 2t+4.1 R) 22+1 q! 2841 
HI UAD(— (O) o gt — = 
centena o(a o 


ou 
R 2t-+1 
(21 (es n() | = 47 
Ro 


ou ainda, 


(9.34) 
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Com esta expressão, obtemos, para a função de Green radial 9.33, 


- | Er | = = 5a | (9.35) 
>>>» wa Tre — —aTiSO — | 
(24 + 1) 1 — (e) E ret RM 


jolr, rº) — 


enquanto o coeficiente Az m(r,7',0', 4') da equação 9.27 se torna 


* 4 
Armlr,7,0",4) = qm Yimbbo$) — Ri a | Loo rs | 
(24 4 1) 1 = (ay AR EH R$] 


e finalmente, a função de Green 3(7,7”), dada pela expressão 9.23, fica 


e mid; $)Yem(o; 4) Fº o | 1 o ré, | 
e + n[1- (BELO ni 
t=0 mo -t 
(9.36) 


que está expressa numa forma fatorada, em termos das coordenadas esféricas, 
onde 7 é o maior entre r e 7', er. é o menor entre eles. Note que, quando 
Ri —» 0 e R, > oo, esta função de Green recai na expressão 9.17, que é aquela 
apropriada ao caso em que não há superfícies limitantes. Quando Ro, — o, 
obtemos a função de Green para o problema exterior a uma esfera, que é dada 
pela equação 9.18. À função de Green para um problema interior a uma esfera 
de raio R é obtida quando fazemos Rj >0e R5 = R nesta expressão, o que 
resulta em 


oo m=t 
o YomtO, P)Ye mto, 4) á 1 Ss 
03, 5 ec rom min] (OM 
t=0Oma=- 


Vamos agora estudar alguns problemas envolvendo as funções de 


Green 9.36 e 9.37. 
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Exemplo 9.5. No exemplo 9.4, estudamos o problema de uma esfera condu- 
tora aterrada, de raio R, dentro de um anel de raio RA, com uma carga Q 
distribuida sobre ele. Vejamos agora o problema inverso, de um anel dentro 
de uma esfera, como mostra a figura 9.7. 


Figura 9.7: Um anel de cargas dentro de uma esfera condutora. 


Para este problema, que segue as condições de contorno de Dirichlet, a 
função de Green indicada é dada pela expressão 9.37, na qual fazemos Ro = R, 
que é o raio da esfera. A densidade de cargas, que é a mesma do exemplo 9.4, 
vale, pela equação 4.49, 


q 


04)=——— d(r — R4)ó 0 
p(1,0,6) = soprôlr — Rajó(cos 6) 


Além disso, o potencial elétrico é obtido mediante o uso da expressão 9.6, 
lembrando que a esfera está aterrada, que seu potencial é nulo e que a integral 
de superfície se anula. O potencial fica 


Reunindo as expressões para a função de Green e para a densidade de cargas, 
temos 
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R 
. ] T p27 
V(r) = E / / sa O — Rajólcos 8') 


1) 5 Etginto Wemld,$) , [1 ré 
x = op 41 F< r$+! — R2H 


t=0Oma= 
x r'“ sen 6'dr'do'dd' 


Trocando a ordem em que as integrais e as somatórias são feitas e introduzindo 
a substituição d(cos 0) = — sen 9'dB", obtemos 


Yo m(8 27 
(7) 3 z - 
(7) = o E 0 + T “alo [O f / s (r” — Ra)ó(cos 0º) 


x Yim(P', rt een Dm -gên)» rdr'd(cos 00 dg! 


Os harmônicos esféricos são dados pela expressão 6.78, 


22+1(L—-m]! 
4m (L4m)! 


Yem(8, 4) = Po m(cos 0)e'"? 


e substituindo o harmônico esférico Y;...(9', 6'), temos 


oo mol 


Yo,mtô; 4) 
V() a 3 
O) = ira. ano 


t=-O0Om=-— 


e 
ô(r' — RA)ó(cos 6) 241 om) 771 Pemícos 9) im 
o im (Um) 


1 rt 
X rt [= — Rar | p' *dr'd(cos 09dg 
> 


A integral em &' pode ser feita, e ela resulta em 


“imita? 
/ ú EMA dg! = e meo 
0 —sMm 0 


630 9. POTENCIAIS ELÉTRICOS, V: FUNÇÕES DE GREE! 


2T | 1 | 
/ eTimé do — —— je tméz = 1| 
Õ 


tr 


27 or 
/ erê dg! =0 
À 


sem * 0. Quando m = 0, obtemos 


27 27 
/ e +04 dó — / do 
Ó É 


2] 


= [AR 
27 o, 
/ erê dg! = 27 
Õ 


Assim, o único valor de m que sobrevive é m = 0. Lembrando que Pro = Pp. 
achamos 


O 


210 Yro(o,d) [20 +1 
2meoR4 22t+1 AT 
t=0 


1 
1 t 
x / / Po(cos 0Nó(cos 096(r' — Rajré = — mê r'2dr'd(cos 0º) 
o 4-1 o > 


Ver) = 


Além disso, pela equação 6.80, 


Yo(9,6) = [EE pocos 6) 


e fazendo a ntegra em cos 89”, temos 


tp, [241 
E AT 


t=0 


V(r) = 


R 
l rt 
x mafia ó(r' — Rajré = — aê | r'2dr' 


ou, relembrando a expressão 6.70, que é 


(= (=! 
Pi(O) = 2281; 
Õ, t impar 


t par 
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vemos que apenas os valores de £ par contribuem para a somatória, que pode 
ser escrita, considerando que ? > 2º, como 


OO 
o O (— (20 — D! 
Vir) =———— P. 0) — > —— — 
(7) AreoR4 pelcos 6) 2t 41 
t=0 
: | 24 | ro 12.4. 
x o(r — Ra)ró = — pia! dr 
0 


Para realizar a integral em r”, consideramos inicialmente que rs =rerc =r', 
e assim encontramos, para esta integral, 


R 


2£ 
ô(r' — R )y! 2 o o Fo e! 2 dy! — 
A path R&+1 
O = 
R 
l ro 24 
CT = +2 Ju! 
E pa | [o Mr— Rar Cdr 
0 
ou 
R 
24 24 
ro | + , Dad Í , 28+2 
ó(r — Rar Ea mun |" dr = Es ar | 


e então, o potencial para r > 7' é 


Vtr) = me RT Popícos 9) E E — am | R2t+? 
L=0 
ou 
oo 
Ver) = E COCA pa [= — am | Pop(cos 6) 
t=0 


Quando r <r', temosr.=rers =r',e assim, a integral em r' torna-se 
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R > 1 q! 2€ > 
f f ro 
ó(r — Rar - 241 mun |" dr = 
0 


o! R 1 q! 2t+2 
, ô(r -RA)| a ” ar | dr 


Ou 


R 
1 rd 2f 1 R2t+2 
! 2£ [Dado 28 A 
/ ó(r — Rar E AS au |" dr =1 [Ro E | 
Õ 


º | 1 a E 220] 1 Rá 
Po 
ó(r — Ra)r am am! dr = R4r [= — iéi] 
Õ 


de modo que o potencial elétrico, com esta expressão, fica 


se 
o Q (-D (QU - Do o] 1 Rã 
V(r — Amen Rê Polcos0)— ar — AT RR — R$ 
t=0 
ou 
no Q (=1)*(24 — 1)! | | Rá 
V = ——— A “ASP g 
(1) = gre 24] RO REM elos 8) 
t=0 


para o caso r < 7”. Observe que as duas expressões podem ser reunidas numa 
sÓ, que é 
.o 
o Q (-D(2e-Dl5,[ 1 ré 
“qo 2 "<lpm— qa | Poelcosd) 
t=0 


sendo que r< é o menor entre r e R4, e r> é o maior entre eles. Quando 
R > oo, obtemos o resultado para um anel no espaço livre, sem fronteiras, 
estudado no exemplo 6.9, cujo potencial elétrico é dado pelas expressões 6.75 
e 6.74, como deve ser. 


Exemplo 9.6. Considere uma carga Q situada entre duas esferas condutoras 
aterradas de raios Ra e Re (Rep > RA), a uma distância D da origem, como 
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mostra a figura 9.8. Calcule o potencial elétrico na regiao entre as cascas 
esféricas. 


Figura 9.8: Uma carga Q situada entre duas 
esferas condutoras aterradas. 


Para resolver este problema, precisamos usar a função de Green 9.36, 


S(r,r) = 
o m= 
mo) O Sin AMO) pa RIA 
(28 + 1)[1- (Ray < rt Eri RE 
t=0 m=-l 


na equação 9.6, para obter o potencial elétrico. Nesta equação, a integral de 
superfície se anula, porque as duas esferas estão aterradas, e o potencial fica 


À carga está situada em z = D ou, em coordenadas esféricas, no ponto 
P(r = D,9 = 0,9 = 0). Assim, usando a expressão 4.41 para a função delta 
de Dirac em coordenadas esféricas, temos, para a densidade de cargas, 


ó(cos 8º — cos 0) ó(d' — 0) 


q! q! 


p(r") = Qó(r' — D) 


ou 
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e 
2 


p(F") = =56(1' — DJó(cos 6! — 1)6(9') 


Reunindo as expressões para a densidade de cargas e para a função de Green 
na equação do potencial elétrico, obtemos 


q 
(7) ro ! 
V(7) sf A [Ss DJó(cos 0º — 1)ó(6) 
as 3 EO no )Yem(0, &) Pt | po rE | 
22 +1)] (20 + 1)[1- (Ba )28] ro Sto R$! 


t=0 m=-f 


x r'“sen6'dr'do'dd' 


ou, introduzindo d(cos6") — — sen6" e trocando os sinais de integração com 
os das somatórias, 


vo “os s o DO tis 
(24 +1 (2e + 1)[1— (Ra)2] 


t=0 m=-— 


l 27 
x / / j (1! — DJó(cos 6! — 1)($)Y im (8, 6) 
RA -120 


Ê Rá! 1 ré | 
E — oa [== — Rm dr'd(cos 99) dd' 


As integrais angulares podem agora ser feitas, e elas resultam em 


Yomtd, 4) ; 
os 3 — Combo y:(0,0 
VE) (22 + 1)] (26 + 1)[1- (Ra)20] em (0,0) 


t=0 m=-f 
EB 24+1 b 
R 1 r 
/ t Ã > ! 
fu tr =D) ré - TA = Rê dr 


A 
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Pela equação 6.78, os harmônicos esféricos são 


24 + 1 (£ — m)! P m(cos 9)e imáó 


Yo mtd, ) — Ar (E4+m)! 


e o harmônico esférico Y,,. (0,0) fica 


22 +1(24—-m)! 
PesmlO, 0) im (8 mt eme 
28 +1(4—-m)! 
Y* (0,0) CO poll 
esml 47 (L+m]! É 


Se olharmos a tabela 6.3, veremos que os polinômios generalizados de Legen- 
dre P,m(z) são nulos para x = 1 quando m 0, pois sempre aparece uma 
função sen 0, que é nula em 6 = 0. Quando m = O, o polinômio generalizado 
de Legendre vale 1, ou seja, Pro(l) = 1. Assim, o potencial fica 


Do, 
dt (24 41) 1 n (Ray 47 
t=0 
hp 2441 ; 
R 1 r 
x (= D) ré A || | dr 
[ ) ) < pt SH t+ 


Como, pela equação 6.80, 


Yro(o, )) — 


achamos 


RB 2441 ; 
h 1 r 
x eco So 
r | 7 S EM rot R$ 
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ou 
2.4; 
, () ) 1 
— P z) 
Vr ATeo Ê — (ga elcos ) 
B 
L=0 
Ep 2441 ê 
R 1 r 
x = Dt Da md 
RA | ia ro TS" R$! 


Para fazer a integral em 7”, vamos separar os casos r > r' er <7!. Quando 
r>r,rs=rerc=r', de forma que encontramos, para a integral, o valor 


RB 


ô / o D 1 É o pil = d f — 
Ru (7 ! a! t+1 | E RE T 
1 rt RB Rê 
nn o) Po D 4 Ã d / 
Es mal), (7 Jj | , 
ou 
B 24+1 , 
R 1 r 
o(r' —- D)|r't DA ll o —ldr' = 
e (r !' aa E ad r 


1 pt f R$M! 
As Rê D' — Dt+1 


e portanto, o potencial para r > r' é 


OQ 
v(r) = 2 RAT  Po(cos0) Dor! 
* 4rég D'+1 1 E (Ray ro RA 
B 


t=0 


Quando r <r', temos rc =rer> =r',e assim, a integral em r' fica 


RB 


RI 1 pt 
st! = Dr A ar = | dr = 


Rê 1 (rt 
Ê a] ! / 
' qt | » ó(r -D)| im = Rm dr 
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ou 
EB 28+1 RB; 
R l r 
o] Po D t = A - = d / — 
, . R$! 1 Dº 


e o potencial para r < r' se reduz a 


OQ 
VP) = /, Poícos 0) , R$! 1 D* 
ro ru q 
B 
t=0 


As duas expressões para o potencial elétrico podem ser reunidas numa única, 
na forma 


OQ 
V(r) = É — Pelcos0) RAÇA rs (9.38) 
4reo 1 o (Ray So | RUA - 
B 
t=0 


onde r. é o menor entre r e D, e rs é o maior entre eles. Note que, nesta 
expressão, fazendo Rp — co, obtemos o potencial do problema de uma carga 
pontual em frente a uma esfera condutora aterrada, que já foi estudado por 
nós. Considerando Rs — 0, temos o potencial para o problema dentro de uma 
esfera condutora que contém uma carga pontual no seu interior. Por fim, se 
Ra > 0e Rp > oo, temos uma carga no espaço livre, e o potencial se reduz, 
mediante o uso da expressão 6.16, a 


1 q 


“ 4reg|r-D| 


cuja demonstração é deixada como exercício (veja o exercício 9.8). Isso encerra 
nossa discussão sobre as funções de Green para o caso eletrostático. Para 
informações sobre as funções de Green em coordenadas cilíndricas, consulte, 
por exemplo, Classical Electrodynamics, de J. D. Jackson. 
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9.5 Exercícios 


9.1 


9.2 


9.3 


9.4 


9.9 


9.6 


9.7 


Considerando o hemisfério estudado no exemplo 9.3 e visto na figu- 
ra 9.4, obtenha o potencial, em todo o espaço, para o caso Vo = 0 e 
W4 = V, sendo a = 4 rad. Obtenha também o campo elétrico. 


Utilizando o mesmo hemisfério do exercício anterior, resolva o proble- 
ma de um hemisfério submetido aos potenciais Wo = -VeV = V, 
com «q = 4 rad. Calcule o potencial e o campo elétrico no eixo z e 


em todo o espaço, bem como a densidade de carga no hemisfério. 


Uma esfera condutora de raio R tem, em seu interior, um disco de 
cargas com uma, distribuição superficial de cargas homogênea. A es- 
fera tem um potencial Vo sobre sua superfície, e o disco tem raio Rp. 
Ache o potencial elétrico em todo o espaço. 


Uma esfera de raio R, submetida a um potencial elétrico dado por 
V(R,0',4) = Vocos6"' na sua superfície tem, em seu interior, um 
segmento retilíneo condutor, de tamanho 2R, com uma carga Q dis- 
tribuída de forma homogênea sobre ele. O fio está situado no eixo z. 
a partir do qual o ângulo 8' é medido. Obtenha o potencial dentro 
da esfera. Obs.: utilize as funções delta para exprimir a densidade de 
cargas do fio, em particular as equações 4.50 e 4.51. 


Ache o potencial para o problema de um anel de cargas de raio R 
cortado ao meio e situado perpendicularmente ao plano xy. O semi- 
anel tem uma carga (Q distribuída de forma homogênea sobre ele. 


Uma esfera condutora de raio R; está submetida ao potencial Vo. 
Essa esfera está situada dentro de outra, de raio R5, submetida ao 
potencial — Vo, e entre elas existe um anel de cargas de raio Ra situa- 
do no plano xy, contendo uma carga total Q, distribuída de forma 
homogênea. Calcule o potencial elétrico na região entre as esferas. 


Um dipolo pontual de momento de dipolo 7 = po k está situado, em 
T = Rj. entre duas esferas condutoras. Sendo R; e R, os raios delas, 
com Ro > R > Ri, obtenha o potencial elétrico entre as esferas e 
estude os limites: 
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9.8 


9.9 


a) Ri 5 0. 
b) fo — 00. 
c) R4 — O ao mesmo tempo em que R$ — 00. 


Em todos os casos, compare os resultados com os já conhecidos. 


Verifique que a expressão 9.38 contém os seguintes casos-limite: 


a) RA > 0, carga pontual dentro de uma esfera condutora aterrada. 


b) Rg > 00, carga pontual em frente a uma esfera condutora aterra- 
da. 


c) R4> 0e Rg 5 oo, carga pontual no espaço livre. 


Quatro cargas Q estão situadas no plano xy, formando um quadrado 
de lado L, cujo centro coincide com a origem. Uma esfera de raio À; 
(R < >), condutora e aterrada, é colocada no meio do quadrado 
de cargas, estando seu centro também na origem. Uma segunda es- 
fera, de raio Ro (R5 > L), também condutora, é colocada de forma 
concêntrica com a primeira. Sobre esta segunda esfera, o potencial 
vale V(R5,0,4) = Vosen 28 cos 34. Ache o potencial elétrico em todo 
o espaço e estude os limites: 


a) Rj > 0. 

b) R5 > 00. 

c) R; —> 0 ao mesmo tempo em que R, — oo. 
d) Q 50. 

e) Vo > 0. 


Capítulo 10 


Campos Elétricos, II: Meios 
Dielétricos 


Ars agora estudamos campos e potenciais elétricos no vácuo ou em 
meios condutores perfeitos. Entretanto, na prática, todos os meios, mesmo os 
melhores condutores, não são perfeitos. De fato, falando rigorosamente, toda 
porção de matéria, não importando o tipo específico de elementos químicos 
que a forma, apresenta um caráter isolante, que pode ser mais ou menos pro- 
nunciado, quando ela é submetida a um potencial ou campo elétrico externos. 
No caso dos metais, esse caráter isolante é fraco, ao passo que em plásticos, 
vidros, etc. ele é bastante importante. Isso levanta duas questões. À primeira: 
como é o campo elétrico dentro de um material dielétrico submetido a um 
campo externo aplicado? E a segunda: como é o campo elétrico produzido 
por um dielétrico? Essas perguntas serão respondidas em seguida, mas, desde 
já, podemos adiantar que as diferenças existentes nas expressões para as gran- 
dezas eletrostáticas no vácuo, em condutores perfeitos ou em dielétricos, são 
pequenas em muitos casos. De fato, já poderíamos esperar isso, basicamente 
por dois motivos. Em primeiro lugar, até o momento procuramos desenvolver 
detalhadamente toda a teoria, concentrando-nos apenas em meios condutores 
perfeitos ou no vácuo, os quais, rigorosamente falando, não existem. Assim, 
teríamos feito um grande trabalho sem nenhuma utilidade e precisariamos 
partir do zero novamente, o que não parece muito lógico. 


Em segundo lugar, em todas as expressões aparece a constante de per- 
missividade elétrica eo associada ao vácuo. Seria ilógico ressaltar a existência 
dessa constante para O vácuo, que a rigor é imaterial, se as outras substâncias 
materiais também não tivessem uma permissividade elétrica ce associada. Na 
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verdade, em muitas situações importantes, toda a teoria desenvolvida até o 
momento pode ser aplicada, bastando apenas mudar a constante ey pela per- 
missividade elétrica do meio dielétrico desejado. Vejamos então o que ocorre 
com um material quando um campo elétrico externo é aplicado sobre ele. 


10.1 Visão Microscópica Qualitativa dos 
Dielétricos 


Antes de estudar os materiais dielétricos quantitativamente, vamos dis- 
cutir fisicamente os processos que ocorrem nesses materiais quando eles são 
submetidos a um campo elétrico externo. 


Do ponto de vista microscópico, um dielétrico sob a ação de um campo 
externo está sujeito a uma combinação de dois fatores: os momentos de dipolo 
intrínsecos dos constituintes do dielétrico podem ser orientados na direção do 
campo externo, ou então, se o material não tem dipolos intrínsecos, o campo 
externo pode provocar o aparecimento de dipolos elétricos induzidos. Vejamos 
separadamente cada um destes fatores. 


Quando um campo elétrico externo age sobre um dielétrico formado 
por constituintes que possuem dipolos elétricos intrínsecos, como ocorre com 
a água, esses dipolos sofrem a ação de forças elétricas, o que causa torques que 
tendem a orientar os vetores momento de dipolo na mesma, direção e sentido 
que o do campo externo aplicado (veja as seções 4.5 e 4.6), fazendo com que 
a energia potencial de interação seja minimizada. Esta orientação, porém, em 
geral não é perfeita, porque sofre também a influência da temperatura do sis- 
tema, que tende a perturbar o alinhamento, introduzindo um fator entrópico. 
À figura 10.1 apresenta uma configuração possível para um material dielétrico 
submetido a um campo elétrico externo. 


À grandeza termodinâmica que deve ser minimizada é a energia livre de Helmholtz, ou 
potencial de Helmholtz, se houver um reservatório de temperatura ou banho térmico em contato 
com o sistema, o que é normalmente o caso. O potencial de Helmholtz é escrito, em termos de 


variáveis termodinâmicas, como 
E=>=>U-TS 


onde U é a energia interna, T é a temperatura, e S, a entropia do sistema. Quando T=0, F=U, 


e temos um problema atérmico, para o qual basta minimizar a energia interna do sistema. 
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Figura 10.1: Material dielétrico formado por dipolos intrínsecos 
sob a ação de um campo elétrico externo. 


Como consequência do alinhamento parcial dos vetores momento de 
dipolo na direção e sentido do campo externo aplicado, aparece, em cada 
volume V do material, onde V é pequeno o suficiente para ser tratado como 
infinitesimal do ponto de vista macroscópico, mas grande o suficiente para 
conter vários momentos de dipolo microscópicos (V é conhecido como volume 
mesoscópico), um momento de dipolo microscópico resultante Ap, que é a 
soma dos momentos de dipolo individuais, ou seja, 


Ap=> D 
) 


É conveniente dividir esta grandeza pelo volume V, para obter uma outra, 
que é independente do tamanho desse volume, conhecida como polarização 
elétrica, ou polarização, P, dada por 


- 25» (10.1) 


Note que, antes de o campo elétrico ser aplicado, os momentos de dipolo es- 
tavam orientados aleatoriamente, e assim, P=0. Quando o campo elétrico é 
ligado, os dipolos se orientam, produzindo um P * 0. À unidade da polari- 
zação é C/m*, já que a unidade do momento de dipolo é C.m. 


Os dipolos, ao se orientarem na direção e sentido do campo elétrico ex- 
terno, produzem eles próprios um campo elétrico É; macroscópico résultante, 
que é a soma vetorial dos campos elétricos gerados por cada dipolo. O campo 
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elétrico de um dipolo é mais intenso na região central entre as duas cargas 
que o compoõe, e, pela equação 4.30, discutida logo antes da seção 4.6, nessa 
região o campo elétrico tem sentido “oposto ao do vetor momento de dipolo, o 
que significa que o campo elétrico Eu. que é a soma dos campos elétricos dos 
dipolos, é orientado, principalmente, na direção do campo externo, mas no 
sentido oposto, o que diminui o valor do campo elétrico macroscópico dentro 
do dielétrico. Quando isso ocorre, os próprios dipolos são atingidos, pois sua 
orientação é devida ao campo elétrico total que age sobre eles, e assim, O cam- 
po produzido por eles afeta e é afetado sucessivamente pelo campo externo, 
até que se chega à situação de equilíbrio entre o campo externo e o campo E; 
produzido pelos dipolos. Mesmo na situação de equilíbrio, e isto é Importan- 
te, o campo elétrico Ein macroscópico dentro do dielétrico é menor do que o 
campo externo. Esta situação é apresentada na figura 10.2. Note que o campo 
elétrico que atua sobre um dipolo individual não é o campo macroscópico E ou 
Eint: e sim um campo elétrico microscópico molecular Em: que será discutido 
em maiores detalhes na seção 10.4. Vamos agora verificar o que ocorre com os 
dielétricos formados por constituintes que não possuem momentos de dipolo 
intrínsecos. 


ntitçto! 
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Figura 10.2: Dielétrico formado por dipolos intrínsecos 
sob a ação de um campo elétrico externo € , 
e formação do campo elétrico dos dipolos Es 
e do campo total interno macroscópico Ent. 


Um material dielétrico que não possui momentos de dipolo intrínseco 
também pode sofrer a influência de campos elétricos externos. Isso porque, 
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apesar de não ter moléculas ou outros constituintes polares, ele é formado por 
apolares, nos quais o centro “geométrico” das cargas positivas coincide com o 
centro das cargas negativas, como na figura 10.3, desde que o campo elétrico 
externo esteja desligado. 


constituintes de 
um dielétrico apolar 


Figura 10.3: Constituintes apolares de um dielétrico 
sem momentos de dipolo intrinseco. 


Quando o campo externo é ligado, as cargas negativas e positivas, que 
antes estavam, em média, na mesma posição, sofrem a ação do campo elétrico 
e da força elétrica por ele causada, de modo que eles se separam por uma 
certa distância. Essa separação não aumenta indefinidamente, porque também 
existe a força elétrica entre as cargas, que, afinal, é o fator responsável pela 
existência das moléculas do dielétrico. Assim, é como se cada molécula fosse 
“esticada”, estando as cargas negativas unidas às positivas por uma “mola” 
microscópica, como pode ser visto na, figura 10.4. 


constituintes de um 
dielétrico apolar “esticados” 


rd pelo campo elétrico N, 
+ Jo 


| = 
É, 


Figura 10.4: Dielétrico apolar sujeito a um 
campo externo não-nulo. 
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Quando o campo externo é novamente desligado, as “molas” fazem com 
que as cargas voltem a ficar situadas no mesmo lugar. Quanto maior o campo 
externo, mais distendidas ficam as molas, e se o campo for muito grande, as 
moléculas são partidas, como ocorre com uma mola submetida a um esforço 
muito grande, e o material pode ser destruído. 


E fácil perceber, da figura 10.4, que o campo externo induz a formação 
de dipolos elétricos, chamados, por esse motivo, de dipolos induzidos. Os ve- 
tores momento de dipolo dos dipolos se orientam na mesma direção e sentido 
que o do campo externo, e assim, aparece uma polarização P. da mesma 
forma como no caso dos dipolos intrínsecos. De fato, após a formação dos 
dipolos induzidos, os dois processos se assemelham muito, porque, como o 
campo elétrico produzido pelos dipolos é mais intenso na direção do vetor 
momento de dipolo, mas no sentido contrário, aparece um campo elétrico Ei 
macroscópico devido aos dipolos, orientado na direção contrária à do campo 
externo, e desse modo, o campo total macroscópico Eint dentro do dielétrico 
fica menor do que o campo externo, da mesma forma como ocorre quando 
os dipolos são intrínsecos. Como, em geral, as substâncias são formadas por 
constituintes polares e apolares, o campo elétrico externo aplicado orienta os 
dipolos intrínsecos na direção e sentido do campo externo, além de produzir 
dipolos induzidos, que também se orientam da mesma forma que o campo ex- 
terno. Esta orientação dos dipolos, todavia, significa que o campo elétrico Eis 
gerado por eles é mais intenso na mesma direção, só que no sentido oposto, do 
campo externo, o que produz um campo elétrico macroscópico Eint menor do 
que £ dentro do dielétrico. Esta é uma descrição qualitativa bastante boa para 
o comportamento dos dielétricos em presença de um campo elétrico externo, 
desde que ele não seja muito intenso. Quando ele é, a rigidez dielétrica do 
material pode ser quebrada, e ele passa de dielétrico a condutor, como ocorre 
com o ar próximo ao pára-raios em dias de tempestade, o que foi discutido 
no exemplo 6.3, na explicação que inicia na página 346. Assim, estaremos 
limitados a campos elétricos não muito intensos. Outro fato a ressaltar é que, 
como todos os materiais são formados por átomos, moléculas, etc., todos eles 
respondem ao campo elétrico externo. No entanto, nos condutores, as “mo- 
las” que seguram os elétrons aos íons positivos são muito fracas e podem ser 
facilmente rompidas, o que já não ocorre nos isolantes, em que as ligações são 
bastante fortes. Às ligações nos metais, chamadas ligações metálicas, perten- 
cem ao primeiro caso, enquanto as ligações covalentes e iônicas estão entre os 
do segundo. 
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Uma explicação mais completa do que a apresentada passa, necessariamente, por conceitos 
de Mecânica Quântica. Entretanto, podemos ter uma idéia do processo, considerando a figura 10.5, 
que representa os potenciais elétricos produzidos pelos íons positivos pertencentes a um material 


sólido que possui! um certo ordenamento cristalino. 


v 


Figura 10.5: Poços de potencial característicos de materiais cristalinos. 


Os elétrons do material estão “amarrados” ou “presos” dentro dos poços de potencial, sendo 
que o “fundo” do poço é representado pela energia Lo. Quanto mais “raso” o poço, menor a energia 
necessária, para tirar os elétrons de dentro dele, e assim, campos elétricos extremamente fracos são 
suficientes para fornecer esta pequena energia, o que faz com que o material se comporte como 
um bom condutor. Se o poço for “profundo”, é preciso muita energia para tirar os elétrons de 
dentro dele, e o campo elétrico deve ter uma intensidade um pouco maior, o que caracteriza um 
material isolante. Se o campo for intenso, os elétrons são arrancados dos poços de potencial, o 
que corresponde a quebrar a rigidez dielétrica do material, fazendo com que ele se torne condutor. 
Para maiores esclarecimentos sobre estes processos, consulte livros de Estado Sólido, Estrutura da 


Matéria e Mecânica Quântica, alguns dos quais estão listados nas referências bibliográficas. 


Estudada qualitativamente a influência de um campo externo num ma- 
terial dielétrico, o próximo passo seria o estudo quantitativo desse efeito. An- 
tes, porém, é importante verificar o campo elétrico produzido por um material 
dielétrico. 


10.2 Campo Elétrico de um Dielétrico 


Vamos considerar Inicialmente um material dielétrico que preenche todo 
o espaço. Esse material pode ser dividido em elementos de volume AV me- 
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soscópicos, isto é, infinitesimais do ponto de vista macroscópico, mas grandes 
o suficiente para conter várias moléculas de dielétrico. Em cada um desses vo- 
lumes existe uma densidade volumétrica de cargas reais p, e uma polarização 
elétrica P, que é, pela equação 10.1, o momento de dipolo total (intrínseco ou 
induzido) Ap dentro do volume AV. dividido por AV. Considerando que AV 
é bem pequeno, cada um desses volumes produz uma certa contribuição para 
o potencial elétrico gerado pelo dielétrico, e a soma, destas parcelas produz o 
potencial elétrico total. O potencial elétrico gerado no ponto 7 pelo elemen- 
to de volume AV situado em 7” é dado pela soma de um termo referente à 
carga que existe dentro do volume AV, dado por p(7)AV, com outro que 
está associado ao momento de dipolo total Ap = PAV. Assim, usando as 
equações 5.14 e 5.33, temos 


LO d(FDAVOo 1 (PAV)-(r-r) 


AVtr) =— A E A 
(1) dreo |r—r'| ATeo pr — 3 


ou 


AV(F) = pra [a pa av 


ÁTEO P—r'| ir 


À soma de todas as contribuições dá o potencial elétrico total. Tratando AV 
como infinitesimal, temos: 


À expressão 5.9 é 


sendo que o operador V age sobre as coordenadas 7, sem linha. Entretanto, 
queremos que ele atue sobre as coordenadas 7”, e neste caso, temos 


feia] a 


cuja demonstração é deixada como exercício (veja o exercício 10.1). Uma vez 
obtida esta equação, a expressão 5.9 fica 
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que, substituída na equação do potencial, resulta em 


ve) =: 1 [ | + P(r)v' [=|| 


Agora, temos que 


V! P(r') — Pp —+ | V!' l l V!' Pp —» | 
lir="1 5H at aÃ 


r— 7! 


Integrando os dois lados desta expressão no volume V, obtemos 


(So [serlia)o=[ê8to 


ou 


O teorema do divergente 1.54 estabelece que 


[ v:Bav=4 Bda 
V Ss 


e assim, podemos reescrever o primeiro termo do lado direito da penúltima 
equação como 


[Pe valav=4 PEA Re VP) ay 
y F=7 sh =" 


onde 5 é a superfície que delimita o volume V. Agora, voltando à equação do 
potencial elétrico, obtemos . 


v(r) = — / AT) 


V rr! 
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Nesta expressão, os termos P.ne-V.P têm unidades, respectivamente, 
de carga por unidade de área e carga por unidade de volume. Além disso, 
eles são funções escalares derivadas da polarização P. Por causa disso, vamos 
definir a densidade volumétrica de carga de polarização pp, dada por 


pp=—V: P (10.4) 


associada à maior ou menor homogeneidade da polarização dentro do volume 
V, e também a densidade superficial de carga de polarização op, através de 


mp 


op=P.n (10.5) 


que está ligada à componente da polarização em S orientada na direção nor- 
mal à superfície. Essa densidade superficial existe apenas nas superfícies que 
formam os contornos do dielétrico. Em termos destas quantidades, o potencial 
elétrico 10.3 pode ser escrito alternativamente como 


p(r” l or(T) na 1 a 


- po), 7 — q! " ares gr —r!| 


V(7) 


onde fica claro que as contribuições para o potencial elétrico vêm da carga 
real líquida dentro do dielétrico, representada por p, da carga volumétrica de 
polarização, associada a pp, e da superfície 9 que delimita o dielétrico, ligada 
à densidade de carga superficial op. No caso em estudo, em que o dielétrico 
preenche todo o espaço, não existe superfície, ou ela pode ser considerada 
infinita. Assim, o termo de superfície na expressão 10.3 se anula e podemos 
reunir as duas integrais de volume em uma só, ou seja, 


V(7) = — IR aus, NE ay 


r—r'l r— | 


Ou 
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Vamos comparar esta expressão com a equação 5.12 para o potencial elétrico 
no vácuo. 


v(m)=L/ MO ay 


4reo Jy |r—T'| 


Da comparação, vemos que elas são Idênticas, se entendermos a grandeza 
o(F) — V'. P(FN) = p(7) + pp(F") como sendo uma densidade de cargas 
“efetiva”. Com essa densidade de cargas, a primeira lei de Maxwell 4.14 na 
forma, diferencial fica 


que pode ser reescrita como 
oV É = o-V-P 
ou 
oV-E+V- p =p 
ou ainda, 
V-lo£+P|=p 


A grandeza entre colchetes é conhecida como deslocamento elétrico D, isto é, 


—+ 


D=E+P (10.7) 


Observe que o deslocamento elétrico D tem a mesma unidade que a polari- 
ZAÇão P, dada em C/m/, e ela é diferente da unidade do campo elétrico E. 
Assim, embora o deslocamento elétrico esteja associado ao campo elétrico, ele 
não é um campo elétrico. Com esta definição, temos 


V.D (10.8) 


I 
Vo 


que é a primeira lei de Maxwell, agora válida para qualquer meio, escrita 
em termos do deslocamento elétrico. Para retornarmos ao campo elétrico, 
devemos notar que, no vácuo, P = 0, e assim, 
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— ar 


em Ené 


Analogamente, num meio “qualquer, caracterizado por uma permissividade 
elétrica e, a relação entre De E fica, então, 


—+ 


= €€ (10.9) 


e assim, a primeira lei de Maxwell 10.8 pode ser escrita como 


V.eê=p 
ou 
V.E=O (10.10) 


Note que a única diferença entre as expressões 4.14 e 10.10 é a constante e, 
que caracteriza o meio. Assim, a lei de Gauss 4.12, que é a primeira lei de 
Maxwell escrita na forma integral, fica, simplesmente, 


A E.nda = & (10.11) 
SG 


€ 


ou, em termos do deslocamento elétrico, 


f 


Aqui vale lembrar que Q é a carga total líquida dentro de uma superfície 
gaussiana 9g que delimita um volume V dentro do dielétrico. Além disso, 
reunindo a expressão 10.10, 


9 
> 
e. 
A 
&S 


(10.12) 


com a relação of, 


O 
| 

< 

<A 


percebemos que o potencial elétrico satisfaz a equação 


V.[-vv] =E 
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ou 


v2y=-É 


ç 

que é a equação de Poisson 6.1, apenas com e no lugar de eo. Por fim, quando 
não há cargas livres no volume V, p = O e a equação de Poisson torna-se a 
equação de Laplace 6.2, 


Viv =0 


À conclusão é que toda a teoria e todos os resultados obtidos até agora para O 
vácuo ou para meios perfeitamente condutores ficam completamente idênticos 
quando estamos dentro de um meio dielétrico infinito, que preenche todo o 
espaço, bastando apenas substituir eo, a permissividade elétrica do vácuo, por 
e, a permissividade do dielétrico. 


Os resultados anteriores são muito importantes, porque esclarecem que 
a diferença entre um meio dielétrico infinito, o vácuo e um condutor perfeito 
é mínima e se reduz a uma simples constante. De fato, esses resultados vão 
além disso. À lei de Gauss 10.11 relaciona o campo elétrico produzido sobre 
uma superfície gaussiana Sg com as cargas () situadas dentro do volume V 
do dielétrico delimitado por essa superfície gaussiana SG. Às cargas situadas 
fora de Sg não contribuem em nada nesta equação. Assim, ela, na realida- 
de, independe do tamanho do dielétrico, ou da condição de ele ser finito ou 
infinito. Ou seja, ela permanece válida para um meio dielétrico infinito ou 
para um dielétrico de volume V finito e é absolutamente geral. Para facilitar 
o entendimento dessa aparentemente surpreendente conclusão, vamos consi- 
derar a figura 10.6, que apresenta uma superfície gaussiana Sg dentro de um 
dielétrico qualquer. 


Figura 10.6: Uma superfície gaussiana Sg dentro de um dielétrico. 
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A lei de Gauss 4.12 usual para este caso é 


Ê E.nd4 = CHWP (10.13) 
Sa EQ 


onde () é a carga líquida real dentro da superfície gaussiana Sc, e Qp é a 
carga total de polarização dentro de Sg. Esta expressão pode ser reescrita 
como 


cod E-ndAÁ=Q+40p 
SG 


À carga total de polarização dentro de Sq é obtida mediante o uso das ex- 
pressões 10.4 e 10.9, que são, respectivamente, 


pp=-V-P 


que é a densidade volumétrica de cargas de polarização, e 


rmih 


op =P.n 


que é a densidade superficial de cargas de polarização, existente nos contornos 
do dielétrico. À carga total de polarização pode ser calculada mediante a 
soma da integral da densidade volumétrica de cargas pp em todo o volume V, 
definido pela superfície Sg, com a integral de superfície de op sobre So. No 
entanto, Sg é uma superfície gaussiana, não uma fronteira real do dielétrico, 
e não contribui para o cálculo. Assim, a carga total de polarização dentro do 
volume V é dada apenas pela integral de volume de pp, isto é, 


Qr=[ prav=-[ v.Pav 
V V 


Aplicando o teorema do divergente à integral acima, obtemos, por meio de 
uma manipulação matemática, 


Qp = — Ê P.ndA 
SG 
De posse desta expressão, a lei de Gauss inicial fica 


co À E -.ndA=Q- P.ndA 
So fe: 
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ou 


A GÊ vinda + P.ndA=Q 
Sa So 


ou, reunindo as duas integrais numa, só, 


fito 


Com a definição 10.7 para o deslocamento elétrico, 


Ou 
+ 
MN) 
S> 
a, 
> 
j 
&S 


pp + 


D=0E+?P 


fe 


que é a lei de Gauss em termos do deslocamento elétrico, dada pela expres- 
são 10.12. Com a utilização da relação entre o deslocamento elétrico e o campo 
elétrico definida pela equação 10.9, encontramos 


obtemos 


9: 
> 
a 
A 
| 
&S 


A CE -ndA = Q 
Te: 


ou 


que é a expressão 10.11 para a lei de Gauss no dielétrico envolvendo o campo 
elétrico. Note que esta expressão depende apenas da carga real (), enquanto 
na equação 10.13, que é 


Ê Fada - CUP 
G 


CÚ 


aparecem as cargas reais e as de polarização. À substituição de eo por e 
faz com que as cargas de polarização sejam incluídas implicitamente nesta 
constante. Portanto, dentro de um dielétrico qualquer, o campo elétrico po- 
de ser calculado mediante a equação 10.11. E para uma. generalização ainda 
maior, esta equação também serve para calcular o campo elétrico produzido 
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pelo dielétrico fora dele. Para demonstrar isso, partimos novamente da lei de 


Gauss 4.12 usual, que é 
Ê E.ndA = Q+Wp 
Sc ãy 


onde agora Sq é uma superfície gaussiana que envolve todo o dielétrico, como 
indica a figura 10.7. 


Figura 10.7: Superfície gaussiana Sg envolvendo um dielétrico por inteiro. 


A lei de Gauss pode ser reescrita como 


F Di 


EO E.ndA=Q+0Qp 
SG 


sendo que, agora, a carga de polarização é dada por 
Up - [ po dV + dopdA 
| V s 


pois existe uma superfície de contorno do dielétrico dentro da superfície gaus- 
siana !, Utilizando as definições 10.4 e 10.5 para as densidades de carga de 
polarização. achamos 


qr =- | V.Pav + 4 Perda 
V S 


O teorema do divergente pode ser usado para transformar qualquer uma des- 
sas integrais, e o resultado é independente da escolha que fizermos. Optando 
por transformar a primeira, encontramos 


* À superfície gaussiana novamente não contribui para a integral. 
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Ou 
Op =0 


o que já era esperado, pois Qp é a carga total induzida no dielétrico pelos 
processos de polarização discutidos na seção anterior, e, é claro, nenhum desses 
processos cria cargas do nada, apenas ocorre a formação ou orientação dos 
dipolos microscópicos. Assim, a lei de Gauss fica é 


eo p É.ndA=Q 
SG 


ou 


Ê E nda = € 
SG 


€0 


ou ainda, como estamos fora do dielétrico, no vácuo, onde P = 0,e D = € 


? 
D.ndAÃ=Q. 

So | n 

que é novamente a expressão 10.12. Sua contrapartida diferencial é a equa- 


E] 


ção 10.8, " 
v.D= p 


e ambas representam a primeira lei de Maxwell do Eletromagnetismo, mesmo 
para o caso de campos dependentes do tempo, como veremos oportunamente, 
e elas têm uma validade extremâmente géral. 


De fato, devemos ressaltar esta conclusão. A primeira lei de Maxwell do Eletromagnetismo, 
dada pelas equações 10.8 ou 10.12, é apenas uma forma de descrever, em linguagem matemática, O 
fato físico mais fundamental de que as cargas elétricas são geradoras de campo elétrico. Esse fato 
físico não muda, estejam as cargas paradas ou em movimento, e sejam os campos gerados por elas 


“estáticos ou dependentes do tempo. 


A lei de Gauss é particularmente útil em problemas que exibem alto 
grau de simetria, como os que foram estudados na seção 4.4. Para um caso 
geral, ela pode não ser muito eficaz. Devemos, então, utilizar a equação 10.5, 


658 10. CAMPOS ELÉTRICOS, II: MEIOS DIELÉTRICOS 


“4reoly | —7'| 


1 (5! A ! ro. 3/2! 
+ Prof . “dA — HO) ds av 
dreoJo | —T'| 4reoJy |r—r'| 


para o potencial elétrico no ponto 7, que é válida para qualquer situação, den- 
tro ou fora do dielétrico. Obtemos o campo elétrico desta expressão mediante 
o gradiente negativo, ou seja, 


E = —VV(r) 


ou, utilizando as definições para as densidades de carga de polarização, 


=>! 
E= [opa [av 
ATE V r— gr! 
=— f q! 
a p vj elas | a pe | av 
4reoJs [|r—r' 4reoJy (lr—r!'| 


Os operadores agem apenas sobre as funções das coordenadas 7, e assim, 
temos 


—— Ei 10.14 
a PACO e Sp + qe f oPFNESSa dA (104 


que é o campo elétrico em qualquer ponto do espaço, dentro ou fora do 
dielétrico. Vejamos agora alguns exemplos envolvendo os conceitos estuda- 
dos até o momento. 
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Exemplo 10.1. Considere uma barra de seção reta retangular, de lados a 
e b e comprimento L, como mostra a figura 10.8. Essa barra é feita de um 
material drelétrico de permissividade e, e ela possus uma polarização dada por 


P = Pozk 


onde Po > O. Encontre as densidades de carga de polarização e a carga total 
de polarização. 


y 


Figura 10.8: Barra retangular dielétrica de tamanho L e permissividade E. 


A densidade volumétrica de carga de polarização é obtida através da 
equação 10.4, isto é, 


pp=-V.P 
10 50 40 
-—fião +5o + ão] -Pozk 
pp = —Po 


“ea carga de polarização devida à densidade volumétrica torna-se 


Qpy = | prdV 

V 

Qry == | PodV 
V 
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py -Po | dv 
Qpy — —PçabL 


A densidade superficial de carga de polarização pode ser encontrada mediante 
a equação 10.5, e devemos atentar para o fato de que existem seis superfícies 
na barra. Assim, iniciando com a superfície no plano xy com z = 0, temos 


n=-—k, e então, 


aa 


À superfície no plano xy com z = L tem como versor normal n = k, e a sua 
densidade superficial é 


op(z E L) —— PoLk - k 
op(z =L) — PoL 


À superfície no plano zz, com y=Ô, tem um versor normal à = —J, e assim, 


Da mesma forma, o versor normal à superficie em y = b vale A = J, e desse 
modo, 


op(y=b)=Pozk-j 
op(y =b) = 
Por fim, as superfícies no plano yz têm normais 2 = -Lemz=0,efn= 1, 


em x = a. Às densidades superficiais ficam 
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À carga superficial de polarização pode ser obtida mediante a integral de 
superfície das densidades superficiais de carga de polarização. Como a única 
densidade superficial não-nula ocorre no plano em z = L, temos 


Ops = | on(r=I)dA 


- [ PoLda 
o 


— Pol | dÃ 
o) 
ps — PoLab 


A carga total de polarização é a soma das cargas de polarização volumétrica 
e superficial, ou seja, 


Op — py + ps 
= —PoLab+ PoLab 


dp =0 


e assim, a carga total de polarização é nula, como deve ser. 


Exemplo 10.2. Uma esfera dielétrica descarregada de raio R e permissivi- 
dade e tem uma polarização P uniforme, orientada no sentido positivo do eixo 


z, como mostra a figura 10.9. Calcule as densidades de carga de polarização 
ce o campo elétrico dentro da esfera, no eixo 2. 


Figura 10.9: Esfera dielétrica de permissividade e 
e polarização homogênea P = Pk. 
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A densidade volumétrica de polarização pode ser calculada através da 
equação 10.4, e ela fica 


pp=-V:P 


pp =0 


Este resultado já era esperado, pois a polarização é uniforme e seu divergente 
deve mesmo ser nulo. À densidade superficial de carga de polarização sobre a 
superfície da esfera é encontrada mediante a expressão 10.5, isto é, 


oplr=R)=Pk-n 


O versor normal à esfera é dado pelo versor f em coordenadas esféricas. Assim, 
utilizando a expressão 1.38 para escrever o versor k em coordenadas esféricas. 
temos 


k = cos0f — sen0 8 
e dessa forma, 
op(r = R) =P (cos0f — sen06) -£ 
op(r=R)=?P cos 


Lembrando que o elemento de área para r fixo em coordenadas esféricas é 
obtido através da equação 1.49, temos, para a carga superficial de polarização, 


Qrs = | on(r=RJdA 


Tm pnZa 


— / P cos 6 Rº sen 9dodo 
O “0 
— PR? / | ui cos à sen do 
Ups = mRêp | cos 8 sen 6d6 
Ô 


Para realizar esta Integral, fazemos 
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u = sen” 6 
du = 2senê cos db 
E — sen é cos 6d6 


e assim, obtemos 


* du 
Qps = 27R?P [ — 
o 2 
2 2 917 
=TR P |sen 01, 
Ps — Õ 
Este resultado também Já era esperado, pois a carga de polarização vo- 


lumétrica é nula, bem como a carga total de polarização, o que implica que a 
carga superficial de polarização deve se anular. 


Para encontrar o campo elétrico no eixo z dentro da esfera, inicialmente 
calculamos o potencial elétrico, através da equação 10.6, ou seja, 


v(7) = — / AD my. 1 | ori) 24 + 5 [ or) ay 


Areo Jy |7 — 7] dmeo Jg lr — 7] 4Teg vir! 


sendo que a densidade de cargas real p é nula, pois a esfera está descarregada. 
Além disso, como a densidade volumétrica é nula, resta apenas a integral de 
superfície nesta expressão. Os termos 7 e 7! aparecem na figura 10.10. 


Figura 10.10: Vetores 7 e 7 para a esfera dielétrica de permissividade 
e e polarização homogênea P = Pk. 
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Da figura, temos 


7” = Rsen6'cosg'i+ Rsen9'send'j+ Rcos6' k 
r—r'= -Rsen6'cos 4! i — Rsen6'sen d'3 + (2 — Rcos 9") k 


r—-r'|= vR2sen29' +22 —-2z2Rcos6! + Rºcos2 0 
r-ri=VR?-22Rcos60' +42? 


e o potencial elétrico no eixo z fica 


[| 21 Pe cos so Pcos6! Rº sen 6'do' dg! 


” Axeo VR2 -922Rcos0! + 22 
o PR? | 6] 97 cos 8' sen 9'dB' 
ÁTEO Ó 0 Rº- 22zRcos6' + 2Z2 


RêPp [” cos 89º sen 0'd6' 


V(e)=>— | <-> 
2€0 0 Rº —- 2zRcos0' 4 22 
Para realizar esta integral, vamos definir 


u=R?-922Rcosb! +27 
Rºe+2z2—-u 

22h 
du = 2zR sen 6'dB' 


cos 6º = 


d 
5 = send'db! 
9 =0>um=Rº-2Z2R+27=(R-2) 


9 =r>uw=Ri4+2R+2Z=(R42) 


e assim, 


9 ua Rºtz*—u du 
V 2) — RP 22R  2zR 
2€0 1 Vu 
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V(z) = Px +2) 2 2 Lo tda 


822€0 uu 822603 
“+2 3.3 
Vtz) = O [ym vm - im E us — ur 
V(z) = ds) +) IME + R)2 — V(R — | 


bo fãs 
| 
— 
É 
| 
Q 
e 
No 
Le] 
to Go 
Ne es? 


— ma (R + 2 


Aqui é preciso tomar cuidado, pois 


— > 
VE = nes (Dre des 


Zz— R, R<gz 


No nosso caso, R > 2, e assim, 


2 492 
V(z) = is Z +R-—-(R-— z)| — Do (R + FA — (R — 2] 
21452 
V(2) = O (os ar [+ = (R=29] 
ou ainda, 


2144? 
V(2) = P(Rê + 22) P ( 


of 3 A 
22€0 1222€0 R+ 7) tê 7) | 


Temos também 


(R+ZP=(R+N)URA+Z) 

— = (Rº +22R+2)(R+4 2) 

— Ré+22Rº + R% +aR + R+ 2 
(R+2))=Rê+32R AIR 4% 
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(R- 2º =(R-20HR- 2) 
=(Rº-2R+42)(R-—2) 
=Rº-2Z2Rº+ Ro -zRê4+22R- 2 
(R-0)º=Rº-32Rº4+3RZ — 
e assim, obtemos 
(R+))-(R-9))=Rº+3ZR AIRE + 7º — (Rº —32Rº +3Rg — 2º) 
=Rº+32R+3RZ +27 RAR IRES 
(RA) -(R-2)º =2A3Rº 4 2º) 


Com este resultado, o potencial fica 


“P(R4+2) P 


A Va 2 2 
Vez) = 22€0 1222€0 2a(Sk +27) 
ou 
P(RÍ + 2º) P 24.2 
Ve) = 22€0 o 02€n + 2) 
ou ainda, 
2 2 
v() = PR, Pe PR Po 


E 22€0 2€0 22€( Õ€g 


ou finalmente, 


O campo elétrico pode ser obtido mediante o gradiente negativo do potencial 
elétrico, ou seja, 


E(2) = — 2 Il pl |D2 
E Ox “ay Oz | 3€0 
Pa 
o S€0 
a: 
(2) “3 


e o campo produzido pela esfera no eixo z é proporcional à polarização P e 
tem sentido contrário ao desta, como deve ser. 
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O campo elétrico e o deslocamento elétrico estão relacionados pela ex- 
pressao 10.9, 


D — e£ 


Da mesma forma, para um grande número de materiais, a polarização P pode 
ser associada ao campo elétrico E, através de 


P =xE (10.15) 


onde x, chamada de susceptibilidade elétrica, é uma propriedade do material 
que está associada também à permissividade, já que podemos escrever 


D=0E+P 

E = E +xE 

cE = (eo +3)E 

e— eG+X 

X=€-—€ (10.16) 


Existe anda uma outra grandeza importante, que é a razão entre a permissi- 
vidade elétrica e do meio dielétrico e a permissividade ey do vácuo, ou seja, 


K=< (10.17) 
EQ 


que é chamada de constante dielétrica do meio. À tabela 10.1 apresenta os 
valores desta grandeza para alguns materiais usuais. Observe que a constante 
dielétrica é sempre maior ou, no máximo, igual a um (K > 1). 


Um dielétrico que segue as expressões 10.9 e 10.15, as quais são, respec- 
tivamente, 


D = eÊ 


P=xê 


é chamado de dielétrico linear e isotrópico. Ele é linear quando a relação entre 
o campo elétrico, a polarização e o deslocamento elétrico é linear, e isotrópico 
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Tabela 10.1: Valores da constante dielétrica para algumas substâncias. 


quando possul uma única susceptibilidade elétrica, independente da direção 
espacial em que ela é medida. Para campos não muito intensos, a grande 
maioria dos materiais dielétricos comporta-se de forma linear e isotrópica. 
Quando o campo elétrico fica muito intenso, a relação pode tornar-se mais 
complicada, e além disso, o sistema pode ter sua rigidez dielétrica rompida. 
passando a comportar-se como um condutor, e não mais como um isolante. 
À susceptibilidade x depende das variáveis termodinâmicas do sistema, em 
particular a temperatura. Portanto, a permissividade € e a constante dielétrica 
K também são influenciadas por estas grandezas, principalmente no que se 
refere a materiais líquidos e gasosos. Por isso, aparecem as condições em 


que foram medidas as constantes dielétricas para alguns dos materiais da 
tabela 10.1. 


Quando o dielétrico não é isotrópico, ele é dito anisotrópico. A calcita é um exemplo deste | 


tipo de material. Neste caso, as relações 10.9 e 10.15 devem ser substituídas por 


D=€.E 
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onde € é agora o tensor permissividade elétrica e X é o tensor susceptibilidade elétrica. O material 
apresenta uma permissividade e uma susceptibilidade que dependem da sua orientação em relação 
a um sistema de eixos e a situação fica bem mais complicada, mas a primeira lei de Maxwell 10.8 
continua válida. Nós vamos estudar apenas materiais isotrópicos, e os interessados em maiores 


detalhes com relação aos anisotrópicos devem consultar as referências bibliográficas. 


Exemplo 10.3. Calcule o campo elétrico, o deslocamento elétrico e a pola- 


rização produzidos por uma carga Q imersa num meio dielétrico anfimto de 
permissividade e. 


O campo elétrico gerado pela carga () pode ser calculado por meio da 
lei de Gauss 10.11, isto é, 
A Ends = O 
Sc E 


Vamos considerar uma superfície gaussiana esférica de raio r em torno da 
carga (Q, de modo que o versor normal à superfície seja à — £. O campo 
elétrico deve ter uma simetria esférica radial, e assim, É = +€ £, onde o sinal 
positivo representa o campo gerado por uma carga positiva e o sinal negativo 
está associado a uma carga negativa. Obtemos, portanto, 


A +é r.rdA = Q 
Se € 
sed ds=L 
Te € 
+E4nrº = 
E 
1 Q 
É=Ii— 
Are 72 
ou, em termos vetoriais, 
- 1 Q. 
=———T 
Are 72 


Note que o campo elétrico produzido por uma carga () no vácuo é 


1 OQ. 
f 
ATen Tr? 


jo 
U 


de modo que a razão entre os módulos dos campos elétricos fica 
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AQ 
é — 4mer? 
E 1 Q 
U Aneo 1? 

€0 

€ 

EQ 
É — — 1 

€ 


Lembrando que a constante dielétrica K é dada pela expressão 10.17, 


K = — 
€0 
temos 
És 
E=L 
K 


e como K > 1,é < é. Ou seja, o campo elétrico de uma carga Q no vácuo é 
sempre maior ou, no máximo, igual ao campo elétrico gerado por uma carga 
() imersa num dielétrico. O dielétrico atenua o campo elétrico por um fator 
igual à constante dielétrica do meio. Podemos entender isto facilmente se 
observarmos a figura 10.11, que apresenta uma carga Q positiva dentro de 
um dielétrico de permissividade e. 


” " 


ear, 


momentos 
de dipolo 


» superfície 
/ di it , Bo g AUSS ia na 


Figura 10.11: Uma carga Q positiva imersa num 
meio dielétrico de permissividade e. 


Na figura aparece também a superfície gaussiana esférica de raio r, 
assim como os dipolos induzidos ou intrínsecos que constituem o dielétrico, 
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orientados na direção radial em relação à carga Q. Os dipolos se distribuem 
de forma homogênea dentro da gaussiana, e os vetores momento de dipolo 
ficam no sentido de £, para fora. Isto faz com que surja um campo elétrico 
produzido pelos dipolos, orientado na direção radial, só que no sentido de —f, 
ou seja, para dentro. Ássim, o campo produzido pela carga se soma com O 
campo produzido pelos dipolos, e o resultado é um campo mais fraco por um 
fator K, como mostramos acima. Trata-se de um resultado geral, válido não 
apenas para uma carga pontual, mas também para qualquer distribuição de 
cargas. Utilizando esse resultado, e lembrando os conceitos de campo elétrico 
macroscópico gerado pelos dipolos, Ei e campo elétrico macroscópico total 
interno, Em discutidos na seção anterior, podemos relacioná-los através de 


-— —+ 


Ent =— É + É, 


jp 


| 
Cint = =€ 
K 
que são equações para os campos macroscópicos. Podemos calcular também 
o deslocamento elétrico, por intermédio da equação 10.12, que é 


D.ndA=Q 
SG 


O deslocamento elétrico também deve ter uma simetria radial, e assim, D = 
+Df. O resultado é 


Ê +Di-tdA=0 
SG 


+D dA = OQ 
SG 
+D4nr” = Q 
() 
D=+ 
Ary? 
“ou, em termos vetoriais, 
- O 
D — 
Amr2 


Observe que a relação 10.9 entre o deslocamento e o campo elétrico é verifi- 
cada, pois 
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1 Q. 
d = 
> 10. 
d = n3f 

E=D 


O deslocamento elétrico, a polarização e o campo elétrico estão relacionados 
pela equação 10.7, ou seja, 


D = QE + P 
Portanto, a polarização é 
P — D — E 
e assim, obtemos 
3.0 Q.. 1 Q. 
P = r—- co — St 
Ang? Dare r? 
| ce / 4rr? 
li Q.. 
=(1—— r 
K / 477? 
2 K-1Q R 
2 K 4nr? 
P=—— 
K 
ou, em termos das permissividades, 
+ ETs 
P=2-D 
€o 
E— €O 
— - D 
EQ 
— €—EgR 
e 
= (€— en)É 


of 
] 

aa 
On 
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de forma que a expressão 10.15 também é verificada. À polarização pode ser 


escrita expressamente como 


À densidade volumétrica de carga de polarização, mediante o uso do operador 


V em coordenadas esféricas dado pela expressão B.16, é 


pp = 


PP 


O divergente da função entre colchetes é dado pela expressão 4.18, que é 


Por e 
Ve. ER = 4rô(r — 7º) 


e assim, considerando 7º = 0, temos 


Ou 
O, FO 


o a E for 


E 


Como em 7 = 0 existe uma carga real, este ponto não é acessível para a 
carga de polarização, e então, 7 £ O. O divergente se anula e a densidade 


volumétrica de carga de polarização fica 
Ox o. a 


pp =) 


A carga real () possui uma pequena superficie esférica 99, de raio Ro, que, 
formalmente, vai a zero. Nessa superfície existe uma densidade superficial de 


carga de polarização, dada por 
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O versor normal à superfície Sq da carga deve apontar para fora do dielétrico, 
e assim, ele corresponde ao versor —f. Assim, a densidade superficial fica 


Qp = — 


lim Qp = lim LX 
Ss 0 Ro>0 € 
| (x 
| — — MÁ 
pin = 


À carga total dentro da superfície gaussiana é a soma da carga () com a carga 
de polarização Qp, ou seja, 


Qu = Q — “x 
o nETX 
o € 
— e—(€— eo) 
E 
Q = « 


10.3. CONDIÇÕES DE CONTORNO NA INTERFACE ENTRE DOIS MEIOS DIELÉTRICOS 075 


e assim, a carga total dentro da superficie gaussiana é menor do que a carga 
real por um fator K, que é a constante dielétrica. Isso explica o porquê de o 
campo elétrico da carga ser menor por um fator K. Como a carga é reduzi- 
da por um fator K, o campo também diminui pelo mesmo fator, pois ele é 
diretamente proporcional à carga dentro da superfície gaussiana. 


Vejamos agora o que ocorre com os vetores do campo elétrico e do 
deslocamento elétrico na interface entre dois meios dielétricos distintos. 


10.3 Condições de Contorno na Interface entre 
Dois Meios Dielétricos 


Na seção anterior, vimos como é o campo elétrico dentro e fora de um 
material dielétrico. Precisamos também saber o que acontece com o campo 
e com o deslocamento elétricos na passagem de um região para a outra, ou 
seja, nas interfaces entre dois dielétricos, caracterizados por permissividades 
elétricas diferentes. Para obter as condições de contorno que o campo e o 
deslocamento elétricos devem seguir numa junção entre dois meios diferentes, 
vamos utilizar a lei de Gauss 10.12 em termos do deslocamento elétrico, que 
É 


b D.ndA=Q 
SG 


lembrando também o fato de que o potencial e o campo elétrico estão relacio- 
nados pela expressão 


E=-VVY 


de forma que, mesmo num dielétrico. 


que é a segunda lei de Maxwell 5.18 na forma diferencial, escrita agora pa- 
ra meios dielétricos. Esta equação estabelece que o campo elétrico na Ele- 
trostática é conservativo. Desta expressão decorre que o potencial elétrico 
pode ser obtido mediante a equação 5.19, 
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mm 


-“E-di=dY 


que, integrada, resulta na segunda lei de Maxwell na forma integral, equa- 
ção 9.20, ou seja, 

r — mm 
Vl) = Vira) - [ Edi 


nm 


Fref 


a qual também é válida, agora para meios dielétricos. À primeira condição de 
contorno é encontrada mediante uma superfície gaussiana cilíndrica, de altura 
L desprezível e área dA, situada na interface entre os dois meios dielétricos. 
como mostra a figura 10.12. 


Figura 10.12: Uma superfície gaussiana cilíndrica de área dA e altura 
desprezível, na interface entre dois meios dielétricos. 


Para essa superfície gaussiana, temos 


A D.fdA = D, fi dA, + Do - fio dÃo + D, -fir dAr 
Sa Aj Ay AL 


onde 4; e À,» são as bases do cilindro nos meios 1 e 2,e Ap é a área lateral, 
que tende a zero, pois vamos tomar o limite L — 0. Assim, só contribuem 
as duas primeiras Integrais. D, é o deslocamento elétrico no meio 1, que tem 
uma permissividade €;, e D» é o deslocamento elétrico no meio 2, que tem 
uma permissividade es. À normal à superfície 2 é 5, enquanto a normal à 
superfície 1 é ny. Note que Ro = —ny. Com estas definições, as integrais se 
tornam, lembrando também que dA; = dÁs, 
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Ê D.ndA — -D, fio dAs + Do + fio dA, 
vie: 


ou 


A D.ndA=(D, - Dy)-fiodAo, 
SG 


Pela lei de Gauss 10.12, esta integral de superfície está relacionada à 


dentro da superficie gaussiana, ou seja, 
b D.nidA=Q 
SG 
Como L > 0, a carga é dada apenas por 


() — odÃs» 
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carga 


onde o é a densidade superficial de carga real existente na interface entre os 


dois meios. Temos, portanto, 


D . ndÃÁ = odÃs 
SG 


ou 
(Do — D|) º No dÃ» T— odÃs 
ou ainda, 


(D,— Dj)-fio=o 


(10.18) 


o que significa que o deslocamento elétrico não é, em geral, contínuo através 
de uma interface. De fato, sua descontinuidade está associada à densidade 
superficial de carga real (não é a carga de polarização) na junção entre os 
“dielétricos. Esta é a primeira condição de contorno para os dielétricos. Se não 


houver densidade de carga real na interface, o — 0, e assim, obtemos 


(Do — Di) fio =0 


ou 
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Do fio =D - fi (10.19) 


e a componente normal do deslocamento elétrico torna-se contínua. Observe 
que não se trata do vetor deslocamento elétrico como um todo, apenas a 
componente normal à junção. 


Podemos verificar a expressão 10.18 para um caso bastante importante, o da interface entre 
um condutor e o vácuo. No vácuo e no condutor perfeito, a polarização P é nula. Além disso, 
dentro do condutor, o campo elétrico é nulo, de modo que o deslocamento elétrico também se anula. 
No vácuo, o deslocamento está relacionado ao campo elétrico por D — eçé. Reunindo todas estas 


considerações, e associando o meio 2 ao vácuo e o meio 1 ao condutor, temos 


que é a equação 6.44, a qual dá a densidade de carga na superfície de um condutor. Conseaiiente- 


mente, a equação 10.18 reproduz esse resultado anterior, como deve ser. 


À expressão 10.19 pode ser reescrita, mediante a consideração do fato 
de que D = eé, como 


e3E2 «fio = 81 + fio (10.20) 


em que ficam explicitados os campos elétricos. Vejamos agora a segunda con- 
dição de contorno na interface. Para obtê-la, consideramos um circuito retan- 
gular fechado que passa de um meio ao outro, como mostra a figura 10.13. Da 
figura, vemos que o retângulo tem dois lados paralelos à interface: os lados 
dt;, no meio 1, e d?,, no meio 2, sendo que df, = — do. Os outros dois la- 
dos têm tamanho L, que é muito pequeno, e portanto, formalmente fazemos 
L > O. Vamos utilizar a equação 5.19, 


dV = -E . db 


para calcular as diferenças de potencial elétrico entre todos os pontos do 
retângulo. Iniciando do ponto À e seguindo no sentido anti-horário, temos 


dVasB = E» dê) 


—yJ mm 


V(B) -V(A) = -&,. dê 
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Figura 10.13: Um circuito fechado retangular 
na interface entre dois dielétricos. 


V(C) —- V(B) = -ELcos6 
V(C) —- V(B) =0, no limite L > 0 


dVcsp = —E - dl» 
V(D) — V(C) = —E» - dh, 


V(4) — V(D) = -ELcos6 
V(A) —- V(D) = 0, no limite L 5 0 


Agora, vamos somar todas as diferenças de potencial no circuito, isto é, 


dV ASA = dVassp + dYBs c + dVesp + dYD5A 
=VY(B)-VA+HVCO - VB) + VD) = V(C) + V(A) — V(D) 
AVASA =0 


e assim, a diferença de potencial, ao darmos uma volta completa no circuito, 
é nula, como aliás deve ser, já que o campo eletrostático é conservativo e o 
“trabalho feito pela força elétrica num circuito fechado é nulo. Por outro lado, 
esta equação também nos fornece o seguinte: 
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O=V(B)-V(A) +V(C) —-V(B) + V(D) —- VIC) + VÍA) — VD) 
— “É, dê, +04+-&. do +40 
0 = —& - dy — E + do 


Como dê, — —dho, obtemos 


Eyedlo Ee dlo=0 
ou 


E, - dto = E » des (10.21) 


de modo que o campo elétrico tangencial à fronteira entre os dois meios 
dielétricos é contínuo através da interface. Esta é a segunda condição de con- 
torno para a região entre os dielétricos. 


Vejamos como esta condição se comporta na interface entre o vácuo (meio 2) e um condutor 
perfeito (meio 1). Dentro do condutor perfeito o campo elétrico “é nulo, o que implica que o campo 


elétrico tangencial à superfície também é nulo. Assim, obtemos 
E1 + dês = E » de 
Ó — E» . dê» 


Como, em geral, nem é2 nem dt, são nulos, para que o produto escalar se anule sempre é necessário 


que 
E 4 dê» 


O que, por sua vez, implica que o campo elétrico não tem uma componente tangencial à superfície, 
apenas uma componente normal, Isso está de acordo com o exemplo 4.15, em que vimos que o 
campo nas proximidades de um condutor, mas fora dele, é sempre perpendicular à superfície. Esse 


campo é dado pela equação 4.25, 
o 


Éé=>—R 
é 


onde fi é a normal ao condutor. Assim, novamente a condição de contorno obtida reproduz um caso 


já estudado. 


De posse destas condições de contorno, podemos estudar alguns proble- 
mas relevantes. 
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Exemplo 10.4. Considere dois meios dielétricos semi-infinitos, de permis- 
sividades ey e €», separados por um plano infinito localizado em y = O. No 
meio 2 existe uma carga pontual (Q, situada a uma distância Y da interface 
entre os dois meios, como mostra a figura 10.14. Calcule o campo elétrico e 
o deslocamento elétrico para y > 0 ey< oO. 


Figura 10.14: Uma carga Q imersa num dielétrico semi- 
infinito, separado de outro dielétrico por 
um plano infinito situado em y = 0. 


Para resolver este problema, vamos usar um método semelhante ao 
método das imagens discutido na seção 7.1.1 do capítulo 7, já que o campo 
elétrico gerado pela carga Q produz uma polarização sobre os dipolos dos 
meios 1 e 2. O campo gerado pelos dipolos do meio 1 pode ser substituído 
pelo campo de uma carga pontual q, situada à mesma distância Y da inter- 
face, só que no meio 1, como mostra a figura 10.15. Note que q não precisa, 
necessariamente, estar relacionada à carga Q através de q = —(Q, como ocorre 
no método das imagens quando existe um condutor aterrado na interface. 


O potencial elétrico na região y > O é a soma dos potenciais elétricos 
gerados pelas duas cargas, ou seja, 


1 () l q 
V=[—"5"0 +I[D[D1==1 
drez|r—To| 4res|r—Ta 
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Figura 10.15: Uma carga Q imersa num dielétrico semi-infinito, 
e sua imagem q situada no outro dielétrico. 


onde apenas substituímos, na expressão do potencial de uma carga pontual no 
vácuo, a permissividade usual eq pela permissividade do meio no qual estamos 
calculando o potencial, que é o meio 2. Da figura, temos 


r=2i+yj+tzk 


ro=Yj 
=-Yj 
r-ro=zi+(y-Yjd4zk 
T>rol=v2"+(y—Y)+ 2% 
r-m=24+(y+Wj+zk 


T-T=v22+(y+Y) +42 


À partir destas expressões, achamos 


1 


| 
AreolV/v2+(y—-Y) + 2 2 +(y+Y)2 +22 


O campo elétrico para y > O é obtido através do gradiente negativo desta 
equação, ou seja, 


mm 
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ou 


o 


- — —N l us + E | 
Ares ly22+(y—-Y)2+ 2? Te +(y+Y) + 2? 
3 — — É | “sl 
dreo ce +(y—-Y) +22] áTre ct +(y+Y) + z 


o? 
| 


Lembrando a equação 5.9, 
f 


II rr 
V — | ——m a. 
= | IP — r'|ê 


e considerando que os termos cujos gradientes no potencial elétrico devemos 


calcular são justamente do tipo = encontramos 


Na interface, em y = 0, o campo elétrico torna-se 


” () ci+(-Wj+zk q cit (0+W)j+zk 
Eu =0)= DT Odt o, do att Otto 
2 [22 +(0—-Y)2 +22]? 2 |ux2 + (0+Y)2 + 22)? 
ou 
> zi—-Yj+zk gi+Yj+zk 
Eoly = 0) = q mi chjtzk ra ! 


4ne9 |? + V2 + 22]? ÁTeg |? +. V2 + 22]? 


O deslocamento elétrico no meio 2, em %y = O, é, simplesmente, 


Do(y = 0) = esé 
- gi-Yirzk gi+VYiszk 
di=0)= Loei=vitst, q aitrieeto 

n 22+Y2 +22 


dm 22 +Y2 4 22] 


3 3 
4 2 
“Vamos precisar da componente normal à superfície do deslocamento elétrico, 
que é a componente na direção y, ou seja, 
> Y —Q+q Ê 
E 
22+Y2 422]? 
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ou 


Y . 
Do ="—D%/õí05 (10.22) 


Necessitamos também da componente tangencial à junção, em y = 0, do 

campo elétrico, que é dada pelas componentes em x e z, isto é, 

—-Q gi+zk N q ti+zk 

— >> TO 
meo [g2 4 y2 422]? MO [2 y2 422] 


Esn(y = 0) 


ou 
Q+q ti+zk 
área E +Y2+4 22] 


Exp(y = 0) = (10.23) 


Ágora, devemos calcular o potencial elétrico na região y < 0, dentro do meio 
1. Note que, nesta região, não há cargas reais, e assim, nela a solução deve 
satisfazer a equação de Laplace. Como existe uma carga real Q no meio 2, e 
como podem existir cargas de polarização nesse meio, as quais, como já vimos, 
atenuam o valor da carga real (), o potencial sobre o meio 1 é gerado por uma 
carga q situada na mesma posição que a da carga real Q. Eventualmente, 
podemos ter q” = Q), mas é melhor não fixar o valor de q' de antemão. Assim, 
no meio 1, o potencial é 


-1 q 
“4ralr-ry| 


Yi 


O campo elétrico é o gradiente negativo desta expressão, ou seja, 


as 


E = —VY 
1 f 
— vira 
dre |P — Tg] 
f 
E-- Ly do 
-dre ||r— rg 


Para o gradiente do termo entre colchetes, usamos a equação 5.9, e assim, 
obtemos 


frei 
| 
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q git(y-Y)j+zk 
ATE 22 + (y-Y)2 + 22]º 


É = 


Em y = 0, isto é, na interface, o campo elétrico vale 


E(y=0)= q xi-Yj+zk 
ima at sr a]] 


e, na Junção, temos 


A componente normal do deslocamento elétrico é a componente em y, ou seja, 


Di, (y=0) = o DS (10.24) 
47 |? +Y24 z?| 2 


ao passo que a componente tangencial do campo elétrico está nas direções 1 
e z, e ela fica 


q ti+zk 
Amei |? + Y2+ 22] 


E(y =0) (10.25) 


Agora precisamos considerar as condições de contorno para os vetores do 
campo elétrico e do deslocamento elétrico. À primeira condição, dada pela 
“equação 10.19, envolve as componentes normais do deslocamento elétrico, ou 
seja, 


Do «no =D, no 


Vamos escolher como versor normal o versor 9 = j. Assim, temos 
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Do.) =D :j 


Nesta expressão, precisamos utilizar apenas as componentes normais dos des- 
locamentos elétricos, dadas pelas equações 10.22 e 10.24, ou seja, 


Y q— (Q os Y q , + 
4x ro vo, qd ST Carro co mB 
To +Yy24 22]? Cal +y2+ 22]? 
Y q— Q .Y q 
47 [19 o o 47Lo > 1 5215 
E; +Y + 22]? T +Y + 22)? 
q-Q=-q 
Q-q=q (10.26) 


e assim, obtemos uma, relação entre as três cargas que aparecem no problema. 
À outra vem da segunda condição de contorno na interface, dada pela equa- 
ção 10.21, 


E + dlo = E + do 


O elemento de arco no plano zz, tangente à superfície de separação entre os 
dielétricos, é 


dto = dri + dz k 


Portanto, usando as expressões 10.23 e 10.25, achamos 


| é f- . o ç É . . 
1 Tico drirdrhyp= CÊI vitck cr dr 
dre 22 +Y2 +22]? áTeo 22 +Y2422]2 
q tdz + zdz Q+a adr+zdz 
dmei 22 4+Y2 +22]? des 22 +Y2 +22] 
T  Q+q 
El €9 
2 
() +q= e! (10.27) 
1 


Reunindo as equações 10.27 e 10.27, temos o seguinte sistema de equações: 


Q-q=q 
€2 

Q+q=+q 

1 
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Somando estas equações, encontramos 


€2 
20=q+>q 
€1 
Ej + €9 
20 = q 
(q = 
2€1 
f amam 
q Em + €9 
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(10.28) 


e, desse modo, a carga q' é uma fração da carga (Q. À carga q é obtida mediante 


a subtração das equações do sistema de equações, ou seja, 


€2 
-Q=q->q 
€1 
EI — €2 
-“Ja=od 
q E 
2€1 to — E€1 
ss nda + e Ze 
q = to — €1 
€1 T €9 


Com estes valores para as cargas q e q, os campos elétricos ficam 


dei e ç u 
F - Cata ci+(y—-Y)j+zk 
== S 
ATE) (2? +(y-Y)2+ 22] > 


para o meio 1, e 


(10.29) 


Ê - Q zi+(y-YWj+zk Ê Es vit(y+YW)+zk 
=> 0 TWonilo plata O Wo, 
ame 22 +(y-Y)P2 +22) ámeo x2+(y+Y)2 +22] 
— () gi+(y-YWj)+zk ema zit(y+YW)j+zk 
aitiyrrijjizk. 


para o meio 2. Os deslocamentos elétricos são 


D, — é 


— Ame, x2+(y—Y)2 + 22]? re [g2 4 (y+Y)2 +22] 


5 
2 
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2 (de1 cit(y-YWj+zk 
21(€1 + €9) [22 +(y-Y)2 + 22]? 


Do = eoê 
B Q | zi+(y-YWj+zk (276 zi+(y+YW]+zk 
o=E|Do o CWlci gd Ac tits TARO 

are 22 +(y+Y)2 +22 


3 3 
2 2 


dm 22 +(y—-Y)2 + 2º] 
Por fim, as polarizações tornam-se 
P, = x1€1 
D o al zit(y-YWj+zk 


o 3 
2 


an(e1 + €9) Ez + (y = Y)? + 2?| 


Po = x282 
3, = X2Q | ci+(y-Y)j+ek eoce vi+(y+Y)j+ck 
* 4re 2 “Y2152] AtoLo RE: 
2 +(y>Y)P2 + 22]? 22 +(y+Y)2+4 22]? 


A densidade superficial de carga de polarização é dada por 


mi 
A 


op=P.n 


sendo fi a normal à superfície para fora do dielétrico. Assim, na interface, para 
o meio 1 a normal é J, ao passo que, para o meio 2 ela vale —j. As densidades 
superíiciais de carga de polarização são 


OP, — P1 J 
OP, — — Po J 


A densidade superficial total de carga de polarização é a soma das duas den- 
sidades de carga, isto é, 


OP =0P TOP, 
op =(P, — Po) +) 
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ou, lembrando que devemos calcular as polarizações em y = 0, 
xl gi>Yjtzk 
UP =— aa —— — eee ta 
27(e1 + €9) |? + Y24 2] 


—- X20 
Are» 


qi—>Yj+zk €o — €1 ri+Yj+zk ; 
DI 240 OOo. 
22 +Y2 +22) rel y24 2]? 


e então, 


sp = — XI 2X 1- 258] = QY 
2m(a +e) dreol etel) ls y24 2] 


o | Xi —-X2 q | QY 
3 
2m(er te) 2reoe te) [g2, y24 22] 


- mero a Xe oa 
an(ey + e2) 2 Vig +y2+ 2]? 
| E2X1 — X2€1 QY 
âm(e1 + €2) 2 22 4+Y2 + 22] 
1 


= srta o [ee(e: — e0) — (es — eojei] 


A 
[22 + Y2 +22] 
1 OY 


sp = cool e) — E, 
E +Y24 z?| ? 


E 21es(e1 + €9 


ou 


o Q eo(ez — es) Y 


op = — 
27 eo(ei + €9) |? +Y24 E 


Note. que, quando o meio 1 é um condutor que tem «; 3> e, ou, formalmente, 


€j > 00, OS campos elétricos tornam-se 


s | Q cit(y-YW)j+zk 
É1 = lim AMO DN No TT go 
eso 27(€1 + €9) [22 + (y-Y)2 +22]? 
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AR PA, zi+(y—-Y)j+zk (2-8 zit(y+Wj+zk 
eira lfa sy ypr alo atafa sy ra a]] 
g = 0 | uit(y-Y)jrako o gis(y+Y)j+zk 
9*= —— |[DWD[W0D—W2———w———-—DQDDlDUlãlln 


AT ES 


22 +(y-Y)2 + 22]? 22 + (y+Y)2 +22]? 


O campo dentro do condutor se anula, e o campo no dielétrico é aquele gerado 
pela carga real Q, em Yj J, e pela carga-imagem —Q, localizada em —Y5, 
como foi estudado no método das imagens. A densidade superficial de carga 
de polarização fica 


() eolez — e1) Y 
op= lim ——— ——+ 3 
e1—00 27 co (e + €2) Ex + Vaz + z?| 2 
() €0 Y 
Op =—"— — 


Teo [24 2422]? 


Além disso, quando e = €e9, ou seja, quando temos na verdade um único 
meio, obtemos 


> Q cit(y-YWj+zk 
O 
T€1 [22 + (y — Y)? + 22)? 


- Q zit(y-YWj+zk 
E, = Situ St ei 
N€1 |? + (2) o Y)4 + 22] 2 


e portanto, £& = é2, como deve ser, já que não existe, de fato, uma inter- 
face entre dois meios distintos. Os deslocamentos elétricos e as polarizações 
também se tornam iguais, o que fica como exercício. 


Exemplo 10.5. Considere um campo elétrico uniforme na direção z, dado 
por E = E k, no vácuo. Nesse campo uniforme é colocada uma esfera dielétrica 
de raro R e permissividade e, descarregada e isolada. A esfera perturba o 
campo elétrico na região próxima a ela, mas é muito pequena para alterar 
o campo nas regiões distantes. Obtenha, para este problema, as grandezas 
eletrostáticas relevantes. 
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Este problema tem uma grande semelhança com o que foi estudado no 
exemplo 6.5. Como lá, aqui precisamos resolver a equação de Laplace dentro 
e fora da esfera, pois não existem cargas livres fora dela, sendo que, dentro 
dela, teremos, no máximo, cargas de polarização. Como a esfera não perturba 
o campo elétrico nas regiões distantes, nesses locais o campo é o campo inicial 
E=€E k, que tem um potencial elétrico associado dado pela equação 6.63, ou 
seja, em coordenadas retangulares, 


Ve=-éz+ Vo 


A simetria esférica do problema sugere que usemos os resultados da equação 


de Laplace em coordenadas esféricas, com o eixo z orientado como mostra a 
figura 10.16. 


E k 
(ionge da 
esfera) 


Figura 10.16: Uma esfera dielétrica de raio R e permissividade e, situada 
num campo elétrico externo inicialmente uniforme. 


Nestas coordenadas, o potencial longe da esfera fica 
Ve = -Ercos0 + Vo 


Além disso, por causa da simetria da situação em torno do eixo z, devemos 
usar a solução geral 6.60 para m = O, que é 


OQ 


V(r, 0,6) = (ao + bob) > (Cor" + Der HD) Po(cos 0) 
£=0 


lembrando que temos dois potenciais, um fora da esfera (V;) e outro dentro 
dela (V4), e também que o ângulo à é ilimitado, o que faz com que bo = 0, 
de forma que o potencial seja unívoco. Às constantes devem ser determinadas 
pelas condições de contorno e pela análise física do problema. 
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O potencial elétrico fora da esfera pode ser escrito como 
D D 
Ve(r,0) = Co + 4 Cir cos 0 + 3 Cos0 
r 
1 Do 1 
+ Cor" 5 (3cos26 — 1) + —5 9 (3 cos? 9 — 1) +... 
r 


sendo que usamos a tabela 6.2 para explicitar alguns dos polinômios de Legen- 
dre. O termo que envolve Dy corresponde ao potencial de uma carga pontual, 
e ele não deve existir, já que a esfera está descarregada. Assim, Dy = 0. À 
mesma análise vale para os coeficientes D,, com n > 2, que representam os 
potenciais associados aos momentos de multipolo de ordem maior que os de 
dipolo. Todos eles devem se anular. O momento de dipolo deve existir, porque 
ele está associado à polarização elétrica que aparece na esfera quando ela é 
submetida ao campo externo. Quando r é muito grande, o potencial torna-se 
aquele associado ao campo externo homogêneo, ou seja, 


Ve = dim Velr, 0) 
ou 
l 
—ércos6 + Vo = Co + Circos6 + Cor" > (3 cos? 6 — 1) +. 
Desta expressão. obtemos | 


Co = Vo 
C,=-€ 
Cn =0, n>2 


e assim, o potencial fora da esfera fica 
D 
Vy(r,0) = Vo — Er cos 6 + 72 cos 8 


que é, até o momento, o mesmo resultado que seria obtido se a esfera fosse 
condutora. A constante D será obtida posteriormente, por meio das condições 
de contorno na interface. O potencial dentro da esfera também é uma expansão 
em polinômios de Legendre, dada por 


B B 
Va(r,0) = Ag + — + Ayr cos6 + = Cos 6 


+ Agr? (3 cos? 6 — 1) + “2 = (800826 — 1) +. 
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Dentro da esfera não existem cargas, nem dipolos, tampouco momentos de 
multipolo de ordem maior. Isso significa que todos os termos que envolvem 
uma potência negativa de r devem se anular, para que não haja divergências 
em 7 = 0. Lemos, portanto, B, = 0, Vn, e assim, 


1 
Valr,0) = Ag + Asr cos6 + Aovrê 5 (3 cos” 8 — D+... 


Os potenciais elétricos em 7 = R devem possuir o mesmo valor, para que o 
potencial seja uma função contínua. Então, devemos ter 


Velr= R,0)= Valr= R,0) 


ou 
D, — o 1 2 | 
Vo — E Rcos60 + Fo Cos é — Aç4 AR cos0+4 ASR 5 (3 cos 0 — 1) + 


o que implica que 


An =0, n>2 


Note que a constante Vo fica indeterminada, e como o potencial elétrico obe- 
dece ao princípio de superposição, podemos considerar que Vo = 0, sem perda 
de generalidade. A equação obtida na interface pode ser reescrita como 


Di - ARº=ER (10.30) 
e o potencial elétrico dentro da esfera fica 

Va(r,0) = Asr cos6 
Para obter mais uma equação, vamos considerar as condições de contorno para 


ds campos e deslocamentos elétricos. O campo elétrico é obtido do gradiente 
negativo, em coordenadas esféricas, do potencial elétrico, ou seja, 


E=-VV 
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O campo elétrico fora da esfera, mediante o uso da expressão B.16 para o 
operador V, fica 


o 


” (pátios ? o 
fo Or r00 rsendo4 


|| -Ercos6 + = cos 6] 
r 
- 2D D A 
É f — E coso + pe cos] E + [a sen — EsenO)Ô 
r r 
ou 


> 2D D R 
És = E + e cos 0 f + [ — E sen 6 0 (10.31) 


enquanto o campo elétrico dentro da esfera é 


= o 60898 d 0 

Cg=—|f— + —-— — 

, E ” RT r sen 6 55 | ir cosé 

E, — —A,cos6?+ 4, seng6 (10.32) 


À componente tangencial à superfície dos campos elétricos deve seguir a con- 
dição de contorno 10.21, que é 


E, - df, = E - dl 
Em esféricas, o elemento de arco sobre a superfície esférica, com r fixo, é 
di = Rdo Ô + Rsenodo & 


e assim obtemos, reunindo as equações 10.31, 10.32 e 10.21, 
2D . D a A R 
I E + a cos Of + [a — E 46 - (Rd9 0 + Rsenddo b) = 


[—A, cos0f + A, send ]  (Rdo 8 + Rsen Odo q) 


Óu 
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D, - A;Rº=ER? 


que, na verdade, é a equação 10.30, encontrada mediante a igualdade dos 
potenciais elétricos na suprfície. À condição de continuidade do potencial 
elétrico sobre a superfície e a condição de contorno do campo elétrico tan- 
gente à superfície são normalmente equivalentes entre si, e a continuidade do 
campo elétrico é a condição mais abrangente. Os deslocamentos elétricos são 
encontrados através de 


D = E 


lembrando que fora da esfera temos vácuo, de permissividade eq, e que dentro 
dela a permissividade é e. Os deslocamentos elétricos ficam, portanto, 


3 21) D . 
Ds = 0 e cos O É + eo a -e| sen 0 0 (10.33) 
e 
Da = —€Aj cos0f + cA send (10.34) 


Às componentes normais à superfície do deslocamento elétrico estão sujeitas 
à condição de contorno 10.19, 


Dono =D, cho 
Já que não há nenhuma densidade de carga real na superfície da esfera. O ver- 


sor normal à superfície é dado por £, e portanto, reunindo as expressões 10.33, 
10.34 e 10.19, obtemos, na interface em 7 = R, 


21) R 
E E + a cos 6 f + «q [5 ——. e envô] “r— 
[—€A1 cos0f + cÃ, sen 6 8] Bi 


ou 


2D 
€g B + a cos6 = —c A, cos 
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21), € 

EL =>" À 

+ ZE co 1 

ERS+9D, =- AR? 

EQ 

€ ER 

D+ -— ARº = -— 10. 
LE Se 1 > ( 0.35) 


que é a segunda equação de que necessitamos. Reunindo as equações 10.30 
e 10.39, temos o sistema de equações 
D, — AR — ER 


€ ER 
D — ARº=——— 
+ 2€0 IR 2 


Subtraindo estas equações, achamos 


h) 
—ARº — AR ER? + e 
2€0 2 
3 
A [+ ção SER 
E 2 
A; o 3ené 
2€0 + € 


Com este valor para À1, voltamos à primeira expressão do sistema de equações 
para obter D;, ou seja, 


ou 


2€9 + € 
€ €0 9 
— É 
! 2€0 + € 


Com estas duas constantes, os potenciais elétricos ficam 


do DER 
V$(r,0) = —Ercos0 + 2 cos 6 


ou 
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— e ER? 
Ve(r,0) = —Er cos 6 + 3 no CE cos 6 
ê 
3 
Va(r,0) = 3a 7 cos 8 
enquanto os campos elétricos tornam-se 
- 2$-€.€ Rº +—to € R$ . 
És = e + Get cos Of + em — E sen 0 0 
r r 
ou 
E eli q 2 meo) Rº cos0f + E meo R 1| sen60 
=  —— — —— — n 
Í Zen +e rê 269 + € 1? 
e 
- 3€nÉ A 
Éd — á r — 0 sen O O 
2€0 + € En + € 
ou 
- S€ené A 
éa = ea : cos 0t — sen 6 Õ] 


Lembrando, das equações 1.38, que 


Fa 


k = cos0f — sen06 


obtemos, para o campo elétrico dentro da esfera dielétrica, 


= 3enÉ A 
Éd = k 
É 2€9 + € 
ou ainda, 
Ed = É 
É 2€0 + € 


e assim, 0 campo elétrico interno é proporcional ao campo constante £. Como 
€ 2 €9, O campo interno nunca é maior do que o externo. Os deslocamentos 
elétricos são 
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- 2(e — eo) Rê ee Rº A 
De=qEil+—>———— — of — — 
f = € | + dE Té | cs E tejo 1| send 
e 
- SEE) => 


a 2€0 + € 
enquanto as polarizações elétricas são obtidas mediante 
P-=xé 


Aqui, devemos atentar para o fato de que a susceptibilidade do vácuo é nula, 
Já que 


X — €— €0 
e no vácuo, € = €p. Assim, a polarização fora da esfera é nula, isto é, 
P, = 0 
ao passo que a polarização dentro da esfera é 


Pa = É 
É 2€y + € 


A densidade volumétrica de carga de polarização é dada por 
pp=-VeP 
Como a polarização é um vetor constante, sua divergência é nula, e assim, 
pp =0 
A densidade superficial de carga de polarização pode ser calculada através de 
Op = P.f 


onde 1 = f, no caso em estudo. À densidade superficial fica 


É cos 6 
E 
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No entanto, a carga superficial de polarização é nula, como podemos verificar 
ao Integrarmos a expressão acima na superfície da esfera, ou seja, 


Qr = | opda 


27 
-[ [ % > E cos6R? sen Odd 
e + € 


= XE cp 6] tm / cos 80 sen 9d6 
0 


2€ey + € Ú 
6 a 

Op = -TACO cp? / cos 8 sen 9 do 
2€0 + € 0 


Esta integral pode ser resolvida pela substituição 


u= sen? 0 
du = 2sen 6 cos Ode 


E — sen 8 cos 0d8 


e assim, temos 


p= er | E 
0 


2€0 + € 2 
k: 
AO cR?[sen? 6)! 
“De + € 
Qp=0 


e a carga superficial de polarização é nula, bem como a carga total de polari- 
zação, como deve ser. A densidade superficial de carga de polarização produz 
um campo elétrico que se opõe ao campo externo, de modo que o campo no 
interior do dielétrico é menor do que o campo externo não perturbado £. À 
figura 10.17 apresenta as linhas de campo elétrico, e também as cargas de 
polarização, que aparecem sobre a superfície da esfera. Nesta figura fica claro 
o caráter dipolar da densidade superficial de cargas de polarização, o que ex- 
plica a existência de um termo associado ao dipolo elétrico no potencial fora 
da esfera, que é 


€ — 
V$(7,0) = —Ercos0 + den Fe 7? 
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A > 


É; 


Figura 10.17: Linhas de campo elétrico e densidade | 
de carga de polarização para a esfera 
no campo inicialmente uniforme. 


O fator que envolve + é característico do campo gerado por um dipolo, com 
já vimos anteriormente. 


o o RA lim O, A A ed TI A ed duel Rumd 


Exemplo 10.6. Um cilindro dielétrico de raio Ra e permissividade e, (mei 
1) está envolto por uma coroa cilíndrica dielétrica de permissividade e» 
raios Ra e Rp (meio 2). Este sistema é colocado num campo elétrico exter- 
no É = Egi, que antes era uniforme. O meio externo aos cilindros, que é O 
meio 3, tem permissividade eg. Tanto o cilindro como a coroa cilíndrica estão 
descarregados e isolados, e eles podem ser considerados como infinitos. Ache 
as grandezas eletrostáticas relevantes para este problema, que é mostrado na 


figura 10.18. 


De 


Este problema apresenta algumas semelhanças com o que foi estudado 
no exemplo anterior e no exemplo 6.14, em que há apenas um cilindro condu- 
tor. Um resultado importante obtido naquele problema é o potencial elétrico 
associado ao campo externo homogêneo E, longe dos cilindros, que é dado, 
em coordenadas cilíndricas, pela equação 6.115, isto é, 


Ve = —égpcos6 + Vo 
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Ê, i (longe dos cilindros) 


Figura 10.18: Um sistema formado por um cilindro 
envolto por uma casca cilíndrica, ambos 
dielétricos, colocados num meio com um 
campo elétrico inicialmente uniforme. 


Para pontos bastante afastados do cilindro, o potencial no meio 3 deve repro- 
duzir a condição acima. O problema que estamos estudando envolve a solução 
da equação de Laplace em coordenadas cilíndricas 6.111 nos três meios, já que 
não há cargas reais e os cilindros são infinitos na direção z, o que faz com que 
k = O. Além disso, não há nenhuma limitação para o ângulo 6, e portanto, 
v é um número inteiro. Reunindo todas estas considerações, a solução geral 
torna-se 


Vov(0,0,2) = Ego + Foln + D (E, p” + Fo”) (05 cos vO + D, sen vB) 
0 
vAO 


ou 
F “H 
Vov(0,0,2) = Eo + Fo no + Eyp cos 6 + — cos0 + G19 sen 8 + =! sen 6 
0 p h, 
) Lp. , Ho 
+ Bop cos 20 + "9 cos 28 + Gap sen 20 + — sen 20 + -.. 
p 


para os três meios. À determinação das constantes passa pelas considerações 
físicas do problema. Para o potencial elétrico no meio 3, temos 
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5 b 
Vs = Ao + Bo In É + Ajpcos 6 +  cos9 + apsend + “2 seng 
Po p 8, 
», Bo > bo 
+ Asp“ cos 20 + — cos 20 + aopº sen 20 + »2 Sen 0 +... 
p 


Este potencial, quando p —s oco, deve ser o potencial elétrico associado ao 
campo elétrico homogêneo €9. Assim, temos 


Ve = lim V5 
p> 00 
ou 
— énp cos O + Vo = A, + Bono + Ajpcos6 
) 
+ ap senO + Asp” cos 20 + asp” sen 20 +... 


de onde extraimos 


Ag = Vo 
º Bo=0 
A, =-€ 
Qn = 0, n>l 
An =0, > 2 


de modo que o potencial fica 


B b B b 
V3 = Vo — Egpcos6 + — COS 6 + Send + — cos 20 + — sen 28 +... 
p p 


Além disso, por causa da grande simetria exibida pelo sistema, o potencial 
elétrico nas três regiões, não só no meio 3, deve ser uma função par de 6, 
isto é, V(—0) = V(9). Isso porque o campo elétrico externo era inicialmente 
homogêneo em todo o espaço, e também porque os dielétricos são isotrópicos. 
Assim, o potencial para um certo ângulo 8, como aparece na figura 10.18, 
deve ser o mesmo que aquele para o ângulo —6. Como consequência desta 
verificação física, os termos que envolvem os senos devem se anular, pois O 
seno é uma função ímpar. Portanto, b, = 0,Yn, e o potencial torna-se 
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B B 
Va = Vo — Egpcosg + + cos6 + — cos 20 +. 


O potencial no cilindro dielétrico (meio 1) pode ser escrito como 


D d 
Y, = Co + Do no + Cyp cos 6 + o “088 + cip send + 7 Senô 
0 
2 Do j, do 
+ Copí cos 20 + 2 00828 + C2p sen 20 + = sen 20 +... 
p 


Como não há nenhuma carga dentro do cilindro, o potencial não pode divergir 
para nenhum valor de p, em particular para p = 0, o que significa que os 
coeficientes D, são todos nulos, assim como os d,. Os c, se anulam porque 
eles aparecem nos fatores que envolvem as funções seno, e como já foi dito, 
o potencial deve ser uma função par, e essas funções não podem aparecer. O 
potencial no cilindro fica 


Vi = Co 4 Cipcos6 + Co0º cos 20 + --- 
Por fim, o potencial na coroa esférica é 
F 
Vo = Eo + Foln É + Eypcos 0 + — cos6 + erp sen 8 + h sen É 
Po p p 
É: 
+ Ep? cos 20 + — cos 28 + e20º sen 20 + “3 sen 26 + eo 
p 
e em princípio, a única consideração que podemos fazer é a anulação dos 
termos que envolvem os senos, ou seja, en = fn = 0, Yn, pois p não pode ser 


nulo nem tender a infinito, e estes limites não podem ser usados para obter 
mais informações sobre as constantes. O potencial torna-se, então, 


Vo = Eo + Fo Ino + Erpcos6 + 0058 + ap cos 26 + à 00829 ++. 
0 


Em todas as interfaces o potencial é contínuo. Em p = Ra, Os potenciais do 
cilindro e da coroa devem ser iguais. Além disso, vamos escolher pg = fa, O 
que, como já vimos antes, não influi no resultado final. Assim, 


Vilo = Ra) = Volp = Ra) 
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ou 


Ra 
Co + CiRa cos8 + C5Rº cos 20 +... = Bo +Foln 


CL 


F F. 
+ ER, cos 0 + p- Cos 9 + E» Rá cos 2 + po 08 20 +. 


0! 4) 


de onde obtemos 


Co = E (10.364) 
F 
CR, = EyR, + p. (10.36b) 
F. 
CoRa = ERG + o (10.36) 
Ef? FL En . 
CR? = ER” + Pr (10.36d) 


Em p= R,, Os potenciais da coroa e do meio externo devem ser iguais, isto é, 


Voto = Ro) = Va(p = Rb) 


OU. 


R F 
Fo + Fo In + ER, cos 6 + Pp cos 8 + EsR$ cos 26 
Q b 


Fo Bj Bo 
+ — c0820+-:.=Vo - ER O + = cos0 + —S cos20 4... 
3 €0 0 n+tb COS FR; cos 2 08 


que fornece as seguintes relações: 


R 
Eo + Foln>º = Vo (10.37a) 
Ra 
H Bi | 
E, R — = —EnR —— 10.37b 
1ftb + R; 0ftp + R; 
FB 
—— 10. 


Agora, precisamos utilizar a condição de contorno para os deslocamentos 
elétricos nas interfaces, o que implica que devemos calcular o campo elétrico, 
mediante o gradiente negativo do potencial elétrico. O operador V em cilín- 
dricas, dado pela equação B.6, é 
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ou 


o 
— 9,09 o 
"3 p 00 oz 


ou ainda, 


s B 2B 
És — Eocos0 + Si cos + Et cos2o + Jg 


B 2B 
+ -Eosenó + 52 Sen + a Sen 20 +. 


O deslocamento elétrico fica 


- B 2B 
Ds = co [Bocos0 + E cos + E cos 20 + | 


B 25 
+ €0 [-EosenO + 3 Sem + a sen 20 + E 


O campo elétrico no meio 1 torna-se 
Ei = —VYi 
ou 


Ê == [bjo + DO Ha Co + CipcosO + Cap? cos 26 + o 


ou então, 


mp 


> 


é — Jos cos 8 + 2(5p cos 20 + d+ fo sen 9 + 2C5pº sen 20 +... 


705 


B B 
o] [Vo — Eopcos6 + 2H cosg + TR cos2o +... | 


OD» 


DB» 
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O campo elétrico dentro do cilindro deve ser semelhante ao campo elétrico 
dentro da esfera dielétrica discutida no exemplo anterior, que aparece na figu- 
ra 10.17, Já que, se considerarmos um corte nas figuras 10.16 e 10.18, feito no 
plano da página, as duas situações físicas são completamente equivalentes. Isso 
nos indica que o campo dentro do cilindro deve ter apenas uma componente 
paralela ao campo externo, o qual, por sua vez, está na direção x. Vamos. 
reescrever o campo elétrico como 


E) = —Ci(cos0 5 — sen 9 8) — 2Co p(cos 20 5 — p sen 26 Ô) +. 
Lembrando, pelas equações 1.32, que 
i= cos 6 p — sen68 
temos 
E =-—Cii- 2Cs»p(cos 20 Pp — psen 200) +... 


Observe que o único termo que está na direção x é o que envolve o coeficiente 
C4. Os outros têm componentes em « e y, e isso não deve ocorrer. Portanto, os 
outros coeficientes Cn, com n > 2, devem se anular, ou seja, C, = 0, Vn > 2. 
Com esta consideração, o campo elétrico fica 


mm 


É; = “O cost p— €4 sen 08 — —Ci 
enquanto o potencial no meio 1 torna-se 
Yi = C9+4Cipcosô 
e o deslocamento elétrico resulta em 
D, = -aCi cos0p- «Cy sen0Ô= aC 


Além disso, as relações 10.36 devem ser reescritas como 


On — En (10.384) 
F 
GR, = ER, + p (10.38b) 
Fo 
F. 
En =—>— (10.38d) 


10.3. CONDIÇÕES DE CONTORNO NA INTERFACE ENTRE DOIS MEIOS DIELÉTRICOS 107 


Por fim, o campo elétrico no meio 2 é 
E = —VVo 
ou 
> o 00 «8 
R PA 
da -—|o5, ua” p 08 ” E 


F F. 
E + Boln + Eypcos 0 + 7 080 + Eap? cos 26 + 00820 + | 
4) 


ou ainda, 


= 


F, F 2H. 
És = [5 + E, cosô — 5 C08 9 + 2Eapcos 20 — = c0820 +: |À 
F 2 F. R 
+ Ei sen 0 + — sen 8 + 2E2p sen 20 + —* sen 20 + ê 
p p 


e assim, o deslocamento elétrico fica 


—+ 


H, F  2F 
Do = —€9 E + E, cos 0 — 2 COS O + 2Ep cos 26 — É cos20 +--- | 
F 2 F R 
+ €2 E sen 8 + 2 Sen. 9 + 2E2p sen 26 + “E sen20 +. |ô 


Agora, precisamos utilizar a condição de contorno 10.19, já que não há densi- 
dades de cargas reais nas interfaces. Começando com a junção entre o cilindro 
e a coroa cilíndrica, em p = Ra, obtemos, lembrando que n = p, 


Di p=Do:Ô 


ou 


[a cos6 p — el1 E) “DP= 


R R Rê 


4! 


Fo H, 2. F5 
[ala + Bico Di cond +26)h, cos 20 — —— cos 20 +: a 


H 
+ €9 E sen + — 


2.F5 R 
sen9 + 2E5Rasen26+ — sen20+-.-.- 10» -B 
R2 Rô 
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lr, e ar o o o OS SO OO e e em Ar == nm 


ola oo 


ou então, 
F F 2H. 
10; cos6 = €5 pn +Ei cos 8 — Rê cos 6+2E5 R, cos 20 — Rê cos 20 +... - 
de onde extraímos as relações 
Fo = 0 (10.39a) 
C E, — 21 (10.39b) 
q — — — 
101 = €2) En R 
ab, 
Es — R$ (10.39c) 
Fa É 
As expressões 10.38 e 10.39 podem ser combinadas para dar 
Co = Eu 
> H F 
A “DO l=DERE4 Dt 
7 | mé) ER 
€9 69 É H 
—ti-kbyi=+— 
1 , €1 Rá Rá 
Es H €9 
— —llt&yi=D=|41 
| | o R E ' | 
€o — € Fi eo+e 
2 Lg, - A 2 1 
€1 Ri e 
HF €o + €1 
E — 10.40 
Rº2 to — €1 : 


Pela equação 10.38b, temos 


F 
CR — Er Ra + — 
Ra 


e assim, achamos 
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Fle+e 
Ci=|[>——— +41 
! R2 é — €1 + | 
o feteaete-e 
= Ré €o — €1 
H Z€9 
(14 = ———— 10.41 
= Wo (10.41) 
Temos também, pelas equações 10.38d e 10.39d, as expressões 
En 
Ryo 
e 
En 
cn Ra 
que devem ser satisfeitas ao mesmo tempo, o que implica que E, = É, =, 
para n > 2. Os potenciais do cilindro e da coroa ficam 
Hr ; 
Vi=E,+—s cos 6 
e 
F 
Vo = Ego + 2152 + 1 5 cos 6 +  cosg 
Rº €o — €1 
enquanto os campos elétricos são 
> hH 2e HH 2e A 
Éi=——S cos0 p — — sen 8 0 
: R2 eo — e1 P Rice —e1 
e 
- Fieo+e 1 FHeo+ea 
— 0 —-— cos0| À — 0+ — sen0|6 
“2 Rg eo — €1 2 E | + 1 , ? 


Além disso, as relações 10.37 se simplificam, resultando em 


Ego = Vo 
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H B 

tip — = ER + — 

1 TR; 0 TR 

Fres+e HH B1 

D+ --£Ro4 

R2ey— ey R ) A 

FHeo+e H B, 

— — + é9=—s 10.42) 
R2eg—ei Rê" ) R$ ) 


Bn =0, n > 2 


Com estas condições, o potencial no meio externo fica 
Ya = Vo — Eop cos 0 + TE cosé 
enquanto o campo elétrico é 
Es == Es cos 6 + a cos j D + é sen 8 + E send ô 
e o deslocamento elétrico resulta em 
Ds = €0 Es cos 8 + = cosO| + €0 E sen 8 + E send ô 


Em p = Rp, os deslocamentos elétricos da coroa e do meio externo devem 
seguir a condição de contorno 


mm 


Do -p=D-p 


OU 
Fiee à 
| Rs 5 0 — qa cosb]5 
Fieo+ea 1 A A 51 A 
rel j 0 + gg seno] pb (eo Encosd + Bicos p 


+ €0 -ês sen 0 + q senO j | O, 
b 
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ou então, 
F F Bi 
cl EE cos os 6 — é cos] — €0 Eocos0 + R$ cos é 
Fieo+e H “£ = B1 
“colRRo-a R2 a R; 


Reunindo esta equação com a expressão 10.42, temos o sistema de equações 


b 
2 ee+ea HH ç —- By 
E p2| Té = 

€() Rice — e R, 


Igualando estas equações, encontramos 


Pete + E = ajhe+te h -£ 
R2 €o — €1 ++ Vo “€ R$ €9 — €1 R$ ) 


HF |l(co+e)leo+e — 
al aca)! Rg | tê 
ou 
h te +eo)(eo + e) + Ré(eo — eo)(eo — “E, 
Eq R2Ri(eo — e1) 
ou ainda, 


2EoeoRáRi(er — €9) 
Ré(eo + eo) (eo + €1) + Rê(eco — co )(e2 — €1) 


F, = 


Voltando agora a qualquer uma das expressões do sistema de equações, acha- 
mos 


2EoeoR2 Ré(ej—es) 
Rê(co+ea)(e2+e1)+R2(eo—eo)(e2—e1) E + e 
Rá €o — €1 
2EoeoR2R2(er—e) 


REINER TE ET 
4 Ri(co+eo)(eo+es)+Ri(eo—ea)(ez—e1) 
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ou 
o 2Eoco Ri (es +e1) 
Ré(eo + eo)(eo + e) + Ré2(eo — eo)(eo — €1) 
2EoeoRº (e — B 
to Sttattt O ate1 €2) += 
Ri(co + eo)(e2 + e) + Rá(eo — eo)(eo — e) R, 
ou ainda, 
2é0€0 Ri(e — €9) — Rê(eo + e1)| o B1 
Ré(eo + eo)(eo + e) + R2(eo — eo)(eo — 61) ? R$ 
e então, 
2Egeo Rj |Rá(e — e2) — Rê(eo + 
B; = 0€0 5 | a 1 €2) p(eo €1)| + EoRj 


n Ri(eo ++ co)(es + €1) + Rê(eo — eo )(€2 — €1) 


O coeficiente E, é calculado através da equação 10.40, ou seja, 
2EocoR2R2(er—eo) 
Ri(co+ea)(ex+e)+R2(co—ez)(e2—e1) €2 + €1 
by="DD——0 + 
Rá €o — €1 
2Eo€0 Ri(eo +e1) 


E =-—> COOL 
Ri(eo + eo)(e2 + e1) + R2(eo — eo)(eo — 64) 


e o coeficiente Cj é obtido mediante a expressão 10.41, isto é, 


2EocoR2 Rº(ei—eo) 


31 BA TA 
C = Ri(co+rea)(es+es)+R2(co-ez)(e2—e1) 2€9 
=" al nO o. 
Rº2 €2 — €1 
GC: o 4€9e0ea R$ 


Rê(eo + co)(eo + €1) + Re(eo — eo)(e5 — €1) 


De posse de todos esses coeficientes, os potenciais elétricos podem ser escritos 
como 


2Eoeo Ré Rº(ei—es) 
Rê(co+res)(es+e)+R2(co-es)(e2—-e1) Ze9 
Rê €9 — €1 
4Egegea R$ 
Rô (co + eo)(e2 + e1) + Rê(eo — es)(c» — e) 


Vi = Vo + 


Vi = Vo — p cos 8 
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2EocoR2 Rê(er—eo) 
R2 R2(co— — 
Vo = Vo + bo tealtenter é (co—ez)(e2—€1) €2 + 2 cosb 4 
Rá 62 — €1 
2EocoR2 Rê(ei—€2) 
Ri(co+ez)(eo+e1)+R2 (co—eo)(e2—€1) cos 8 
p 
ou 
2É0€ ey) R2 
Vo = Vo — peo(ez + er) o cos 6 


Ré(eo + co)(€92 + €1) + Rá(eo — €9)(e2 — €1) 
N 2EocoRZRE(e — €9) cos 6 
Ri(eo +es)(eo tes) + Ráleo—es)(eo— e) p 


2Egeo R$ R2 (ei —es)—R$ (eo +e)| 


2 
Ri(co+ez)(ez+e1)+R2(co—es)(e2—e1) + tok 


p 


Ya = Vo — Eop cos 0 + cos 6 


Ou 


Va = Yo — €9p cos 6 


2€o [Ré(e — e) — Ri(eo + e1)| 4 ER? 
Ré(eo + co)(e9 + €1) + Ré(eo — eo )(€9 — €1) 


cos O 


e os campos elétricos podem ser obtidos mediante o gradiente negativo destes 
potenciais, o que é deixado como exercício (veja o exercício 10.5), assim como 
os deslocamentos, as polarizações e as densidades de carga de polarização. Este 
exemplo encerra a discussão sobre as condições de contorno nos dielétricos. 
Vamos voltar ao estudo microscópico destes materiais, agora sob o ponto de 
vista quantitativo. 


10.4 Visão Microscópica Quantitativa dos 
Dielétricos 


Na seção 10.1 estudamos qualitativamente os processos que ocorrem nos 
dielétricos quando eles são submetidos a campos elétricos externos. De uma 
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forma geral, dois fenômenos acontecem: os dipolos intrínsecos que existem no 
meio dielétrico tendem a se orientar na direção do campo externo, e aparecem 
dipolos induzidos que também se orientam na direção do campo externo. Nos 
dois casos, a orientação dos dipolos produz, por sua vez, um campo elétrico 
macroscópico Es que se soma ao campo externo, gerando um campo resultan- 
te. Esse campo resultante age novamente sobre os dipolos até que a situação 
de equilibrio seja atingida, quando então um campo macroscópico Eint Se esta- 
belece dentro do dielétrico, sendo que Ent <E. Entretanto, esses campos são 
macroscópicos, e para estudar um único dipolo do material dielétrico, preci- 
samos do campo molecular microscópico Em que age sobre ele. Para obtê-lo, 
vamos observar a figura 10.19. 


Figura 10.19: Um pedaço de material dielétrico, com uma esfera de 
raio & circundando um dos dipolos do material. 


Nesta figura, vemos uma parte de um material dielétrico que está sub- 
metido a um campo externo £. Dentro desse material, definimos uma esfera 
imaginária de raio R mesoscópica, ou seja, infinitesimal do ponto de vista 
macroscópico, mas que, microscopicamente, engloba várias moléculas. Essa 
esfera envolve um dipolo específico, representado na figura por um ponto no 
seu centro. No seu interior existem também alguns outros dipolos, e ela está 
circundada pelo resto do material dielétrico e pelos dipolos que existem nesse 
material. O | campo que age sobre o dipolo no centro da esfera, que é O campo 
molecular Em, é a soma de três campos elétricos: o campo elétrico externo E, 
o campo gerado pelos dipolos fora da esfera de raio R e o campo dos dipolos 
dentro da esfera. Note que os dipolos situados fora da esfera podem ser subs- 
tituídos por uma densidade efetiva de cargas de polarização sobre a superfície 
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externa da esfera, como mostra a figura 10.20. 


NAS 


Figura 10.20: Densidade de carga de polarização sobre a 
superficie externa da esfera dentro do dielétrico. 


Na figura fica claro que a densidade superficial de carga de polarização 
apresenta uma configuração dipolar e gera um campo elétrico £p no sentido 
do campo externo. Já os dipolos dentro da esfera próximos ao dipolo no centro 
dela produzem um campo E prox no sentido oposto. O campo molecular fica 


mm 


Em — + Ep + E rox 


O campo gerado pela densidade superficial de cargas pode ser obtido mediante 
a expressão usual 4.5 para o cálculo de campos elétricos, isto é, 
> Lo of Pr! 


JP | mm 
ÁTreo Ss Po qts 


dA 


Como queremos o campo no centro da esfera, que coincide com a origem, 


T=o0. Além disso, |"'|=|-7'|= R, que é o raio da esfera. Temos, portanto, 
- l Rr 
Ep = — dA 
P 4Teo Jg “PIO r'|3 
> R r 
Ép = — op == dA 
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O elemento de área em coordenadas esféricas, para 7' fixo (r' = R), é dA = 
Rº sen 8'd8'd$', onde 6º é medido a partir do eixo z, cuja orientação coinci- 
de com a do campo elétrico externo E. A densidade superficial de carga de 
polarização é dada por 


mm 


op =P.n 


onde f é a normal à superfície na interface entre os meios, orientada para fora 
do meio que tem a polarização P. No nosso caso, a polarização está orientada 
no mesmo sentido que o do campo externo, ao passo que a normal aponta 
para dentro da esfera, no sentido do versor —£f. Assim, encontramos 


Op — —P cos 6 


em 


Il a di Ny st nt Hana! 
Ép — eta [ (—P cos0') É Rº sen 6 dê dj 


2H 
f f f 
ren o), / f cos 0' sen 6'do'dg' 


O versor ?”, de acordo com as expressões 1.37, vale 


Ep = 


” = sen9' cosd i+senB' send j+ cos0'k 
e o campo fica 


Z.P 


ATeq 


27 
/ / cos 9" sen 9'(sen 0º cos &' i+sen6' sen d'j + cos6' k lo) do' dó 
o JO 


ou 


To pix 
/ / cos 9! sen” 8! cos q'do' dg 
o Jo 


21 
a [ cos 9º sen? 6º sen q'do' dy' 


27 
f f 
+ qr eo / cos” 9' sen 6' dO' dá 


ATeEn 


ares 
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ou ainda, 
o Pi º nm 27 ) 2 ata! 
Ép = [sen &'|p cos O sen” 6 dô 
dreoJo 


um, 
& 


/ cos $'| o” cos 8º sen“ 8' de! 
O 


k [om 
+ mo / CAR cos” 6º sen 6'd6' 


As duas primeiras integrais se anulam por causa do termo entre colchetes, e 
a última é resolvida pela substituição 


u = cos 6! 
du = —3 cos? 8' sen 6' dB! 
d 
— = = cos“ 6º sen 6'd6' 


e desse modo, 


P 3 atlT 
Ger cos 0, 
7 — Pk 
o 3€0 
ou, como P = Pk, 
E: 
“P = Be 


O campo molecular fica 


Agora precisamos do campo éprox, que é gerado pelos dipolos dentro da esfera 
de raio R. Se os dipolos estiverem orientados aleatoriamente, como em ma- 


teriais amorfos, líquidos e gases, Eprox = O. Se os dipolos estiverem bastante 
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orientados e situados nos pontos de rede em um retículo cristalino cúbico, o 
campo também vale Eorox = = 0. O campo é não-nulo quando o material apresen- 
ta defeitos ou impurezas no seu retículo cristalino, ou quando esse retículo não 
é cúbico, de forma que os campos dos dipolos não se anulam completamente 
e aparece um campo Eorox diferente de zero. Tais materiais são anisotrópicos, 
e eles têm permissividades e susceptibilidades que dependem da orientação 
espacial. Nós estamos restritos, como já foi dito, aos materiais ISOtrÓPICOS, € 
neles, E prox = = 0, o que faz com que o campo molecular fique 


(10.43) 


Assim como, macroscopicamente, P = xE , OU Seja, à polarização é proporcio- 
nal ao campo externo, microscopicamente, o vetor momento de dipolo de uma 
dada molécula ou dipolo é proporcional ao campo elétrico molecular, e assim, 
introduzindo a grandeza polarizabilidade molecular qm, podemos escrever 


P = SmEm (10.44) 
ou 
P = M [E + o) (10.45) 


Considerando que existem N momentos de dipolo por unidade de volume e 
que a polarização é dada pela equação 10.1, 


1. 
P=7 A 


ou 


podemos multiplicar a equação 10.45 por N, para obter 


) 
3€0 


ou 
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+ 


P = Nom (É 4 der) 
3€0 


que pode ser resolvida para ?P, isto é, 


3€0 
mb Nm — 
B(1- E ) = mê 
3€0 
as SNeoSm = 
r= Seo — Nm 


(ce — eg)É = Je — Ne é 
3eo(e — €0) = 3NeoSm + Ngm(e — €0) 
3eo(€ — €0) 
im — TPL Cp NT 
N |3€0 + (€ — €0)| 
— Seg(€— €0) 


em E N(e+ 20) 


ou, recordando que a constante dielétrica é dada por 


temos 


ou 


Sm 3 — (10.46) 


que, conhecida como eguação de Clausius-Mossoti, relaciona a grandeza mi- 
croscópica Sm com grandezas que podem ser determinadas macroscopicamen- 
te. Esta equação oferece melhores resultados para materiais diluídos, como 


720 10. CAMPOS ELÉTRICOS, II: MEIOS DIELÉTRICOS 


gases. Em sólidos e líquidos, ela é aproximada, em particular quando a cons- 
tante dielétrica K é grande. 


A partir das grandezas moleculares definidas acima, isto é, do campo 
molecular Em: da polarizabilidade sm e dos momentos de dipolo moleculares, 
podemos estudar quantitativamente o que ocorre com as moléculas de um . 
dielétrico quando o campo molecular age sobre elas. Vamos iniciar com os 
dipolos intrínsecos. 


10.4.1 Polarização de Dipolos Intrínsecos 


Quando um dielétrico possui dipolos moleculares intrínsecos, ao serem 
submetidos a um campo elétrico externo, esses dipolos procuram se orientar 
na direção e sentido do campo, como foi discutido qualitativamente na se- 
ção 10.1. Lá foi dito que a orientação não é perfeita, porque a agitação térmica 
perturba os dipolos, de modo que, quanto maior é a temperatura, menor é o 
alinhamento e menor é a polarização P. Podemos estimar essa polarização, 
utilizando conceitos de Mecânica Estatística e Termodinâmica, como segue. 


Como comentamos anteriormente, a orientação dos dipolos, consideran- 
do que eles estejam num banho térmico, em contato com um reservatório 
de temperatura, o que é normalmente o caso, é regida pelo potencial de 
Helmholtz, que deve ser minimizado, o que corresponde a uma certa configu- 
ração dos dipolos mais ou menos orientados com relação ao campo elétrico. 
A Mecânica Estatística permite que estimemos o valor médio de uma certa 
grandeza, se conhecermos a distribuição estatística que está associada a ela. 
No caso dos dipolos, podemos fazer uma aproximação clássica, considerando 
que eles seguem a distribuição de Maxwell-Boltzmann, de modo que a proba- 


bilidade de encontrar um dipolo com energia E é proporcional à exponencial 
e PÉ. onde 


Aqui, kp = 1,38x 1072 J/K é a constante de Boltzmann, e T é a temperatura 
absoluta. À equação 5.34 dá, para a energia potencial de um dipolo num 
campo externo, que aqui corresponde ao campo molecular E,,, O valor 


U = —-p.E=- — pÉm COS 6 
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onde 8 é medido a partir da direção e sentido definidos pelo campo externo. 
À componente do dipolo na direção do campo externo é pcosô, e assim, a 
probabilidade P(E) de encontrar um dipolo com uma certa energia E é 


P(E) = Ae PÉ — AçfPÉ cost 


sendo 4 uma constante de proporcionalidade. O valor médio de uma grandeza 
x pode ser escrito como 


J =(6)P(e)de 
j Pléjde 
onde P(£) é a distribuição de probabilidades a que a grandeza x está sujeita. 


Reunindo todas as expressões acima, o valor médio de pcosô fica, usando 
coordenadas esféricas para fazer as integrais, 


(7) = 


fpcos de?Pém cos sen Adodg 


9) — 
(p cos 6) f ebpêm cosê sen Adodd 


ou, como a integral em à é imediata, resultando em 27, 


fo pcos BePPEm CosÊ cen Bdg 
Jo e!Pém cosê sen OdO 


(p cos 0) = 


Vamos definir 


y = BpEm (10.47) 
z =Yycosó 
dx = —y sen dO 


6, =0>%7=9 
do =17>4%=-—Y 


e assim obtemos, para o denominador, 


/ ePPÊm COSÊ son QdO = — [o pu 
O ” Y 


4 1 
/ ePPém C08Ê sen Og = — 
0 Y 
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A 
2 
/ ePPêm COS Ê con QdO = , senh y 
0 


O numerador torna-se 


H nd 
/ p cos 0e?Pém COS É con Bdg = — / ptmf cost, 


Ó Yy Emb 
/ p cos 0e"Pém COSÊ cen Bd) = —— / vel do 
Ó BEmY —y 


Para realizar esta integral, chamamos 


u=r> du=dz 


dv =e“dy >> v = et 


dh 


dz 


7Y 


e assim, 
a t Y 
cos Be”Pém COS cen BB = (es Po / “do 
IA É BEmY (e?) LA pa 
1 
aa A PD L 
EmY b ! e 
1 
= -——— |2ycoshy — |e! - e” 
BEmY | ! / | | 
/ p cos Be?Pém Cosé sen dO = Ea | coshy — senhY] 
0 EmY 


Reunindo os dois termos, encontramos 


2 Y — senh 
DÊ, y coshe! — sen | 
(pcos 0) = Dm — 
5 senh y 
1 ycoshy — senhy 
j=— [1 Tt 
tp cos 8) BEm senh y 


p 
cos6)=—— (ww cotghy — 1 
(p ) BED ghy-—1) 


(pcos 8) = (x cotgh y — 1) 


ou 


(p cos 0) = p(cotgh — -) 


(10.48) 
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que é conhecida como fórmula de Langevin. Lembrando, da equação 10.47, 
que % vale 


= Pém 


Y=PPém = ET 


vemos que, para temperaturas da ordem da temperatura ambiente ou maiores, 
desde que o campo não seja muito intenso, y < 1, pois os momentos de dipolo 
possuem valores muito pequenos. Só para recordar, o momento de dipolo da 
água, que é um dos maiores valores de momento de dipolo para todas as 
substâncias, vale p = 6,14 x 107% C.m. Assim, para estes pequenos valores 
de Y, podemos expandir a função cotangente hiperbólica em série de Taylor 
em torno de y = 0, ou seja, pela equação 2.1, 


fo=5D 510 (o 09" = 
n=0 To 
x , 
flxo) + (x — co) + (e — o 2 LS) 


sendo que 


Usando a série de Taylor 2.2 para as exponenciais, e considerando termos até 
a terceira ordem em x, obtemos 


l+2+E4+T41-g+E — 
DS US ao lo olLDora£ gr 
ltea+S+T-(1-248 — 
241º 
no. q8 

T+ 

2 + 1º 
2x (1 + E) 


cot hos (242) 14 E E 
5 “94 


cotgh a = 


e) DER S/R, 


cotgh x = 
cotgh x = 


6 


Usamos agora a série de Taylor 2.6 para a função binomial, para expandir o 
segundo parênteses, ou seja, 
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Substituindo o valor de y dado pela equação 10.47, achamos 


(p cos 7) ns Epêmp 


o > 
(pcos0) = bp hi 


ou, expressamente em função da temperatura, 


. 
p“ém 
cos 0) = 
v | 3kBT 
Considerando que (p cos 6) é o dipolo efetivo na direção do campo molecular 
ém, podemos escrever 


p= 


Ep TEM 


p= 


que pode ser comparada com a expressão 10.44, para dar 


p2 


Gm = qr (10.49) 


que é uma espécie de polarizabilidade “intrínseca” ou “orientacional”, Já que 
ela está associada à orientação dos dipolos intrínsecos do material. Vejamos 
agora o que ocorre com os dipolos induzidos. 
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10.4.2 Polarização de Dipolos Induzidos 


Na seção 10.1, vimos que os dipolos induzidos são formados quando o 
campo elétrico molecular age sobre os constituintes do dielétrico, separando 
os centros “geométricos” de cargas positivas e negativas, como pode ser visto 
nas figuras 10.3 e 10.4. Vamos considerar agora um modelo simples, para 
estudar a polarização desses dipolos. 


No estudo dos dipolos induzidos, consideramos inicialmente que o dielé- 

trico é formado por átomos neutros esféricos, que têm um núcleo positivo no 
centro, com uma carga Ze, onde Z é o número atômico ce = 1,6x 101º Céa 
carga do próton (e também do elétron, só que com sinal negativo), e por uma 
carga eletrônica — Ze, distribuída de forma mais ou menos homogênea dentro 
do volume esférico de raio Ro. Este modelo não é perfeito, mas se assemelha 
bastante com a situação real. Ele pode ser visto na figura 10.21. 


distribuição 
eletrônica 
uniforme 


Figura 10.21: Modelo para um dielétrico monoatômico, 
sem campo elétrico externo. 


Quando o campo elétrico externo E é ligado, aparece o campo molecular 
Em: que age sobre o átomo, produzindo uma separação entre os centros de 
carga positiva e negativa, como aparece na figura 10.22. O núcleo positivo do 
átomo é deslocado de uma distância X em relação ao centro da nuvem de 
cargas negativas, na direção e sentido do campo aplicado, até que as forças 
elétricas F', entre as cargas negativas e o núcleo do átomo equilibrem a força 
elétrica Fm gerada pelo campo molecular Em: ou seja, quando ocorre 


-—+ —+ 


Fe+ Fan =0 
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E distribuição 
reed is o un 1 forme 


Eri 
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Figura 10.22: Modelo para um dielétrico monoatômico, 
com um campo elétrico externo. 


A força elétrica gerada pelo campo molecular sobre o núcleo do átomo é 


md mh 


Em = ZLeEnm 


e devemos lembrar que a carga do núcleo é Ze. Para obter a força produzida 
pelas cargas negativas, precisamos achar o campo elétrico gerado por essas 
cargas na posição ocupada pelo núcleo. Assim, consideramos uma superfície 
gaussiana esférica 9 de raio X, cujo centro coincide com o centro das cargas 
negativas, como na figura 10.23. 


distribuição 


| ig eletrônica 
E uniforme 


TF Mo À TT AR 
re mr A Em. 2 TT 
Rea =. E: 


=. 
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He 


a 
ae 
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Figura 10.23: Superfície gaussiana para um dielétrico 
monoatômico, com um campo elétrico externo. 
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A lei de Gauss 4.13 estabelece que 


F 


A densidade volumétrica é constante, por hipótese, e assim, num volume 


47 R$ 
V= 5, temos uma carga negativa Q) = —Ze, de modo que a densidade é 


PY 


o — £e 


= dir 


3Ze 
Am R$ 


Pp — 


e portanto, lembrando que o versor normal à superfície é ? e que o campo 
gerado pela carga negativa deve ser um campo radial, isto é, €e = — ef, temos 


1 3Z€ 
“Ettdá=> | -S2.dv 
À errt CO JVv 4n Rj 


3Ze 
—€e pb dÃ=-—-——— dV 
Ê 4reoRG /, 


3Ze 47X? 
E 4X = 
es 4reoR; 3 
— beÃ 
co AreoR 
ou, vetorialmente 
- Le X 
Ée=——— 
e AreoRi ! 


Este campo produz sobre a carga nuclear uma força 


- - ZtelX . 
Fe =— Zece = “AreRE 


Reunindo esta expressão com a da força gerada pelo campo molecular, temos, 
sobre o núcleo em equilíbrio, as forças 
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Z2e*X - 
— r+ Zeé, =0 
AregRê cem 
Z2e2X 
——————= f+ Zeém ft =0 
AreoRj . cmo 
Z2e2X 
— = —£Zeé 
4reoRG “em 


Ou 
ZeX = AmeoR$Em 


O dipolo atômico formado neste caso é dado pelo produto entre a carga nuclear 
Ze e a distância X entre o centro das cargas negativas e o núcleo, ou seja, 


p= ZeX 
e desse modo, vetorialmente obtemos 
p = 4760 R$Em 
que, comparada com a expressão 10.44, fornece 


Sm = 4re0R; (10.50) 


que é uma polarizabilidade “induzida” ou de “deformação”, visto que ela 
está associada à formação de dipolos induzidos através da deformação das 
moléculas do dielétrico. Esta equação pode ser combinada com a equação de 
Clausius-Mossoti 10.46, o que resulta em 


30 K-1 
troRi= ro 
303 K-1 
DC 44NKA4P 

3 K-1 

— Bo Mo + 

Ro 4nN KA? 


que expressa o raio atômico em termos de grandezas que podem ser medidas 
experimentalmente. Para os materiais monoatômicos, esta equação fornece 
valores bastante razoáveis para o raio atômico, que é da ordem de 1 Á (lem- 
brando que 1 À = 10-10 m). 
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Em geral, um dielétrico possui tanto dipolos intrínsecos quanto induzi- 
dos, e a polarizabilidade é dada em parte pela polarizabilidade intrínseca e 
em parte pela induzida, isto é, 


p? 


— — 10.51 


onde S&mp é à polarizabilidade induzida. Esta expressão é conhecida como 
equação de Langevin-Debye. Observe que ela é do tipo 


y=a+ z 
e desta forma, é simples estudar a influência dos dois termos separadamente, 
pois o termo induzido é constante, ao passo que o termo intrínseco varia com o 
inverso da temperatura. Os dielétricos que apresentam uma polarizabilidade 
como a dada pela equação 10.51 são lineares. A seguir, vamos estudar um 
dielétrico não-linear. 


10.4.3 Polarização em Materiais Ferroelétricos 


Até agora, estudamos dielétricos lineares. Neste caso, quando um campo 
elétrico E é aplicado sobre o dielétrico, aparece um campo elétrico molecular 
Em sobre cada um dos seus constituintes, o que dá origem a uma polarização 
macroscópica P, que é proporcional ao campo E. Além disso, o dipolo mo- 
lecular também é proporcional ao campo molecular Em: o que significa que, 
ao desligarmos o campo externo, todas as outras grandezas se anulam. Isso 
nem sempre é verdade e, se o material dielétrico for não-linear, como é o caso 
dos materiais ferroelétricos, uma polarização macroscópica não-nula pode ser 
verificada, mesmo para um campo externo nulo. Formalmente, ao fazermos 
o campo externo igual a zero na expressão 10.43, obtemos, para o campo 
molecular, 


onde P) é a polarização quando o campo externo é nulo. Pela * equação 10.44, 
obtemos 
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e considerando que existem N dipolos por unidade de volume do dielétrico, 
temos, pela expressão 10.1, 


e assim, podemos escrever 


mah md 


P = Nsmém 
ou então, substituindo o valor do campo molecular, 
Po = Nm 7— 
3€0 


Esta equação é satisfeita se 


mp 


Po =0 


que é a condição usual de um dielétrico linear, ou se 


Nçm 4 
3€0 
ou ainda se 
= S€0 
Mm = N 


que é a condição para se ter um material ferroelétrico, como, por exemplo, o 


titanato de bário (BaTiOs), que é ferroelétrico a temperaturas menores que 
393 K. 


Um material ferroelétrico, quando submetido a um campo externo E , 
se polariza da mesma forma que um material dielétrico usual. Começando 
com É = O, até atingir o valor É = Ema a polarização aumenta desde 
zero até o valor Pax: No entanto, quando o campo é reduzido novamen- 
te a zero, a polarização do ferroelétrico não vai a zero, e na verdade, ele 
se apresenta com os dipolos quase que totalmente orientados, como na figu- 
ra 10.24. Nesta situação, a polarização continua praticamente com seu valor 
Pax mas tendo É = 0. Para que a polarização do ferroelétrico seja reduzida 
a zero novamente, é preciso que um campo elétrico externo atue sobre o ma- 
terial, no sentido contrário ao da polarização, de forma a “torcer” os dipolos 
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para o outro lado, fazendo com que eles deixem de estar orientados numa 
única direção. Quando a polarização se anula, o campo externo não é nulo, 
e ele na verdade vale —“£o. Se continuarmos a aumentar o campo em módulo 
até que ele atinja o valor —E max: os dipolos ficam novamente orientados, só 
que agora no outro sentido, gerando uma polarização — Pmax Continuando 
com o ciclo, o campo passa de —Emax para —£o. e deste para É =0. Quando O 
campo chega a zero novamente, a polarização continua com seu valor Pax. 
de o campo elétrico atinge o valor £o. a polarização se anula, e se ele chega 
novamente até E max: a polarização assume novamente o valor máximo Pax 


Esse ciclo é chamado histerese. Um gráfico de todo o processo aparece na 
figura 10.25. 


Figura 10.24: Dipolos de um material ferroelétrico após serem 
submetidos a um campo externo que agiu por 
um certo tempo e depois foi desligado, 


Como se vê na figura, os materiais ferroelétricos apresentam uma pola- 
rização não-nula mesmo sendo o campo externo nulo. Entretanto, essa pola- 
rização só é estável a temperaturas menores do que uma certa temperatura, 
característica de cada material, chamada temperatura Curie ou ponto Curie. 
Acima dessa temperatura, que vale To = 393 K para o titanato de bário, o 
material comporta-se como um dielétrico usual. 


Tendo estudado quantitativamente os dielétricos, vejamos agora como 
fica a energia eletrostática em meios dielétricos. 
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Figura 10.25: Gráfico da histerese de um material ferroelétrico. 


10.5 Energia em Meios Dielétricos 


À expressão 5.16 nos fornece a energia potencial elétrica total de uma 
distribuição de cargas p, ou seja, 


onde V é o potencial gerado por p. Esta expressão continua válida para os 
meios dielétricos, desde que eles sejam lineares. A partir dela, podemos utilizar 
a primeira lei de Maxwell 10.8, que é 


V.D=p 


para escrever 


A relação 1.58e nos diz que 


E 


V-(BA)=(VD). A+O(V. À) 
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Vamos aplicá-la para = Ve A= D. ou seja, 
V(VD)=(VW-D+V(V-D) 
Esta expressão pode ser reescrita como 
V(V.D)=V-(VD)-(VY)-.D 
ou, considerando o fato de que É = —VYV, 
V(V.D=V-(VD)+E-D 


Assim, a energia total fica 


Ou 
U-5 | Ve(vDjav+S [ E-Dav 
V Voo 


Usando o teorema do divergente 1.54, a primeira integral pode ser reescrita 
como: 


[7 -(wbjav = 4 (vD)-ada 


Esta integral se anula, porque a superfície S é, formalmente, infinita, Já que 
o volume V corresponde a todo o espaço e, além disso, como já vimos com 
relação à expansão em multipolos, qualquer distribuição de cargas pode ser 
escrita como uma “soma” de multipolos. Considere que em p existe um mono- 
polo, ou seja, uma carga livre, cujo potencial é proporcional a 7” *, enquanto o 
campo e o deslocamento elétrico são proporcionais a 12. Portanto, o produto 
do potencial pelo campo resulta em r”*. A superfície S, considerando que ela 
seja uma esfera, cresce com rº, e assim, combinando todos os fatores dentro 
da integral, temos uma função que se comporta, em função de r, com q”. 
Quando r > oo, esta função se anula, como era esperado. Esta argumentação 
vale para qualquer multipolo, não apenas para uma carga pontual, já que os 
potenciais, campos e deslocamentos gerados por todos os outros multipolos 
vão a zero mais rapidamente que os da carga pontual. Por exemplo, o poten- 
cial de um dipolo é proporcional a r”2, enquanto seu campo é proporcional 
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a 77%. Combinando esses dois resultados com a área da esfera, que é pro- 
porcional a 72, temos uma função que depende de 1”? e que se anula muito 
mais rapidamente do que no caso da carga pontual. Portanto, na energia total 
eletrostática temos, apenas, 


U = 5 |, E.DdV (10.52) 
V | 


Podemos definir uma densidade volumétrica de energia eletrostática como 
sendo 


> - 


e, a partir desta grandeza, a energia eletrostática fica 


U= [ udv 
V 


As expressões 10.52 e 10.53 são equações gerais para dielétricos lineares, € 
nesse caso, podemos escrever D = c£. Com isso, a densidade de energia ele- 
trostática pode ser escrita como 


ou 


onde fica claro que, nas regiões onde o campo é mais intenso, a energia ar- 
mazenada por ele é maior. Além disso, um material dielétrico armazena mais 
energia do que O vácuo, pois € > €o. 


Exemplo 10.7. Considere uma esfera dielétrica de raio R e permissividade 
e, com uma densidade volumétrica de cargas homogênea igual a po. Calcule a 
sua energia eletrostática. 


À energia eletrostática pode ser calculada de duas maneiras. A primeira 
envolve a equação 10.52 para a energia em função dos campos elétricos e, 
portanto, precisamos primeiro calcular esses campos, o que pode ser feito por 
intermédio da lei de Gauss 10.11 para dielétricos, isto é, 
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Ê E-ndA == 
Sc € 


O campo elétrico deve ter uma simetria radial, ou seja, É = +€ f, e o sinal 
depende de a carga ser positiva ou negativa. O versor normal corresponde ao 
versor £, e vamos considerar uma superfície gaussiana esférica de raio 7 dentro 
da esfera, de modo que 


] 
A ertatos fam 
Se € 


+ E dA = dV 
Sc e V 
+E4nrº = po ár 
3 
ou 
Por 
É = +— 
S€ 
ou, vetorialmente, 
É = E f (10.54) 
€ 
O deslocamento elétrico fica 
D = cé — a r 


e a parcela da energia no volume da esfera torna-se 


105 

8 / [ rº rº sen Odrdody 
o” 

as aj [o re r* sen Odrde 


— fdV 
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o 270% Rº 

“o Ge 5 

U. = 27Rº pó 
40€ 


Fora da esfera, o campo também pode ser encontrado mediante à lei de Gauss, 
considerando uma superfície gaussiana de raio r e lembrando que só existem 
cargas na esfera. Assim, 


A +er-2d4 = — | pav 
Te CO Jv 

se [ a4 = | ay 
Se CO JV 


+E4nr” — po Am Rº 


ou, vetorialmente, 


Ê (10.55) 


O deslocamento elétrico é 


e desse modo a densidade de energia fora da esfera fica 


1 / Rêépo. Rêpo 
— r rd 
5 |, 3€or? o ST é á 


a 6 27 
n add L Ho 4" * sen Odrdody 
9 den 


2 9 S 
Rêrp? 11 
Us v “(—2) - 
Ú R 
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2Rºrpj 1 
Jo den R 
U. = 2Rºmph 
1 9€0 
Assim, a energia total torna-se 
U = U, + Us, 
— 2mR'p | 2R'rp 
45 Jg 
U= 27Rº pf La, 
y dE €n 
ou 
U = 27Rºpó(eo + 5e) (10.56) 
o 45€n€ 
Quando e = eo, obtemos 
27Rº ph eo + eo 
U=-——D—— 
9 d€0€0 
— 27Rºph eo 
9 Deé 
U = 47 Rº pg 
15€0 


O segundo modo de calcular a energia eletrostática da esfera consiste 
em utilizar diretamente a expressão 5.16, que é, 


U = 5 | 0tver) dV 


Como só existem cargas dentro da esfera, a integral se reduz a uma integral 
no seu volume. Precisamos do potencial elétrico no interior dela, e este pode 
ser encontrado através do campo elétrico 10.54, que é 

> Po” 

E =" 


d€ 
e da relação 5.20, 
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r 


V(F) = VíFrer) - / Edi 


od 


Tref 


que é a segunda lei de Maxwell da Eletrostática. Entretanto, precisamos de 
uma referência, que deve ser o potencial na superfície da esfera, pois, neste 
ponto, ele precisa coincidir com o potencial elétrico fora da esfera. O potencial . 
fora da esfera, por sua vez, usa como referência o valor no infinito, de forma 
que V(r — 00) — 0. Para calcular o potencial fora da esfera, utilizamos o 
campo elétrico 10.55 na segunda lei de Maxwell, isto é, 


” D3 
V(r) = V(o0) — / ai e Fr. (drf +rdo0 +rsenbdo d) 
oo 3€97 
ou 
a R'po [”1 
Ur) =- d€0 f r2 
Rºpo 1 
“3 Ir o 
mo Rêpo 
Vo S€0T 


Em r = R,o potencial fora da esfera vale 
Rpo 
V(A) = —— 
(BR) en 


O potencial dentro da esfera pode agora ser encontrado, mediante o uso do 
raio da esfera como referência, ou seja, 


V(7) = V(R) -[ qo É (dr £ + rd9 Ô + rsen Odo É) 
| R 


ou 
Rºpo Po 

S€0 dE Jp 

Rêpo po[r2]” 

E Se. “Je 5 

Rºpo o por? N poR? 


S€0 de De 
Roo 2€ + €0 Por? 
= õ 2€n€ be 
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que, em r = À, vale 


Rºpo 2€ + €0 o poR? 


Vit) — 3 Z€nE De 
ou 
Rºpo 
VIR) = 
(8) en 


e isso concorda com o valor obtido mediante o uso do potencial elétrico para 
fora da esfera. Para calcular a energia, usamos a equação 5.16, lembrando que 
a densidade de carga é po, Isto é, 


l 
g=l o o(F)V(7") dV 
27 2 mn 9 ? 
Na É Ea ETéo PT | 2.en Odrdodá 
Z2En€ be 
Ro o (2€ + €0) “av - i 
32 Gee diga f how “26 NA | " sendardndo 


2 3 
— Rpo(2e + eo) 47 R — PÓ [a] 27 Fr [ r* sen Odrdê 
O “0 


12ene > 12e 


mR'pi(Ze+eo) | po 


R 
— ST FOTO O U7 DO (9 A 4 
dee + DA Tr) cos o]; | rêdr 


— Rêrpi(2e+ 0) , TB (9) El 
dege Ge O 

— Rirpg(Ze+C) Ro 

o 9en€ — 15 

— Rêrpo(10€ + 20) 

o 49€0€ 

— 2nRºpo(5e+ 60) 

o 49€n€ 


“que concorda com a equação 10.56 obtida anteriormente. No próximo capítulo 
estudaremos os capacitores, além de outros exemplos envolvendo a energia 
eletrostática. 
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10.6 Exercícios 


10.1 


10.2 


10.3 


10.4 


10.5 


Demonstre a relação 10.2, 


que relaciona o operador V nas coordenadas sem linha com o operador 
nas coordenadas com linha. 


Suponha que uma coroa esférica dielétrica descarregada, de raios R, 
ce Ro, (Ra < Rb) e permissividade ex. esteja no vácuo. Na região 7 < 
Fa o meio tem permissividade eo. Calcule os potenciais, campos e 
deslocamentos elétricos, as densidades de carga de polarização e a 
carga total de polarização. 


Duas esferas condutoras concêntricas, descarregadas e isoladas, de 
raios Rj e Ro, têm, entre elas, um material dielétrico de permissivi- 
dade e. O material, entretanto, não preenche todo o volume entre as 
duas esferas. Ele se estende nos intervalos Rj < r < Ro,0<d<2re 
U<0<ã5,ou seja, preenche exatamente a metade da coroa esférica. 
Usando as soluções da equação de Laplace em coordenadas esféricas, 
ache os potenciais, campos e deslocamentos elétricos, a polarização e 
as densidades de carga de polarização nos quatro meios, considerando 
que, dentro da esfera menor, fora da esfera maior, e na metade da 
coroa não preenchida pelo dielétrico, a permissividade é eo. 


Considere uma casca esférica condutora de raio R, com uma densi- 
dade superficial de carga o homogênea sobre a sua superfície. Dentro 
da casca e fora dela existe um meio de permissividade ep. Encontre a 
energia eletrostática do sistema. 


No exemplo 10.6, estudamos um problema, envolvendo um cilindro 
dielétrico envolto por uma coroa dielétrica, ambos colocados num 
campo elétrico externo homogêneo. Ache, para aquele exemplo, os 
campos e deslocamentos elétricos, as polarizações elétricas, as densi- 
dades de carga de polarização e a carga total de polarização induzida 
em cada um dos meios. 


Capítulo 11 


Capacitores 


Nos exemplos 4.14 e 5.9, estudamos o seguinte arranjo formado por 
dois planos condutores infinitos: 


Figura 11.1: Dois planos infinitos paralelos, com densidades de 
carga o e —o, formando um capacitor plano paralelo. 


Esta configuração especial de condutores é caracterizada pelo fato de 
que a carga contida num deles tem o mesmo valor, mas sinal contrário, que 
a carga contida no outro, o que faz com que a carga total do sistema seja 
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nula. Além disso, esses condutores armazenam cargas de forma independente 
de outros condutores que possam estar nas proximidades. Um arranjo como 
este, chamado de capacitor, é um importante elemento de circuito. O capacitor 
ilustrado na figura 11.1 é conhecido como capacitor plano paralelo, mas a 
forma geométrica dos condutores que formam o capacitor pode ser qualquer, 
e além disso, um condutor não precisa ser idêntico ao outro. O importante é - 
que nos dois condutores as cargas sejam Q e —U. 


11.1 Estudo dos Capacitores 


Para o capacitor plano paralelo, temos alguns resultados já calculados. 
O campo elétrico dentro do capacitor vale, pela equação 4.24, 


mf 4] R 
É=—n 
Co 
onde o é a densidade de carga positiva. A diferença entre os potenciais elétricos 
dos dois planos é, de acordo com a equação 5.31, 


Volário o Vplano -G=AV= QL 

eg Ã 
sendo que À é a área de qualquer um dos planos, já que eles são iguais, L é a 
distância entre eles e Q é a carga total num deles. Note que estas expressões 
valem, rigorosamente, apenas para planos infinitos de carga. Quando os planos 
são finitos, nas extremidades o campo elétrico não é mais dado pela expres- 


são 4.24, e as linhas de campo assemelham-se às que são apresentadas na 
figura 11.2. 


> 
Ê 


Figura 11.2: Linhas de campo elétrico de um 
capacitor ptano paralelo finito. 
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Apesar de o campo elétrico nas bordas do capacitor plano paralelo finito 
não ser homogêneo, como acontece com a região central, podemos aproximá-lo 
por um campo constante e homogêneo, se desprezarmos os efeitos de borda. 
Tal aproximação melhora à medida que a distância L entre os planos do 
capacitor se torna pequena em comparação com a largura ou o comprimento 
dos planos. Esta é a situação geral na prática, e assim, para todos os efeitos, 
o campo elétrico e a diferença de potencial para qualquer capacitor plano 
paralelo são dados pelas expressões vistas acima. 


Para qualquer capacitor, e não apenas para o plano paralelo, a inten- 
sidade do campo elétrico é diretamente proporcional à carga nos condutores, 
Já que, pela equação 4.95, 


E) = e) NES 


ATeo 


Assim, se dobrarmos a densidade de cargas p(7'), dobrará também a intensi- 
dade do campo elétrico. Além disso, pela relação 5.19, que é 


dV = -E. de 
quando dobra a intensidade do campo elétrico, a diferença de potencial au- 
menta pelo mesmo fator, pois ela é diretamente proporcional ao campo elé- 


trico. Portanto, a diferença de potencial é diretamente proporcional à carga 
no condutor. Esta relação pode ser escrita matematicamente na forma 


AY x Q 


que pode ser transformada numa igualdade, se introduzirmos uma constante 
«, ou seja, 


AV = aQ) 
Esta equação pode ser invertida para dar 

Q =— CAV 
ou 


C= + (11.1) 
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que define uma grandeza chamada capacitância, representada pela letra C, 
característica do sistema formado pelos condutores. Note que a equação 11.1 
é uma definição operacional e que, na verdade, a capacitância é uma proprie- 
dade associada à geometria do arranjo formado pelos condutores e ao meio 
que existe entre eles. À capacitância só pode ser alterada mediante a mu- 
dança da geometria dos condutores ou do meio entre eles (introduzindo-se 
um dielétrico no capacitor, por exemplo). Assim, os capacitores são classifi- 
cados por sua capacitância €, e quando submetidos a uma certa diferença de 
potencial específica, adquirem uma carga Q dada pela equação acima. Desta 
equação, podemos obter a unidade da capacitância, que, no SI, é dada por 
C/V. Essa unidade recebe um nome especial, farad, e ela é simbolizada por 
HF. Portanto, 


Os capacitores usuais têm, normalmente, suas capacitâncias dadas em termos de submúlti- 


plos do farad. Os mais utilizados são o microfarad (uF), que vale 


1uF=1x10"*F 


o nanofarad (nF), que vale 


InF=1x10"º E 


e o picofarad (pF), que vale 


lpF=1x10"! FP 


À principal função do capacitor é justamente armazenar cargas, que 
podem ser usadas posteriormente para alguma finalidade. Ele é o primeiro 
elemento de circuito elétrico que vamos estudar. Nos circuitos elétricos, é 
comum aparecerem capacitores associados com outros elementos, como vere- 
mos posteriormente. Para representar um capacitor num diagrama de circuito 
elétrico, usamos o símbolo +t-, que lembra um capacitor plano paralelo, mas 
que pode ser utilizado para qualquer capacitor, de qualquer forma geométrica. 
Antes de estudar alguns circuitos simples envolvendo capacitores, vamos cal- 
cular as capacitâncias para alguns arranjos simples. 
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Exemplo 11.1. Qual é a capacitância de um capacitor plano paralelo, de 
área À e distância L entre os planos, situado no vácuo? 


Este problema pode ser facilmente resolvido se lembrarmos que a dife- 
rença de potencial entre as placas do capacitor é dada pela equação 5.31, ou 
seja, 


AV = —— 
eg À 


Com a definição 11.1 para a capacitância, temos 


C = — 


C = (11.2) 


que envolve apenas fatores geométricos e o meio, representado pela permis- 
sividade eo. Note que a capacitância é diretamente proporcional à área 4 e 
inversamente proporcional à distância L entre os planos. Isso pode ser enten- 
dido da seguinte forma: quanto maior a àrea Á, mais cargas o capacitor pode 
acumular, o que aumenta a capacitância. Do mesmo modo, quanto menor a 
distância entre os planos, menor é a diferença de potencial entre eles, o que 
também aumenta a capacitância. O terceiro modo de aumentar a capacitância 
consiste em preencher o espaço entre os dois planos com um dielétrico de per- 
missividade elétrica e, pois isso diminui o campo elétrico dentro do dielétrico, 
o que, por sua vez, também diminui a diferença de potencial e provoca um 
aumento na capacitância, que neste caso fica 


Colocar um dielétrico entre os condutores num capacitor também auxilia na 
própria construção do capacitor, porque os condutores podem ser fixados no 
“dielétrico de modo a formar um conjunto compacto e fácil de manusear. Além 
disso, pela tabela 6.1, o módulo de rigidez dielétrica dos materiais dielétricos 
é maior do que o do ar, ou seja, os dielétricos resistem melhor do que o 
ar a campos elétricos mais intensos, que podem provocar descargas de um 
condutor a outro e danificar o capacitor. Assim, a menos que se faça vácuo 
dentro do capacitor, ele será mais estável se for preenchido por um dielétrico. 


146 11. CAPACITORES 


À energia eletrostática armazenada no capacitor plano paralelo no vácuo 
é dada por 10.52, isto é. 


U-5/ E-Dav 
2 dv 


O campo elétrico dentro do capacitor é fornecido pela equação 4.24, que é 
> O 
EÉ=—R 
€Q 


sendo o à densidade superficial de cargas, ou seja, o = e. O deslocamento 
elétrico é 


D=egé =0on 


O campo elétrico fora do capacitor é nulo, e assim, a integral da energia 
eletrostática se estende apenas dentro do volume do capacitor. Portanto, a 
densidade de energia eletrostática, expressa pela equação 10.53, fica 


À energia total é 


U = — (11.3) 


À capacitância C do capacitor plano paralelo é fornecida pela expressão 11.2, 
ou seja, 


—* A 


=] 
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e assim, temos 


Exemplo 11.2. Considere duas esferas condutoras concêntricas de raios R, 
e Rp (Ra < Rb), com cargas Q e —Q, respectivamente. Calcule a capacitância 
desse capacitor esférico. O meio entre as esferas tem vermissividade e. 


O capacitor esférico é ilustrado na figura 11.8. 


Figura 11.3: Um capacitor esférico. 


Para encontrar a diferença de potencial entre as esferas, precisamos primeiro 
achar o campo elétrico na região entre elas, o que pode ser feito mediante a 
lei de Gauss 10.11, ou seja, 


A E nda = E 
SG € 


O campo elétrico dentro da esfera menor é nulo, já que a carga nessa região 
é nula. Da mesma forma, o campo fora da esfera maior também é nulo, pois 
a carga líquida dentro de uma superfície gaussiana de raio 7, com r > Rip, é 
Q+(-Q)=0,e assim, 


A É.ndA=0 
SG 


o que implica que E = 0 fora da esfera maior. Resta apenas a região entre 
as esferas. Nesse local, vamos considerar uma superfície gaussiana de raio r, 
como a que aparece na figura 11.4. Por simetria, o campo elétrico É nessa 
superfície tem módulo constante, e ele está orientado na direção radial para 
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fora, o que significa que É = É £, já que a carga dentro da gaussiana é positiva. 
Assim, temos 


ou 
A ETTdÃA — Q 
Sa € 
ed ds P 
Sc € 
E4mrº — w 
E 
(q 
É = ——— 
Amrer? 
ou, vetorialmente, 
s O | 


À diferença de potencial entre os condutores pode ser encontrada mediante a 
equação 5.19, isto é, 


dV = -E. dê 


que deve ser integrada desde uma esfera até a outra, ou seja, 


Fo Pb ss 
dv = [ Edi 
Ra a 
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Ou 


Ro 
V(BRo) — V(Ra) = -[ É f- (dr? + rdo 8 + rsenBdo d) 


Vo) —- VRa)=- "55 


Note que o sinal negativo significa que o potencial em R, é menor do que o 
potencial em Ra. Assim, podemos escrever 


(q) Rb — Ra 


A capacitância é obtida de 11.1, e ela fica 


(11.5) 


Observe que, novamente, aparecem apenas fatores geométricos, além da per- 
missividade do meio. Esta expressão pode ser reescrita como 


AreRaRs 
(=> = 
Ro(1-— E) 
C — ementa 
1— % 


Quando a esfera externa se torna muito grande, R, — oo, e assim, obtemos a 
capacitância de um capacitor esférico que tem uma das esferas com tamanho 


infinito, ou seja, 
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C = 4reR, 


que, por vezes, é dita ser a capacitância de uma esfera de raio Rg. À energia 
armazenada no capacitor pode ser obtida mediante a expressão 10.52. Para 
tanto, precisamos do deslocamento elétrico, que fica, a partir da equação 11.4, 


O campo elétrico é diferente de zero apenas dentro do capacitor, e a integral 
de volume da energia eletrostática estende-se apenas nesta região, isto é. 


27 
 32m E IA pe = 7 ? sen Odrdodo 
Rs 
= sr! mf. [ — sen ddrdô 


So 17 [ « 
l6me! o fp 


e assim, obtemos para a energia armazenada, 
Q 


V=50 
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Exemplo 11.3. Considere um cabo coaxial formado por um longo fio condu- 
tor cilíndrico, de raio R1, situado dentro de um outro fio condutor cilíndrico, 
concêntrico com o primeiro, de raio Ro. Os condutores têm cargas Q e —U, 
respectivamente, como mostra a figura 11.5. Calcule a capacitância do cabo 
coaxial, considerando que o meio entre eles tem permissividade e. 


Figura 11.5: Um cabo coaxial. 


Antes de obter a capacitância, precisamos encontrar o campo elétrico 
gerado por este arranjo de condutores. À lei de Gauss 10.11, 


nos diz que, dentro do fio de raio R, e fora do fio de raio Ro, o campo é 
nulo, pois as cargas líquidas nessas regiões são nulas. Resta, portanto, achar o 
campo elétrico na região entre os fios, que, por simetria, deve estar orientado 
de forma radial, perpendicular ao eixo dos fios, na direção de p, ou seja, 
E =E ?. Assim, considerando uma superfície gaussiana cilíndrica, de raio p e 
altura L entre os fios, temos 


À carga q dentro da superfície gaussiana pode ser encontrada do seguinte 
modo: a carga Q do fio está distribuída sobre sua superfície, de uma forma 
homogênea. Portanto, podemos considerar uma densidade superficial de carga. 
o dada por 


- 2 
217R;? 


2: 


onde ? é o comprimento do fio cilíndrico interno, que tem uma carga Q e raio 
R,. Desse modo, lembrando que o versor normal à superfície gaussiana nas 
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bases é dado por —k, na base esquerda, e k, na base direita, enquanto, na. 
superfície lateral, o versor é à, a lei de Gauss fica 


A EndA = [ o dA 
SG € JS 


Note que a integral do lado direito é feita sobre a região que tem cargas, 
dentro da superfície gaussiana, ou seja, apenas sobre a área do fio interno. 
Assim, chamando de dA' o elemento de área sobre esse fio, temos 


/ Ed -(-Rdas+ | Ep-kdas [ Ebrpda =" [ dA 
base esq. base dir. lateral € JS 


Ou 


E dA = >9xRjL 
iateral € 
1 
E2rpL = -— in RL 
TP € 27 tl tou 
.Q 
27€pl 
ou, vetorialmente, 
mp () ' 
E — 11.6 
2nepf Ê (11.6) 


Observe que, quando o fio é muito fino, podemos substituir o fator E por uma, 
densidade linear de cargas À, e assim, obtemos 


> À 
É = ) 
| amep * 


que é o campo elétrico de um fio de cargas, dado pela expressão 4.9. 


Voltando ao nosso problema, temos que encontrar a diferença de poten- 
cial entre os dois fios cilíndricos, através da expressão 9.19, 


dVY = -E. do 


que deve ser integrada desde um fio até o outro, isto é, 
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Ou 


2mef R4 Pp 
() 


— —am07 Wo Ro — In Ri 


V(Ro) — V(BRi) — — É In *2 


Como a diferença de potencial é negativa, o potencial do fio interno é maior 
do que o do fio externo. Temos, portanto, 


O qm ft? 


- — = — (1. 
VB) — Via) = AV na UR (11.7) 
e a capacitância do cabo coaxial fica 
o, 
(= AV 
o Q 
o R 
at In py 
C = tre (11.8) 
In 5£ 
Ri 


Aqui é interessante definir uma capacitância por unidade de comprimento do 
fio como sendo 


ou seja, 
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que é função apenas da geometria e do meio entre os condutores, como deve | 
ser. À energia armazenada no cabo coaxial pode ser obtida do campo elétri- 
co 11.6, bastando que calculemos o deslocamento elétrico, que fica 


D — Ca 
e 27 p P 
À energia fica 
l 5 5 
U-5 [ E-Dav 
2 Jv 
Í Q . Q. 
= — —— pd 
2 v 2mept 2mpb á 


o 
Ro 27 do 
“87 gr 9 


pe. d 
dp 

— —— (2 
a! T) f p 


Q? 
Amel | n Ro n Ri 
Qº , Ro 
= In — 
Are? Ri 
À capacitância do cabo coaxial é dada pela expressão 11.8, 
— Qnel 
“nê Ro 
e desse modo, a energia fica 
2 
U-=-— 
2C 


Podemos perceber, nos três exemplos acima, que a energia armazenada 
no capacitor está associada à carga no capacitor e à sua capacitância, através 
da relação 


Q? 


U= 5 


1.1. ESTUDO DOS CAPACITORES 15D 


Esta expressão tem validade geral, e ela pode ser deduzida facilmente se lem- 
brarmos que a energia potencial elétrica está relacionada ao potencial elétrico 
através da equação 5.11, que é, 


U 
V=— 
dp 
Podemos reescrever esta relação como 
U=gpY 


Iniciando com o capacitor totalmente descarregado, vemos que, ao transfe- 
rirmos uma carga d() para o capacitor, submetido a um potencial fixo V, a 
energia potencial elétrica aumenta de um valor 


dU = VdQ 


A capacitância é dada pela expressão 11.1, 
Q 

C=—— 

AV 


Vamos considerar que um dos condutores do capacitor está no potencial nulo, 
ou seja, AV = Vj — Vo = Y, = V. Assim, podemos escrever 


() 
V=— 
C 
e obtemos 
q 
dU =— Ç dO 


Integrando esta equação desde a situação em que o capacitor está descarregado 
até aquela na qual ele tem uma carga () dentro dele, temos a energia total 
armazenada por ele, ou seja, 


[ av=[ Sag 


V=5/ Qu 
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ou 
q 
U= 2C 


que é a expressão para a energia eletrostática armazenada no capacitor. Por 
meio da definição de capacitância, podemos escrever também 


(11.9) 


2 
U= = 
AY 
V 
ou ainda, considerando que 
Q — VC 
obtemos 
2 
U 2C 
V2c> 
2 
U = — (11.11) 


Estas três expressões podem ser utilizadas para calcular a energia armazenada 
dentro do capacitor. À decisão a respeito de qual delas devemos usar para um 
problema específico depende das grandezas que são conhecidas ou não. 


11.2 Associação de Capacitores 


Em circuitos elétricos, é comum ocorrerem associações de capacitores, 
ou seja, dois ou mais capacitores são ligados entre si num circuito. Essa as- 
sociação produz como resultado um capacitor equivalente, com uma certa 
capacitância equivalente. Trata-se de uma propriedade importante, porque os 
capacitores são fabricados com certos valores fixos de capacitância, e seria 
proibitivo, do ponto de vista econômico, produzir capacitores com todos os 
valores possíveis de capacitância. Assim, quando necessitamos de um valor de 
capacitância não-usual, podemos, por meio de uma associação de capacitores, 
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produzir um capacitor que tenha a capacitância desejada. Por causa disso, 
vamos estudar os modos de fazer essas associações e também alguns circuitos 
simples. 


Existem apenas dois modos de conectar dois capacitores. Num deles, a 
placa positiva (ou negativa) de um é ligada, por meio de fios condutores, con- 
siderados normalmente como ideais, à placa negativa (ou positiva) do outro. 
Isso estabelece uma ligação em série entre os dois capacitores, como mostra 


a figura 11.6. 
C, C, 
A | | ô | | B 


Figura 11.6: Associação em série de dois capacitores. 


mi 


C, 
A B 
C. 


Figura 11.7: Associação em paralelo de dois capacitores. 


O outro modo de associar dois capacitores consiste em ligar a placa po- 
sitiva (ou negativa) de um à placa positiva (ou negativa) do outro, formando 
uma associação em paralelo, como mostra a figura 11.7. Note que estamos 
chamando de placas os condutores que formam o capacitor, independente- 
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mente da forma geométrica real. Por meio desses dois tipos de associação, 
podemos obter um capacitor equivalente, cuja capacitância está relacionada 
às capacitâncias dos capacitores que participam da associação, como veremos 
a seguir. 


11.2.1 Associação de Capacitores em Série 


Na associação em série apresentada na figura 11.6, temos dois capa- 
citores, de capacitâncias Cy e (5, respectivamente. À diferença de potencial 
entre as placas desses dois capacitores é AV; — Vc — VA, para o primeiro 
capacitor, e AV, = Vg — Vc, para o segundo. A diferença de potencial entre 
os pontos B e À é 


AV =VYVg — Va 


que pode ser reescrita como 


AV =VYB-—-Voc+Vc-VA 


ou 


AV = AVo + AY, 


Assim, para capacitores em série, a diferença de potencial entre os pontos . 
Be A é dada pela soma das diferenças de potencial em cada capacitor 
e o capacitor equivalente, que vai substituir os dois capacitores, deve esta! 
submetido a esta diferença de potencial. 


À carga em cada uma das placas do capacitor deve ter o mesmo valo; 
numérico, sem considerar o sinal. Isso ocorre por um motivo simples: os capa 
citores pertencem a-um circuito fechado. Assim, quando uma carga negativ: 
chega na placa esquerda de C,, uma carga negativa deve sair da placa direit: 
de (3, para que haja conservação das cargas em todo o circuito. Assim, a pla 
ca esquerda de €; e a placa direita de €, adquirem a mesma carga em valo 
numérico, sem sinal, sendo que, na presente discussão, a placa esquerda de € 
é negativa e a direita em C5 é positiva, o que gera um campo elétrico entre a 
placas, orientado da direita para a esquerda. Esse campo elétrico faz com qu 
cargas negativas da placa direita de C; sejam atraídas para a placa esquerd 
de Cs, fazendo com que a primeira fique positiva, e a segunda, negativa. Alér 
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disso, amda em virtude da conservação das cargas, os valores destas cargas 
também são iguais, desconsiderando os sinais. 


Resta provar que as cargas nas placas internas têm o mesmo valor que 
as cargas nas placas externas, sempre desconsiderando os sinais. Para isso, 
percebemos que, para o campo elétrico ser nulo na região do fio que liga os dois 
capacitores, o campo produzido pelas placas externas deve ser completamente 
anulado pelo campo produzido pelas placas internas, o que só ocorre quando as 
placas internas possuem a mesma carga que as externas. Portanto, chegamos 
finalmente à conclusão de que as cargas em todas as placas dos capacitores 
em série possuem o mesmo valor |Q|, sem sinal. 


À capacitância de Cj é 


Q 
= Av; 
de onde extraimos 
Ú, 
AV, = — 
Q 
De forma análoga, para €, obtemos 
Ê, 
AVo = — 
2 Cs 
Somando as duas expressões, achamos 
OQ q 
AVi+AÃVo, =— + — 
1 + 2 a + Co, 


ou, lembrando que o lado esquerdo é a diferença de potencial entre Be A, 


1 1 
Av=|>+— 
, = +5]9 


O capacitor equivalente deve ter a mesma carga Q que os capacitores em série, 
“ou seja, 


Portanto, da comparação entre as duas equações encontramos 
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l ] 1 

=> 4 — 11.12 

Co €C CGC 
que fornece o valor da capacitância equivalente para dois capacitores em série. 
Através da argumentação acima, é fácil perceber que, se houver N capacitores 
em série, a capacitância equivalente será 
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j=1 "** 


As expressões acima também deixam claro que a capacitância equivalente 
de capacitores em série é sempre menor do que a menor capacitância dos 
capacitores Individuais, e esta demonstração é deixada como exercício (veja o 


exercício 11.2). 


Exemplo 11.4. Suponha que você dispõe apenas de capacitores de capa- 
citância C = 1,0 ur e que, para uma experiência, são necessários capacitores 
de C=0,5uF,C=0,25 uFeC=0,33 uF. Você vai poder realizar essa 
experiência? 


À experiência pode ser realizada. Primeiro, considerando dois capaci- 
tores em série, temos, para a capacitância equivalente, mediante o uso da 
equação 11.12, 


E 
Cc CQ G 
1 1 
=". +"——— 
1,0x 108 1,0x 10-68 
1 
— =2,0x 10º 
C 


ou 


C=0,5x10"ºF 
ou seja, associando dois capacitores de € = 1,0 uF em série, obtemos um 
capacitor de € = 0,5 ur. 


Vamos considerar agora três capacitores de 1,0 uF em série. Pela expres- 
são 11.13, obtemos 
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1 1 
=» 


i=1 


1 1 1 
“10x 10-8 , 1,0 x 10-68 ” 1,0 x 10-8 
1 
= =3,0x 10º 
Co NUA 


e então, 
C=0,33x 10º F 


e o capacitor equivalente tem uma capacitância de 0, 33 uF, como é necessário. 


Por fim, reunindo quatro capacitores em série, obtemos 


1 1 1 1 
” 10x 10-08 " 1,0x 106 | LOx105 1 10x 105 


1 | 
— =4,0x 10º 
C 
ou seja, 
C=0,25x 10º F 


e montamos o capacitor de 0,25 uF. Temos agora todos os capacitores ne- 
cessários à experiência. 


11.2.2 Associação de Capacitores em Paralelo 


Na figura 11.7 vemos dois capacitores ligados em paralelo. Neste caso, 

a diferença de potencial entre as placas dos dois capacitores é a mesma, dada 

por AV = Vg — VA. Essa diferença de potencial também é a mesma que 

deve existir entre as placas do capacitor equivalente. O capacitor Cj tem uma 
capacitância 


1 


1=Ay 
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de onde obtemos 
Q =C,AV 
e de forma semelhante, para C5, achamos 
(do = CoAV 


À carga total positiva ou negativa nas placas dos capacitores é dada por 


Q = (1 + Quo 
e esta é a carga do capacitor equivalente, cuja capacitância é 
( 
C= 
AY 
ou 
Ç — ()1 + Qo 
AV 
ou ainda, 
Qd Q 
C=AvtaAv 
que fica 
C=C 4 (11.14) 


e desse modo, a capacitância equivalente para dois capacitores ligados em 
paralelo é a soma das suas capacitâncias. Para N capacitores em paralelo, 
temos 


C=5 c; (11.15) 


Note que a capacitância equivalente para capacitores em paralelo é sempre 
maior do que o maior valor de capacitância individual. 
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Exemplo 11.5. Três capacitores, de Cy = 1,0 uF, OG = 0,5 uF e O = 
2,09 UÉ, respectivamente, podem ser conectados em paralelo, para formar ca- 
pacitores de capacitância maior que C = 3,0 uF. Quais são os valores de 
capacitância produzidos? 


Podemos fazer várias combinações entre os capacitores. Colocando C; e 
C3 em paralelo, obtemos 


C1,3 = C +03 
= 1,0x 10º +2,5 x 107º 
C13=3,5x 107º F 


ou (13 = 3,5 uF. Reunindo C, e € em paralelo, achamos 


(53 =— Co + Ca 
=0,5x10º+2,5x 107% 
(93 =3,0 x 10º F 


ou seja, (33 = 3,0 uF. Associando Cy, C e C3 em paralelo, o capacitor 
equivalente fica 


(123 =C(+0C+40 
=1,0x10240,5x 107? +25x 107% 
C123 — 4,0 x 107º E 


isto é, C123 = 4,0 uF. As outras combinações produzem capacitores com 
capacitâncias menores que 3,0 uF. 


11.2.3 Associação Mista de Capacitores 


A associação mais geral entre capacitores envolve tanto ligações em série 
quanto em paralelo. Nestes casos, o capacitor equivalente é obtido mediante 
vários passos, nos quais as expressões 11.12 até 11.15 podem ser utilizadas 
várias vezes. Vejamos, portanto, alguns desses problemas. 


Exemplo 11.6. 4 figura 11.8 apresenta uma associação mista de capacito- 
res. Responda ao seguinte. 
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a) Calcule a capacitância equivalente. 


C, 


C, 


C; 


Figura 11.8: Uma associação mista de capacitores. 


Nesta associação, os capacitores Cy e €5 são ligados em paralelo, for- 
mando um capacitor equivalente que, por sua vez, está ligado em série ao 
capacitor €3. O capacitor equivalente em paralelo é 


Cp =C1 + Cs 


Este capacitor está em série com (3, o que resulta no capacitor equivalente 


Lo 1/1 
RA 
o Cs + Cp 
— CC, 
o CC 
C3 + C 
o Ca(C4 + 05) 


E Ca + Cy 4 0 


b) Sabendo que Cy = 205 e C3 = 4,505, obtenha a capacitância equivalente en 


função de Cs. 
À capacitância equivalente fica 
o 4, DCo (205 + Cs) 
4506 +20 +46 
C = 4, 5C9(309) 
7,50 
o = 13, 5C5 
7,909 
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C = 1,8, 


c) Se CC, = 3,5 UF, qual é o valor da capacitância equivalente? 
À capacitância equivalente tem o valor 
C = 1,805 
— 1,8x 3,5 x 107º 
C=6,3x10* F 


e a capacitância vale 6,3 ur. 


Exemplo 11.7. Calcule a capacitância equivalente entre os pontos A eB do 
circuito mostrado na figura 11.9, nas seguintes condições. 


a) À chave S está aberta. 


A A 


? 3 
Figura 11.9: Uma outra associação mista de capacitores. 


Quando a chave S está aberta, os capacitores Cy e C4 estão em série, e da 
mesma forma, €» e C€3, formando então os capacitores equivalentes (44 e (53, 
os quais, por sua vez, estão em paralelo, formando o capacitor equivalente C. 
Vamos, portanto, aos cálculos, iniciando com os capacitores C, e C4, que estão 
em série. 
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1 = Cy + Cú 
Cia C1C4 
o 

bd Cy + C4 


Os capacitores Co e C3 estão em série, e assim, 


11,4 
Co3 Co C3 
o Co + Cs 
E Col3 
Co03 
(oa = 
2,8 Co + Cs 


Os capacitores equivalentes Cy 4 e C5 3 estão em paralelo, e consequentemente, 


C = Cia + (53 
GC CoC3 
2“ G+COQ CG+40C 
o — G1C4(Co + C3) + CaCa(C + C4) 
(C1 + Ca)(Co + C3) 


Supondo que todos os capacitores sejem iguais, com capacitância C1, temos 


o CC: (C1 + C1) + GC(C + Ci) 


(= (C1 + Cy)(C1 + C1) 
—2L+2C; 
— Taco 

C=C 


e assim, a capacitância equivalente é igual à capacitância de um capacitor 
individual. 


b) A chave S está fechada. 


Quando a chave S está fechada, os capacitores C, e C5 estão em paralelo, 
formando o capacitor equivalente C, 2. Da mesma forma, os capacitores (3 e 
C4 também estão em paralelo, e eles dão origem ao capacitor (34. Estes dois 
capacitores, por sua vez, estão em série, formando o capacitor equivalente C. 
Vejamos os cálculos. 


C1,2 = (+45 
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C3 4 = 344 
e 
1 o 1 + 1 
C Co Cs 
1 1 


E Cy + C + Ca + C4 
1 o C++ Co +C3+4C4 
CO (CG +C)(C + C4) 
n (Ci +CoNCs +C4) 


Cy + Co + Cs +C4 


Se os capacitores forem todos iguais a C,, teremos 


o (Cy + Cy)(C + C4) 
2 G+OQ+C+C 
AC 
40 

C=C 


Exemplo 11.8. Suponha que um capacitor plano paralelo, de área À e dis- 
tância L entre os planos, tem inicialmente vácuo entre os planos e que ele está 
submetido a uma diferença de potencial V entre as placas, quando então ele 
adquire uma carga Q. Esse capacitor é desconectado de fios externos, sendo 
mantido isolado, e um drelétrico de permissividade e é colocado no seu inte- 
rior, preenchendo todo o seu volume interno. Qual é a capacitância inicial, a 
capacitância final, e quais são os valores da carga e da diferença de potencial 
elétrico finais? 


A capacitância de um capacitor plano paralelo no vácuo é dada pela 
expressão 11.2, ou seja, 


co À 


= 


Essa capacitância também pode ser escrita, em termos da carga e da diferença 
de potencial, como 
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Após o capacitor ter sido desconectado e mantido isolado, as cargas nas suas 
placas continuam tendo o valor Q, já que, estando isolado, ele não pode 
receber ou doar cargas. Sua capacitância muda para 


EA 
Ce= — 
Mas; 
ou, em termos relativos, 
Cr, É 
= 
0 SÉ 
a: 
= 
Cf 
Co 
Cs = KC; 


ou seja, a capacitância aumenta por um fator igual à constante dielétrica 
quando o capacitor é totalmente preenchido por um dielétrico. A nova. capa- 
citância também pode ser escrita como 


Ú, 
= 
.QV 
= VV 
V 
Cj =Ci— 
f Vs 
ou, como Cp = KCi, 
V 
KC; = Ci 
Vs; 
V 
“E Y 
V 
Vj = 
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Isto é, a diferença de potencial entre as placas do capacitor diminui por um 
fator igual à constante dielétrica. Note que isso ocorre porque o capacitor 
está isolado do meio externo e as cargas estão fixadas nas placas. O próximo 
exemplo estuda um caso em que o potencial é fixado, não as cargas. 


Exemplo 11.9. Considere o mesmo problema anterior, só que, agora, a di- 
ferença de potencial a que o capacitor está submetido é mantida fixa. Obtenha 
as mesmas grandezas que no caso anterior. 


Os valores de capacitância inicial e final não mudam, e elas valem 


o egÁ 
Ci=—— 
e 
CÁ 
“SL 


respectivamente. Da mesma forma, a relação entre as capacitâncias continua, 
sendo 


Cy = KcC; 


Em termos da carga e da diferença de potencial, as capacitâncias ficam 


—Q 
C= 
ç 
(Q 
Cp = 


lembrando que a diferença de potencial V é fixa. Podemos reescrever esta 
capacitância como 
e, = 49 
O V 
Q 


e já que Cy = KC;, obtemos 
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() 5 

KC; = “Lc, 
Cj 
- Ur 
=] 
p= KQ 


e assim, a carga acumulada no capacitor aumenta por um fator igual à cons- 


tante dielétrica quando ele é totalmente preenchido por um dielétrico de cons- 
tante dielétrica K. 


Exemplo 11.10. Considere o capacitor apresentado na figura 11.10. 


Figura 11.10: Um capacitor semipreenchido por um dielétrico. 


Na figura, vemos um capacitor de área A e distância L= di; + D+ do 
entre as placas, contendo um dielétrico de mesma área que o capacitor, mas 
com largura D, situado a uma distância dy da placa esquerda e do da placa 
direita. Qual é a capacitância deste capacitor? O resto do volume do capacitor 
é ocupado por ar. 


Este capacitor é, na verdade, uma associação em série de três capacito- 
res, um de distância d; entre as placas, de capacitância 
enÃ 
(| = — 
di 


outro formado pelo dielétrico, de capacitância 


2 =5 


A! 
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e o terceiro formado pelo capacitor de tamanho ds, com a capacitância 


— 04 
= 


Como eles estão em série, obtemos 
l 1 l l 


n— — — + — 
C & CG 
O O RR 
=>0atataa 
di D do 


“do D do 
“A cA eA 
di + do D 
E enÃ TA 

“L-D D 
enÃ TA 
(L-D)+eD 
enc Á 
EE Á 
(L—-D)+eD 


O Ol 


E —— ml 


ou 
cA 


=KLIDAD 


Observe que não importa a posição em que o dielétrico se encontra dentro do 
capacitor, apenas a sua largura D. Quando D — U, temos 


cÃ 
= 
— eqgÁÃ 
(= L 


que corresponde a um capacitor preenchido apenas por ar. Se D —> L, achamos 


C — EA 

“K(L-D+L 
CÁ 

=T 


que é o resultado para um capacitor completamente preenchido pelo dielétrico. 
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Exemplo 11.11. Calcule a capacitância equivalente para o capacitor apre- 
sentado na figura 11.11. 


Figura 11.11: Um capacitor preenchido por três dielétricos. 


O capacitor da figura tem uma área total 4 e uma distância L= d+ D 
entre as placas. Ele é formado por uma associação de três capacitores. O 
primeiro, (3, está em série com o capacitor equivalente formado por Cy e O, 
que estão em paralelo. As capacitâncias desses capacitores são 


esÃ 
d 


onde a é a área do capacitor Cj, e 


Os capacitores C; e Cy estão em paralelo, logo, 


C1,2 = (1 +C 
- Sa eo(A — a) 
D D 
16 —+ eo( A — a) 
E 
O capacitor Cs está em série com (12, e assim, 
11,1 
C CG Ci 
1 1 l 
C — eÃ + erates(Ã-—a) 
d D 
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1d D 

C eA egate(Ã-a) 

1 dlga+e(A-a)|+esAD 
C 


E esAjga+re(Ã-—a)| 


Óu 


esAjega+e(A-—a)| 
C=>"—"D—— — 11.1 
dleja + eo(A — a)| +esAD 1.16) 


Esta expressão comporta vários casos interessantes, que são discutidos no 
exercício 11.4. 


Exemplo 11.12. Num capacitor de placas retangulares, as duas placas têm 
lados a e b, e elas estão dispostas como mostra a figura 11.12. 


E 


L 


Figura 11.12: Um capacitor com uma das placas levemente inclinada. 


Uma das placas do capacitor está levemente inclinada de um ângulo 6 
em relação à posição correta. O meio entre as placas é o vácuo, e elas estão 
a uma distância L no local onde mais se aproximam. Calcule a capacitância 
desse capacitor. 


Para esse capacitor, não podemos utilizar simplesmente a expres- 
sao 11.2, ou seja, 


eg ÁÃ 
C=—— 
L 
pois a distância L entre as placas varia dentro dele. Entretanto, essa ex- 
pressão ainda poderá ser utilizada se pensarmos nesse capacitor como sendo 
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constituído por infinitos capacitores ligados em paralelo, cada um com uma 
área infinitesimal dÁ, como ilustra a figura 11.13. 


Figura 11.13: Placa levemente inclinada do capacitor, 
subdividida em capacitores infinitesimais. 


Na figura, vemos que os capacitores, que estão muito ampliados para 
maior clareza, ficam a uma distância 4 = L+y da placa da direita, sendo que 
y, uma função de s, indica a posição do capacitor em relação à origem situada 
no canto inferior esquerdo. À área dA do capacitor vale dA = adzr, onde a é 
o lado que não aparece na figura. Precisamos relacionar yez, o que é feito. 
por meio da tangente do ângulo 6, já que 


tg O = 2 
T 
e portanto, 
y=Íztgê6 


Assim, a capacitância infinitesimal para um dos capacitores é 


dA 
dC = €o— 
C E) / 

adr 

= € 
“L+y 
dx 

C= 
C 007 reg 


Para calcular a capacitância total, devemos somar os capacitores. Como eles: 
estão em paralelo, isto é feito mediante a integração das capacitâncias, desde: 
tz =0Oatéo valor x =X, que é dado por 
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X 
O = — 
cos ; 


onde b é o comprimento do lado do capacitor que aparece na figura. Desta 
expressão, temos 


X = bcos6 


e desse modo, 


X X 
dx 
dC = — 
j / “OT xtgo 


C = ae [ Es 
E : 0 L+zxtgô 
— dt X 
— tg In(L + tg 0)1h 
=D An(L+Xtg0)-InL] 


tg 0 
n ac | L+Atgê . 
tg O L 
ac | L+bcosbtgê 
“tg0 L 


ou 


— GE b sen 8 
C = e mL + T | 


que é a capacitância do capacitor. Quando O é bem pequeno, podemos expan- 
dir o logaritmo em série de Taylor, através da expressão 2.5, que é 


2 q ql 


OE 
N = 2 > 4 n 


e, considerando os dois primeiros termos desta série, temos 


Ca — 


Lo 21 
Es aleo cosé E o | 


G€0 temo bº sen? 4 
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Ca cos eg Ã o b sen 8 
o L 2L 


Note que, quando é — 0, obtemos a capacitância 


coA 


(= 


como era esperado, pois É = O corresponde ao capacitor paralelo usual. Este 
exemplo encerra por ora nossa discussão sobre as associações de capacitores. 
Vamos passar a outro assunto importante. 


11.3 Forças e Torques em Capacitores 


Um problema importante consiste em determinar a força que atua num 
material dielétrico quando ele é inserido num capacitor. Outro problema 
refere-se à força que existe entre as placas de um capacitor. Para estudá- 
los, precisamos saber como calcular essas forças. Podemos pensar no método 
direto, de integração das forças elétricas entre todos as cargas constituintes do 
sistema, mas esse processo pode ser extremamente trabalhoso, e desnecessário, 
como veremos a seguir. 


Na seção 10.5 desenvolvemos o conceito de energia eletrostática, que é 
a energia potencial elétrica total armazenada num campo elétrico. Lá vimos 
a expressão 10.52, 


que permite que calculemos a energia eletrostática numa região do espaço 
dentro do volume V, e também a expressão 10.53. 


u=-E.D 


N9 | Ha 


que é a densidade volumétrica de energia eletrostática. Essas expressões for- 
necem a energia eletrostática para um circuito, capacitor, etc., e desde que 
eles não sofram nenhuma alteração em sua geometria ou nos meios que os 
constituem, a energia eletrostática fica constante, já que os campos elétricos 
não mudam. 
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ouponha agora que um dos constituintes de um sistema formado por 
condutores que estão isolados do meio externo, de forma que a quantidade 
de cargas neles existente não possa variar, é submetido a um pequeno des- 
locamento df. A força elétrica total que age sobre esse condutor produz um 
trabalho elétrico dado por 


dW = P.df 


que é a definição usual de trabalho. Esse trabalho é feito às custas da energia 
potencial elétrica do sistema de condutores, que varia de uma quantidade 
igual, porém de sinal oposto, para que a energia se conserve, ou seja, 


ou 


dU = -F.d? 


Podemos comparar esta relação com a equação 1.52, que é 


“% 


dd = VD. di 


Assim, a analogia nos permite escrever 


F = —VU (11.17) 


Esta expressão pode ser comparada com a equação 5.8, 
FP =-VU 


e assim vemos que, para este caso específico em que o sistema está isolado, 
a energia eletrostática total U e o aumento de energia potencial elétrica U 
têm o mesmo gradiente negativo, que corresponde à força que age sobre um 
dos constituintes do sistema. Entretanto, essas duas grandezas em si não são 
iguals, mas suas variações, que correspondem ao trabalho realizado com sinal 
negativo, são as mesmas. 


E preciso que fique claro que, embora U e U/ não sejam a mesma grandeza, elas apresentam 
a mesma variação quando o sistema está isolado. Considere três cargas, Q1, Q2 e q, que formam um 


sistema isolado. Cada par de cargas produz um aumento na energia potencial, dado pela equação 5.5, 
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1 Q0; 


4m7eo |; — 7;| 


Ui = 


Em particular, a energia potencial que envolve a carga q é 


l Q1q l (24 


Ug=——— 15 SI TID IO ST 
q áreo |ro, — Fal - 4reo|foo — Tal 


À energia eletrostática total é a soma das energias potenciais, ou seja, ela é dada por 


O Qa | (aq l 0,02 


= A SI TI TED E TI TED ST 
4reo |fQ, — Tal d4reolro,—Ta] áreolro, —To.| 


ou 


1 
U=U,+ — WO 


ER 5 11.18 
âreo |FQ, — Tqa| 


Suponha agora que apenas a carga q sofre um pequeno deslocamento. Então, a energia potencial 
Uq varia de uma certa quantidade dU,, que corresponde ao trabalho realizado pelas forças elétricas 


das outras duas cargas, com sinal negativo. Esta força pode ser expressa por 


como, aliás, já discutimos no capítulo 5. Por outro lado, essa variação na energia potencial Us, 
corresponde a uma variação igual na energia eletrostática total, pois o sistema está isolado e a 
energia deve se conservar, O que significa que a força também pode ser obtida mediante o gradiente 
negativo da energia eletrostática. Isso pode ser faciimente verificado se aplicarmos o operador V na 


equação 11.18, o que resulta em 


vU=vU,+v|-L 102 | 


áreo Lior = TQs| 


Como as cargas Q1 e Q> não sofrem nenhuma mudança nas suas posições, o segundo termo do lado 


direito é constante, e seu gradiente é nulo. Portanto, 
VU = —& 
ou 
FP, =—VU 


e assim, mostramos que, ainda que as variações das grandezas sejam as mesmas, as próprias gran- 


dezas não o são. Mas isso só vale para um sistema isolado. 
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Assim, para um sistema isolado, a força é dada, em termos da energia 
eletrostática, pela expressão 11.17, que, em coordenadas retangulares, corres- 
ponde a 


F, = (5) F,= (55) P, = (57) (11.19) 
oz / q Oy / q Oz / q 


onde o índice () exprime o fato de que as derivadas devem ser tomadas com 
a carga fixa. 


Quando o sistema sofre um deslocamento angular do sob a ação de um 
torque T, o trabalho realizado é dado por 


dw =. do (11.20) 


Consequentemente, desenvolvendo o mesmo raciocínio, obtemos 


(8), (8), no(8) 

6/5h] O 005 Q 003 Q 

onde T,; é a componente do torque na direção do deslocamento angular dô;. 
Note que essas expressões são válidas apenas para sistemas isolados, e para 
podermos utilizá-las, devemos exprimir a energia eletrostática U em termos de 
grandezas que representam os deslocamentos, para que ela possa ser derivada 


em relação a essas grandezas. Antes de vermos alguns exemplos, vamos passar 
ao caso em que o sistema não é isolado. 


Nos exemplos 11.8 e 11.9, estudamos o que ocorre num capacitor quando 
ele é preenchido por um dielétrico de permissividade e, para o caso em que a 
carga é mantida fixa, o que corresponde a um sistema isolado, e para O caso 
em que o potencial é mantido fixo, quando a carga varia. Esta última situação, 
em que os potenciais são fixados, e não as cargas, é muito mais comum do 
que a anterior, em que o sistema está isolado. Assim, nos interessa obter uma 
relação entre a força que age sobre um constituinte e a energia eletrostática 
quando os potenciais nos condutores não variam. 


Vamos considerar um sistema que não está isolado, em que as cargas 
podem variar e os potenciais são mantidos fixos por algum agente externo. 
Neste caso, a variação da energia eletrostática do sistema é dada por 


dU — dWex — dW 


780 11. CAPACITORES 


onde dWex é o trabalho realizado pelo agente externo ao sistema, que mantém 
os potenciais fixos, e dW é o trabalho realizado pelas forças elétricas internas. 
O trabalho externo aumenta a quantidade de energia eletrostática, enquanto 
o trabalho interno diminui, o que explica os sinais adotados. Esta equação 
pode ser reexpressa como 


dW = dWex — dU 


e assim, o trabalho interno é dado por 


A energia eletrostática pode ser obtida através da expressão 9.19, e então, 


1 Th 
U=5 bp QiVi 
= 


Quando as cargas variam de um valor dQ);, a variação na energia eletrostática 
torna-se | 


1 n 
o TU = 3 2, 40:N 


Para manter os potenciais elétricos fixos, o meio externo precisa transferir 
cargas para o sistema ou retirar cargas do sistema. Essas cargas são movidas: . 
num potencial fixo e elas produzem um aumento de energia potencial dado: 
por 5.11, ou seja, 


dU = dQiV; 


Esse aumento de energia potencial, que não é o aumento da energia ele- 
trostática, provém do trabalho externo feito pelo agente externo, ou seja, 


AWex, = dU 


e assim, obtemos 


dWex = > dQV; = 2dU 


(? 
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Observe que o trabalho externo é o dobro da variação da energia eletrostática. 
A diferença entre eles é gasta para mover algum constituinte do sistema contra 
as forças elétricas internas, o que produz o trabalho 


dW = dW.u — dU 


= 2dU — dU 
dW = dU 

e como 

dW = F.dt 
achamos 

dU = F.do 
ou 

F = VU 


que pode ser escrita, em coordenadas retangulares, como 


oU oU OU 
da (5), “= (5), fa = (5), 


onde o índice V ressalta o fato de que as derivadas devem ser feitas com um 
potencial V fixo. Note que, ao contrário do que ocorre quando o sistema está 
isolado, aqui dU + dU. Além disso, nos dois casos a relação primordial 


FP =-VU 
é verificada, mas não a relação 
É = —-VU 


que vale apenas no primeiro. Quando os deslocamentos são angulares, obtemos 
para os torques, 


OU OU oU 
— | —— = [— To = | —— 
a (5%), ta (5%), º (59:), 


Vejamos agora alguns exemplos Interessantes. 
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Exemplo 11.13. Um capacitor retangular de lados a eb e distância L entre 
as placas é preenchido por um dielétrico de permissividade e e submetido a 
uma diferença de potencial Vo. Quando está completamente carregado, ele 
é desconectado do circuito a que pertence e é mantido isolado, enquanto o. 


delétrico é puxado para fora do capacitor, ficando com um comprimento x. 
“dentro do capacitor, como mostra a figura 11.14. 


Figura 11.14: Um capacitor retangular com um 
dielétrico puxado para fora. 


t 


Para esse capacitor, calcule a diferença de potencial em função de x. Calcule 


também a força exercida pelo capacitor para recolocar o dielétrico na posição 
original. 


No início, o capacitor estava totalmente preenchido, e sua capacitância 
era 


Essa capacitância nos permite calcular a carga numa das placas, pois 


Q; 
C; = 7 
ou 
(O); = C;Vo 
O; = Va (11.21) 
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A carga não muda, porque o capacitor está isolado. Quando o dielétrico pre- 
enche parcialmente o capacitor, temos dois capacitores em paralelo, sendo um 
ocupado pelo dielétrico e o outro, por vácuo, com capacitâncias 


exb 
= 
e 
co(a — z)b 
C, = 
: L 
que formam o capacitor equivalente 
Cr =Cgd4C, 
“exb e(a-—zx)b 
LO 1 
[ex + eg(a — 7)|b 
Cr — E A 


Como as cargas nas placas não mudam, temos a relãção 


CJ; 
Cr= —— 
f Vy 
ou 
(Q; 
V,= É 
= 2 
eabVo 
E 2 
ex+eo(a-s)| b 
L 
V, — eaVo 


EX + €0 (a — z) 
ou, em termos da constante dielétrica, 


Ka 


“ Ker(a-s) 


Vo (11.22) 


Quando x > a, o capacitor está totalmente preenchido, e a diferença de 
potencial é 
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Ka 
Vs =— Ka “O = Y 


Quando x — 0, achamos, para a diferença de potencial, 


K 
V, = Vo = KVo 


e os dois limites concordam com o esperado. Para calcular à energia acumulada 
no capacitor, precisamos relacionar este potencial com o campo elétrico, o que 
pode ser feito através da equação 4.24, 


onde o é a densidade de carga positiva, que, combinada com a expressão 5.91. 


QL 
AV = 
ey Á 
fornece, para O vácuo, 
AV = oL 
€Q 
ou 
AV=€EL 


Esta diferença de potencial é fornecida pela equação 11.22, e assim, o campo | 
elétrico fica 


o KaVo 
E Ka + (a — z)|L 


ou, em termos da carga Q), usando a relação 11.21, obtemos 


cadVo 
q = L 
gi U 

ade 


ou seja, 
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o Kas 

—|Ke+(a-z)L 

—-KQ l 

“be Kz+(a-a) 
() 1 


“beokz+(a-s) 


“e, vetorialmente, considerando um versor A orientado da placa esquerda (po- 
sitiva) para a direita (negativa), 


EE 
“beokz+(a-z) 


Agora, através da expressão 10.52, 
ii — —+ 
U = — / é -DdV 
4 Jv 


podemos calcular a energia eletrostática. Começando com a parte que se situa 
dentro do dielétrico, temos À 


a () l .eQ 


U=1][L[D[D0/ÕõJpMll DA 
2 vbeoKkz+(a-z) beo Kz + (a — 0)” 
KQ* 1 
1 a 
2bºeg [Ka + (a — 2)|" Jv 
KQ* 1 
— E a bx 
2bteo Kz+(a-—s)] 
o KOL z 
2beo [Kx + (a — «)]” 
À parte da energia fora do dielétrico é 
1fQ | Q ] 
U,=--|[—D———=n.—>D———— ndV 
2 vbeoKkz+(a-a) db Kz+(a-z) | 
? ] 
— mio — | dV 
2bt€o [Ka + (a — x)]é dv 
2 
l 
U, = “é —— —w—>— sa — 2)bL 


Be Ka + (a — 2)]º 
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o QL ar 
— be Kz + (a — z)]? 


e então, a energia eletrostática fica 


U=U-+U, 
o KQ:L x QL a-—r 
— 2beg [Kz + (a 0)?" 2660 [Kz + (a 2) 
2 QL Kz+(a-s) 
— Qbeo Kz + (a — x)]º 
“L l 
de RE Faca) 11.29 


Esta expressão está de acordo com o que esperamos nos limitesz > 0ex > a. 
A verificação é deixada como exercício (veja o exercício 11.6). Para calcular a 
força que o capacitor exerce sobre o dielétrico, usamos as equações 11.19, pois 
o sistema, está isolado, considerando apenas a componente em x, de modo que 


OU 
= (5). 
- (5) e Era 
— Ade o L2beo kz + (a — 2) 
— QL K-1) 
E, = (K — DQ2L 1 


2b€0 Ke + (a — 2)] f 


e a força está orientada no sentido de x positivo, e ela age de forma a recolocar 
o dielétrico no lugar original. 


Exemplo 11.14. Calcule a força que um dos planos do capacitor plano pa- 
rateto preenchido por ar exerce sobre o outro plano, quando a carga é mantida 
fiza e quando a diferença de potencial é mantida fixa. 


No exemplo 11.1, calculamos a energia eletrostática do capacitor plano 
paralelo preenchido por ar, que é dada pela equação 11.3, 
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2 
= LC 
2 Aeo 


Para obter a força que um plano exerce sobre o outro, devemos supor que £L, 
que é a distância entre eles, possa variar de um dL, e vamos calcular a força 


como sendo 
oU 
oL Q 


quando a carga é mantida fixa. Isso nos fornece 


9» [IQ2L 
(x), lodo, 


1 2 
Fr É 


Fr 


que é uma força atrativa, como deve ser, Já que as cargas nos planos têm sinais 
contrários, e eles se atraem mutuamente. Quando a diferença de potencial é 
mantida fixa, precisamos reescrever a energia eletrostática em termos de AV. 
A equação 5.31 relaciona a carga com a diferença de potencial, através de 


QL 
AV = — 
eg À 
Logo, 
AVeçÃ 
CL. 


e a energia eletrostática fica 


1 [ AVeoA 2 


o L 
U=5 Aeg 
1 AV2egA 
VEsTLOo 


Assim, a força que um plano faz sobre o outro é obtida mediante 


oU 
“= (5%), 


(88 


ou seja, 


que também é atrativa. 


ê, 1 AV-egA 
Fr =| — “DO 
1 AV2egA 
E 
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Exemplo 11.15. Dois condutores cilíndricos coaxiais, de raios R, e Ro, pre- 


enchidos por ar, e de tamanho |, onde | > Rs, formam um cabo coaxial como 
o que aparece na figura 11.5. 


Figura 11.15: Um cabo coaxial mergulhado num líquido 
dielétrico com permissividade e e densidade o. 
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Este cabo é mergulhado verticalmente num líquido, de permissividade e. De- 
pois, uma diferença de potencial fixa Vo é mantida entre os condutores, e O 
líquido sobe a uma altura y, como mostra a figura 11.15. Considerando que a 
aceleração da gravidade vale q e que o líquido tem uma densidade volumétrica 
o constante, responda ao seguinte. 


a) Encontre a capacitância equivalente em função de y. 


No exemplo 11.3, calculamos a capacitância de um cabo coaxial preen- 
chido com um dielétrico «e como sendo (equação 11.8) 


Assim, temos, na região do cabo preenchida pelo dielétrico, 


— rey 


Ra 
In R: 


Ca 


enquanto na parte preenchida por ar, 


Esses dois capacitores estão em paralelo, e desse modo, a capacitância equi- 
valente é 


C = Ca + Car 
— 27ey | 2reo(l — y) 
“1 R Ro. 
In Ro In Re 
27 
C=— In fz [Ey + eo(! — y)| 
l 


b) Encontre a energia eletrostática armazenada. 


Para encontrar a energia eletrostática, precisamos do campo elétrico 
entre os cilindros, dado pela equação 11.6, ou seja, 


() 


= 2mepf 


Ê 


“Vamos exprimir esse campo em termos da diferença de potencial Vo, e para 
isso, usamos a expressão 11.7, que fica 


790 1 


() Ro 
In >2. 
AV =M drel Ri 
de onde obtemos 
ZnelV 
Q no 
In pé 


que, substituída na equação do campo elétrico, resulta em 


2metVo 


A parcela da energia eletrostática dentro do dielético é 
1 + 5 
Ug = — / é DdV 
2 Jv 
R 
1 3 Ei hã 2 Vo 
2 o Jo Inf RÉ 
o na dd 
“om? Rz pi 
eVeê af rs dpdo 


2 n: Fa | 


V 
pe B pdpdodz 
In 22 RP 


ia 


a 
| 
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Note que aqui tivemos que explicitar a integral de volume, pois o campo 
elétrico não é constante. À parcela da energia eletrostática na região preen- 


chida por ar fica 


Uar 


À energia eletrostática total é 


U = Us + Usar 
meVEy 


En 
ORE, 


meoVo (L — y) 
In 52 


c) Encontre a força eletrostática que age sobre o líquido na direção y. 


A força eletrostática que age sobre o líquido na direção y pode ser obtida 


“mediante 


lembrando que o potencial está mantido fixo. Obtemos, portanto. 
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õ, Vo 
F=(— 0 | — 
(59) lin ele D); 


sendo que, no último passo, usamos a relação 10.16 entre a susceptibilidade 
elétrica x e as permissividades, de modo que 


X = €— €0 


* 


Observe que a força é orientada no sentido positivo do eixo y, e ela é à 
responsável pela elevação do líquido até a altura y. 


d) Encontre uma expressão para a susceptibilidade em função das grandezas 
do problema. 


Esta experiência pode ser feita para determinar a susceptibilidade elé- . 
trica x de um líquido, pois ele sobe no cabo coaxial sob a ação da força 
eletrostática até uma altura y tal que essa força é contrabalançada pelo peso 
da coluna de líquido. Quando isso acontece, temos 


F, =P 


ou, como P = mg em = oV, onde p é a densidade do líquido, e V, o volume 
de líquido que sobe no cabo coaxial [V = m(R$ — Rº)y), 


xnVo 
RM 
In Re 
v= oVglin pe 
mVE 
or(R$ — Ri)ygln 2 
X= "0 520 
TVo 
ou seja, 
vo o(R$ — Ri)yg ln q? 


Vê 
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que é a expressão procurada para a susceptibilidade. Se medirmos a altura % 
que o líquido sobe e se conhecermos as outras propriedades físicas, podemos 
encontrar a susceptibilidade elétrica através desta equação, e a partir da sus- 
ceptibilidade, achamos também a permissividade elétrica e do líquido. Este 
exemplo encerra nossa discussão sobre os capacitores e sobre a Eletrostática 
em geral. Outros problemas são vistos nos exercícios, e algumas experiências 
são comentadas em seguida. 


11.4 Mãos à Obra: Capacitores 


Nesta seção, discutimos duas montagens experimentais importantes no 
desenvolvimento da Física. Vamos construir um capacitor elementar, a garrafa 
de Leyden, e comentar a experiência de Millikan, que mediu a carga do elétron. 


11.4.1 Garrafa de Leyden 


Para esta experiência, você vai precisar do seguinte. 


1. Um recipiente plástico cilíndrico, como o vasilhame de refrigerantes de 
dois litros. 


. Papel-alumiínio. 


. Fios de cobre. 


A + o RR 


. Uma varinha de latão. 
o. Uma bolinha de isopor. 
6. Tesoura e fita adesiva. 


7. Bastão de vidro e flanela de la. 


Nesta experiência, vamos reproduzir o primeiro capacitor construído, a 

garrafa de Leyden, inventada em 1746 na cidade de Leyden. Para tanto, corte 
a garrafa de plástico aproximadamente na metade da sua altura. Depois, na 
metade inferior, forre o plástico com papel-alumínio, por dentro e por fora, 
formando duas coroas cilíndricas. A altura dessas coroas deve ser cerca de 1 
cm menor do que a altura do plástico. Em seguida, pegue um pedaço de fio 
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de cobre desencapado e use-o para dar algumas voltas em torno do papel- 
alumínio da parte externa, deixando uma ponta desencapada de uns 7 cm. 
Você deve ficar com uma montagem parecida com a da figura 11.16, que é a 
parte inferior da garrafa de Leyden. 


garrafa de 
plástico 


papel-aluminio 
tio de 
cobre 


Figura 11.16: Montagem experimental da parte 
inferior da garrafa de Leyden. 


Agora, vamos montar a parte superior da garrafa de Leyden. Utilize a 
outra metade do recipiente plástico, e a sua própria tampa, e enfie a varinha de 
latão por dentro dela, por uma distância que seja suficiente para que a varinha 
chegue quase ao fundo da parte inferior da garrafa. Na parte da varinha que 
fica para fora do recipiente plástico, coloque a bolinha de isopor e a envolva 
com papel-alumínio, de modo a permitir o contato elétrico entre o alumínio 
e o latão. Você deve obter algo semelhante à figura 11.17. 


Montadas as duas partes da garrafa de Leyden, pique papel-alumínio em 
pedaços pequenos e os coloque dentro da parte inferior da garrafa, até cerca 
de três quartos de sua capacidade. Depois, tampe a parte inferior, fazendo 
com que a varinha de latão fique rodeada pelos pedaços de papel-alumínio. 
Por fim, aproxime o fio de cobre da bolinha de isopor, sem deixar que eles se 
toquem, como mostra a figura 11.18. Está pronta a sua garrafa de Leyden. 
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bolinha de isopor 
com papel-alumínio 


parte superior do 
recipiente plástico 


vara de 
latão 


Figura 11.17: Parte superior da garrafa de Leyden. 


Figura 11.18: Garrafa de Leyden finalizada. 


Ágora vamos à experiência propriamente dita. Atrite o bastão de vidro 
com a flanela de lã e toque a bolinha de isopor com ele. Repita o processo 
várias vezes até que o capacitor adquira uma carga considerável. Depois, apro- 
xime a ponta do fio de cobre da bolinha de isopor e observe o que ocorre. Faça 
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a experiência também num ambiente escuro, que pode ser mais interessante. 


Depois de realizar este experimento, carregue novamente o capacitor e 
encoste a bolinha na antena de um rádio que esteja ligado. Anote novamente 
o que ocorre e procure explicar os fenômenos observados. 


11.4.2 Experiência de Millikan 


O fato de o campo elétrico dentro de um capacitor ser constante, ho- 
mogêneo e facilmente determinável (ele vale, pela equação 4.24, É = o 
onde o é a densidade de carga numa das placas) permitiu a R. A. Millikan, 
em 1909, medir o valor da carga e do elétron. Para isso, ele utilizou um ca-. 
pacitor de placas horizontais que podia ser submetido a uma diferença de 
potencial AV variável. Millikan borrifou gotas de óleo dentro do capacitor, | 
com um atomizador do tipo usado em aerossóis. Nestas condições, as gotas 
de óleo adquirem, por atrito, uma pequena carga Q quando passam pelo ato- 
mizador, e, ao atravessar o capacitor, ficam sujeitas a uma força elétrica F, 
dada, em módulo, por F = Qé, a seu próprio peso P = mg, onde m é a massa 
da gota e g, a aceleração da gravidade, e também a uma força de atrito R 
gerada pela resistência do ar. Às gotas são observadas por um microscópio e 
suas velocidades podem sér medidas mediante a verificação do tempo que elas: 
levam para passar entre dois marcos definidos no equipamento. A montagem 
da experiência pode ser vista na figura 11.19. 


borrifador 
AV 


placas do 
capacitor 


Figura 11.19: Montagem experimental da experiência de Millikan. 
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Como se percebe pela figura, a placa superior do capacitor tem um 
pequeno furo, para concentrar as gotas apenas numa certa região. Estando o 
capacitor desligado, as gotas caem sob a ação apenas do peso P e da resistência 
do ar R, que é uma força proporcional à velocidade das gotas, na forma 


R=—yi 


onde y é um coeficiente que depende da geometria das gotas e do fluido pelo 
qual elas passam. Para gotas de óleo esféricas, esta expressão se reduz à lei 
de Stokes, dada por 


R = —6rnrv 


onde 7 é o coeficiente de viscosidade do ar e r é o raio das gotas. Sendo assim, 
as gotas são aceleradas até uma velocidade limite v, em que a resistência do ar 
torna-se igual ao seu peso, quando então elas caem em movimento uniforme. 
Portanto, nesta condição de equilíbrio temos 


P+R=0 
ou, em módulo, 
mg = 6mnrv (11.24) 


As gota têm uma densidade p, e elas são esféricas, de modo que 


3,3 3,39; 3 
— 216 — 
mg Té Ampº 
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162m2nº 
m?2 — n— n3 
Pg 
9 2 | 
m = [5 (11.25) 
g 4) 


Esta expressão para a massa será necessária para a segunda parte da expe- 
rência, em que o capacitor é ligado. Mediante uma escolha apropriada da 
diferença de potencial AV, é possível fazer com que as gotas de óleo alcancem 
o equilíbrio estático dentro do capacitor, sob a ação apenas do peso Pe da 
força elétrica F = QE . Neste caso, achamos 


P+F=0 
ou, em módulo, 
mg = QE (11.26) 


A diferença de potencial no capacitor é dada pela equação 5.31, ou seja, 


L 
y = &b 
eg Á 
sendo que L é a distância entre as placas do capacitor. Lembrando que 
= 
A 
temos 
L 
AV = 25 
€Q 
Como, pela expressão 4.24, 
E = + 
€Q 
obtemos 
AV=EL 
ou seja, 
ANNÁ 
É = — 
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Usando este valor, e mais a relação 11.25, na expressão 11.26, encontramos 
mm [Zn 3 AV 


g g L 
Omni |2n 3 
Q=" 0) 
AV V g 


que dá o valor da carga contida nas gotas em termos de grandezas conhecidas e 
de grandezas que podem ser determinadas por outros métodos independentes. 
Estudando várias gotas, Millikan observou que seus resultados para as cargas 
eram coerentes com a equação 


O) — ne 


sendo n um número inteiro pequeno, e e, uma constante de valor e = 1,592 x 
107! CG. Millikan interpretou que as gotas de óleo contêm algumas partículas 
carregadas, os elétrons, e que essas partículas têm uma carga elétrica bem 
definida, cujo valor ele obteve com uma razoável precisão, Já que o valor aceito 
hoje para a carga do elétron é, com três casas decimais, 1,602 x 1071? C. 


11.5 Exercícios 


11.1 Que valores de capacitância é possível produzir com quatro capaci- 
tores iguais de 2 uF'? 


11.2 Mostre que a capacitância do capacitor equivalente em série é sempre 
menor do que a menor capacitância dos capacitores que formam a 
associação. 


11.3 Suponha que num capacitor plano paralelo de área À e distância L 
entre as placas, preenchido por ar, seja colocada uma placa condutora 
de cobre, de área À e largura d, a uma distância x da placa positiva, 
sendo d+ x < L. Qual é a capacitância do capacitor? (Lembre-se que 
a superfície de um condutor é uma superfície equipotencial.) 


11.4 No exemplo 11.11 estudamos um capacitor preenchido com três di- 
elétricos diferentes. À capacitância equivalente é dada pela equa- 
ção 11.16. Verifique o que ocorre com essa expressão quando 
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a) a > 0 
b)a> A 
Cc) 4 > 6 
d) e > es 
e)ja=e=8=e€ 


Calcule também, para todos esses casos, a energia eletrostática acu- 
mulada. 


11.5 Qual é a capacitância equivalente entre os vários pontos marcados 


no circuito mostrado na figura 11.20? Supondo que C, = € = ca = 


4,504 = 2,5 uF, quais são os valores numéricos das capacitâncias? 


B D 


C, 


Figura 11.20: Uma associação de capacitores. 


11.6 Verifique se a expressão 11.23 para a energia eletrostática obtida no 
exemplo 11.13 está de acordo com o esperado nos limites x >» 0 e 
z > a. Pode ser útil o exemplo 11.1. 


11.7 Considere dois fios condutores cilíndricos paralelos muito longos e 
estreitos, separados por uma distância D. Os fios têm densidades 
lineares de carga À e —A, respectivamente. Calcule a capacitância 
formada por este sistema. O método das imagens pode ser útil. 
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11.8 


11.9 


O capacitor da figura 11.21 está semipreenchido por uma chapa di- 
elétrica de mesma área 4 que o capacitor. Sua permissividade é € e 
sua largura é D. 


Figura 11.21: Um capacitor semipreenchido por 
um dielétrico de permissividade e. 


Com relação a este sistema, determine a capacitância equivalente, 
a energia eletrostática armazenada e a força exercida pelo capacitor 
sobre o dielétrico se ele for puxado para fora de uma distância y, 
mantendo-se: 


a) À carga constante. 


b) A diferença de potencial constante. 


Um capacitor esférico é formado por duas esferas condutoras de raios 
R, e Ro. Dentro dele são colocadas duas coroas esféricas dielétricas, 
sendo que uma vai de R; até R3 (Ro < R3 < Ri), com permissividade 
e; e a outra vai de R3 até R5, com permissividade e. Calcule o 
capacitor equivalente, a energia eletrostática armazenada e a força 
que uma placa exerce sobre a outra quando a carga é mantida fixa e 
quando o potencial é mantido fixo. Estude os limites 


a) R450 
b) fo — 00 


Cc) € — €9 
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Apêndice A 
Constantes Físicas 


À presentamos aqui alguns dados físicos relevantes, como constantes 
físicas e dados gerais. 


Carga elétrica elementar (módulo) e 1,6 x 107!” C 
Constante de Boltzmann kB 1,38 x 107% J/K 
Permissividade elétrica do vácuo EQ 8, 85x107*2 C2/Nm 
Constante de Planck h 6,63 x 10" Ts 
Constante de gravitação universal G | 6,67x10!! Nm”/kg? 
Massa de repouso do elétron Me 9,11 x 107º! kg 
Massa de repouso do próton Mp 1,67 x 107*" kg 
Velocidade da luz no vácuo Cc 3 x 10º m/s 
Magnéton de Bohr LB 9,27 x 10722 Am? 
Permeabilidade magnética do vácuo Ho 4n x 107º Tm/A 
Número de Avogadro No, À | 6,023 x 10% mol”! 
Constante universal dos gases ideais R 8,31 J/mol.K 
Constante de Faraday F 9,65 x 10º C/mol 
Aceleração da gravidade ao nível do mar g 9,80 m/s? 
Raio médio da Terra Rr 6,367 x 10º m 
Massa da Terra Mr 5,99 x 102! kg 
Zero absoluto de temperatura To OK = -273,15 SC 


Temperatura do ponto triplo da água 


tp 


273,16 K = 0,01 ºC 


nx 


Apêndice B 


Operadores Diferenciais 


Aqui deduziremos a expressão do operador V e do gradiente, diver- 
gente, rotacional e Laplaciano em três sistemas de coordenadas: retangulares, 
cilíndricas e esféricas. 


B.1 Coordenadas Retangulares 


Nas coordenadas retangulares (%x,y,2z), o operador V é escrito como 


10 4.0 + 


e o gradiente de uma função escalar d(x,%,2z) passa a ser 


10 20 «0 


Ou 


709 (206 94 
Vo =1s5 Tay + Em 


O divergente de uma função vetorial A = Ari + A,j + À, k em retan- 
gulares é 


—| (Ait Ay) + A,k) 
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ou 
ç. pot, AAsi + Ay) + Ab) 
0% 
- MAIrAJ)HAK) « MA iI+AI+HA, k 
45. (Aci+ A+ Da. (Asi + A) + 
Oy Oz 
ou ainda, 
v.Ã- OA, OA, OA, 


o hi Oy Oz 


O rotacional de uma função vetorial À = Ari+ Ay) + A, k é uma outra 
função vetorial B, definida através do produto vetorial de V com 4, ou seja, 


B=VxA 


Para encontrar um produto vetorial, podemos achar o determinante 


UE | | 
àxb=l|ay ay a;|= (ab, — abyji+(a,by — azb;)J + (a,by — aybr) k 
br by db, 


o j k 

- O O JO 
VxÃ=|— — — 
Ox Oy Oz 

Ar A, A, 


e o resultado é 


104. 0h (ÕA, 204 04 (OA; 


VxÃA= Oy  s0Ay o 
“Ao o To o Vo “o 
ou seja, 
. (04, DAN: [044 DAN. [04 DAN. 
VxÃ=- — CAyA:s TO A CAy kh 
* to nJi+ (o 5) + (Ss e) d 


Por fim, o Laplaciano V* fica 


V2=V.v 


B.2 COORDENADAS CILÍNDRICAS 


o, o, O 
i— + 
Hh 


+ É e mm 
“oyloz Jody “Br 
ou ainda, 


, 2 2 9 


“dot 


que, aplicado a uma função, resulta em 
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Hs] 
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Vejamos agora as coordenadas cilíndricas (p,0,2z), que foram apresen- 
tadas na seção 1.3. À transformação entre as coordenadas retangulares e 


cilíndricas é dada pelas equações 1.29 ou 1.30 (veja a figura 1.17), 


p= vet +y 
Y 
8 — arctg + 
7 


= & 


z = pcos6 
y = psen6 


AR 


(B.la) 
(B.1b) 
(B.1c) 


(B.2a) 
(B.2b) 
(B.2c) 


enquanto a base de coordenadas cilíndricas C = (2,0,k) e a base de coorde- 
“nadas retangulares Rs = (1,),k! estão relacionadas pelas equações 1.31 e 1.32 


(veja a figura 1.18), 
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P = cos0i+sen0j (B.3a) 
Ô = —sen0i+ cos0j (B.3b) 
k — k (B.3c) 
ou 
i = cos0 p-—senoB (B.4a) 
j=sen9 p+ cos0B (B.4b) 
k = k (B.4c) 


Então, para encontrar o operador V neste sistema, precisamos aplicar suces- 
sivamente a regra da cadeia, usando as expressões B.1 ou B.2. Considerando 
que, em retangulares (equação 1.50), 

10 4,0 «O 

V=i—+ 1— —— 

oz Oy Oz 
devemos passar todos os termos para coordenadas cilíndricas, inclusive os 
versores, mediante as equações B.2 e B.4. Assim, temos 


õ ôpô 990 dz 


Ox Oxôp 0x00 "O ox Oz (5.5a) 
O op O 000 Jd2980 

dy dy 2p dy 08 + dy dz (B.5b) 
O 00 000 Jdzô0 (B.5c) 


d 02:00 ' 0:00" 920: 


Vamos calcular separadamente cada uma das derivadas acima, usando as 
equações B.2. 


L. 

ê, 6) 

do = pri V T+) 
dd 2% 
2V2Fy 

Op  pcos6 

xp 

ar — C0S0 
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D. 
O OD 
dy Oy sp 
1a 
“ra 
o Tt 1 
“g+ylr 
E: 
2 x+ry 
— pcosê 
= 
00 cos 8 
Oy p 
6. 
Oz 4 
dy 
7. 
op 
dz 0 
8. 
90 
=0 
oz 
9. 
Oz 4 
Oz 


O senô O 
— c0s0 — — 
o 0/0, po 00 
õ, — sen o cos6 O 
Oy Op o 00 
2.9 
dz Oz 


Agora, voltamos ao operador V. Reescrevendo os termos em função das co- 
ordenadas cilíndricas e usando também as equações B.4, temos 


B.2. COORDENADAS CILÍNDRICAS 813 


10 40 10 
FO 30 po 
V “dr “Jay” oz 
A A O sendo 
V = (cos0 p — sen 00) [080 5. ; 5) 


ç, e) . O 
—|+ 
oz 


+ (sen8 p + cos 08) [seno + > d6 


O  cosôsenô od O  senfôicos6 O 
V=— a 7 tg 4020] a 
cos ãp 2 20 + sen dp + p | Pp 
2 2 
+ = senfcosó 5. + — da + cosB send 5. + - 7] ô ro 
e portanto, em cilíndricas, 
o 00 2-8 
=>0—+-—+k— 
V=P55" 500" “a (5.6) 


de modo que o gradiente fica 


db (006, 
Vo = ão > 06 ks (B.7) 


Para calcular o divergente, é preciso tomar alguns cuidados, pois os 
versores 9 e O possuem derivadas em relação a 6, como vemos em 


Es = da (cos 63 + sen 65) 
= —sen9i+cos0J 

977 

ET) — 6 

e 

aa = ap (— Sen Oi + cos0)) 
= — cos0i-— sen0J 

28 
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Assim, em cilíndricas, uma função vetorial À = A, P+ Ag ô+ A,k tem 


a divergência 


- O O «0 R R 
A=lb +14 kl. 7 > 
V Potim to] (A, P+ A90+ A k) 
ou 
> o . A 
V.Ã=po|S(4D+ 4904 4.5) 
0 [8 . . 
+ 5º Ln9(400+ 400.4 4.k) 
A O A A 
ou ainda, 
- 04, Ô 9 O 0, nu DA 
A=D240.(AD)+-.—(A,Ô : 
y do “pda pPj+o Do (40 8) + “5; 
04, 8 d4, 0p] O [.04,9] 6 081 04, 
=[+>-.pEscilA Ds -.|ô Cs Lola CO], CÃZ 
dp “p PD “o 4 | +; o [+ Mojo] + Õz 
04, 8 à 104 6 04, 
=P 4 À. 0)+-"“C4 lL.TAa(-a 
do + 5º (408) do + Mod) + 
- Á l 1OA Z 
v. A = o -A, LoÃs dA 
Pp bp 06 0z 
ou seja, 
- ó, 104, 04, 
VA = Ap) + Do + (B.8) 
Para o rotacional, precisamos saber que 
px5=0 px0=k pxk=-ô 
0xp=-k 0xô0=0 ôxk=p 
k x p=ô kxô=-p kxk=0 


O rotacional apresenta os mesmos problemas que o divergente, e ele fica 
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do «O . . 
V =|P—+—-— —— D+ À A, k 
x À Pao + Sa 5] X (Mp D+ 9 0 + ) 


ou 


VxÃ=5x ap (4o d+ 490 + 4.h)| 
ô [0,.. . . 
15X 59(40 + 490 + 4,6) 


Hx | 5(Ap D+ 496 + 4.6) 


oz 
ou ainda, 
> 104, «04, 
=p —— + k 
VxAÃ=oÔd ô ão + | 
0 ô, « 00 -04, 
A 04, | n0Ag 
+hex [pódio o 
+ «DA 104, Ô TOA, op . 
= k— — — —— + A,— — À 
VxA “ap da: =X | 20 PB0 Z) 
p POA. 10A, OA 
00 oz Oz 
+ .|[104, OÃg -| OA, E 
VxÃ=p| 00 a os op 
-049 K04A, k . 
— — ——— — + — x (4,60 
dp p 08 Ag + x ( p 
ou então, 
> [104, 049] s[04, 04, + 049 DA, 
— 6|> — ia "IA 0 2» 
VXA pl; 26 | di | o A 
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, na é . 


OA, DA, 
“X4=500 0]? Es 


O Laplaciano é 


ou 


o[.0o 00 «8 
2 A CARO MO + 
V = op Do + 559 +] 
, o 30,009 GO 
p 00100 "po" “az 
- 0[.ô0 do 8 
slot og to 
ou ainda, 
» 0? o9[80] à of.lo bd98 Q” 
V' = 5 m|iTt—> =I|b— + —— ALI 
Op dp | p 08 p 080, dp p06 Oz 
-2 0000 16º 6 96[10] 3º 
dp" pvp 000p p2002 p 001000 Oz? 
2 8 9 198º O (o) 2. õ? 
"092 p Op p2082 é P 90 “0%? 
PAD 18 
002 pop 2002 02 
ou seja, 


10/ 9 1902 9 
2 

=——[|9— = —s + — B.10 
Y p Op 2) 2002" Da (8.10) 
que, aplicado a uma função, fica 


ap - 190/06) 106 dg 
Vo =p dp "0 * 
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As coordenadas esféricas (7,9, 4), que foram apresentadas na seção 1.4 
(veja a figura 1.19), estão relacionadas às coordenadas retangulares pelas 


equações 1.39 e 1.36, 


r=vV2Tº+yt+4 22 


Sm? > 
9 — arctg VE Ty 
Z 
y 
= arctg — 
Ê E. 
e 
x =rsenfcosáq 


y = rsenô sen d 


2 =rcos6 


(B.lla) 


(B.11b) 


(B.11c) 


(B.12a) 
(B.12b) 
(B.12c) 


enquanto a base € = [?,0,4] de coordenadas esféricas está relacionada à 
base de coordenadas retangulares R3 = (1, ), kl pelas expressões 1.37 e 1.38 


(veja a figura 1.20), 


f — sen 6 cos 4i + senô sen dj + cos 0 k 
Ô = cos 8 cos Gi + cos 0 sen 4) — sengk 


+ = —sengi+cosdj 


1 = senôcos df + cosdcos PB — send db 
j= sen O sen df + cosOsendO + cosdó 


k = cos9? — sen 9 Ô 


(B.13a) 
(B.13b) 
(B.13c) 


(B.14a) 
(B.14b) 
(B.14c) 


Novamente vamos precisar usar a regra da cadeia para transformar as deriva- 


das do operador V em retangulares, 


10 4.0 «0 


para as coordenadas esféricas. Temos que achar 
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O Odd 080 d40 


dz” dzDr | DrD0 | dr ds (B.15a) 
O dr0o dO dl 
dy = dyor "* 0400 dy dz (B.15b) 
O Oro dO dd 
dz O Dr 7 9200 | dz Dz (B.15c) 


Vamos aos cálculos. 


Or 'g) 

1/92 2 2 
Ox O | Ty +22 
1 21 

2/22 +y242 


db 


Vzº +yl4+ 2 
—º rsenficosQ 
r 


r 
— = sen ô cos À 
T 


] 1 21 
o Z z 
o Zã 
o rº cos 8 sen 8 cos é 
 rêvr2sen2ô 
00  cosbcosy 


oz r 
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“p+9 
r sen 9 sen & 


r2 sen2 6 
OP —  seng 


Oz rseng 


Vzl+y+ 2 
* rsenôseny 
h 


T 
— = sen sen À 


Oy 


1 l 2y 
1+ ER 22/22 +49? 
/ y 


“ProryaDEM 


“y 


(2rery)very 


* rºcosOsendseng 
r2vr? senº Q 
00 * cosbseng 
dy T 


819 
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. Or 


Oz 


Or 
oz 
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0, 
5 do arte 
= 1 1 
— —— 
l+&L 
o zº 1 
“yuri 
o LT 
“v+g? 
* rsenfcosg 
— 2sen20 
OP | cosy 
dy rseng 
9, 
= (2492 +22) 
a 22 
2 Te +yl+ z 
o Z 
Te+yl Az 
— Tcos0 
cf 
= cos 0 
Õ 
5 = ps [rrcto E 
O 
44 
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2. 98 (22 + y? 
dz — 3x arctg 5 
o 1 vVe+y 
Ro VERR 
CERpIA 2 
CRAPIA 
Vrº sen? 8 
72 
r sen é 
72 
00  senô 
Or 


Portanto, as equações B.15 resultam em 


ô, cost cosp O «send O 


r 06 rsengdd 
cosbsendp O | cosy O 


r 06 r sen6 04 


— sen 6 cos bm + 


õz 

o ó, 
dy = sen é sen À — + 
ó, 


O copo? - Smb O 
Oz or r 00 
O operador V fica 
10 «0 ” O 


ou 


V = (sen 0 cos pf + cosB cos & 8 — sen 4 À) sen O cos 5 
r 


cosô cos 4 O send O À A 
+ 1 50” eôs| + (sen 6 sen df + cosB sen q 


, O cosôsend O ú 
+ cos q 4) sen6 sen Par + aaa , a 5 


+ (cos 0 £ — sen 0 6) cos 2 — E) 


Or r 06 


821 


822 B. OPERADORES DIFERENCIAIS 


À componente em ? de V é 


sendcosdcos* 4 O 


ó, 
Ve [sen O cos” & Br + — a 


cos Qseny O : , send cos O sen” ó, 
“Dog t sen 6 sen 65 FD 
en bcos 2 2,0  cosBsenô O 
TO qr ls 0 


A componente em À fica 


2 2 
v. = ô Icos9send cos a , costê cos" O 
0 r 00 


* cos cospsend O cos“ 6 sen" & O 


— O sen O a 
r sen 6 6/0) + cos 8 sen O sem Par ” r 06 
cos sengcosó à O sen*0 0 
É rn dp” Smêcosba + —— r 5 


E por fim, a componente em & torna-se 


aum 


= À 
Va — é |-senOsen gos 5  S080 sen dcosd & Set 4 Õ 


á 00 rsenô 4 
O | coscosdsend O costb O 
+ senê cos qsen p-— + cad end a E D6 | 


Reunindo as três expressões anteriores, obtemos 


6 cos 8 0 
V=— sen? oa + cos? po + sent cos ê, cosêisenf O | 


Or r 9 r 20 


a > 2 8 
+ 0 cos send - senB cos 02. + cos é O Sen | 


or Or r 20 * r 00 


- l O 
tó TE 


e finalmente, 


a (B.16) 
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O gradiente de uma função 1%) fica 


dp 00 + Oy 
VY = a 00 * rsend OG 


(B.17) 


enquanto o divergente de A= A, + 490 + A, 0 é 


o o dd o O . . 
A- [o +. Ê 
V or 1700 | rsendo) (Ar É + 490 + 49 6) 


e aqui é preciso tomar cuidado, porque £, 6 e à possuem derivadas com relação 
a € e 4, como pode ser visto em 


a da (sen O cos gi + senô sen 6) + cos 8 kk) 
— cos8 cos pi + cosô sen dj — senBOk 

Or 

20 — 6 

08 O 

20 = ag (cos 8 cos bi + cos 6 sen dj — sen Ok) 
— — senfcos di — sen 0 sen 4) — cos 0 k 

o. 

00 

aê 

34 = 59 (sen cos 61 + send sen é j + cosóR) 


— — sen9sengi + senfcos dj 


— sen 0 (— sen di + cos o) 


5 = sen 6 À 

28 

4 — = 55 (cosdcos di + cosO sen dj — sen dk) 
= — cosôsengi + cosôcosdJ 
— cos 8 (— sen 4i + cos 45) 

28 


E = cos6 q 
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— 33 (- sen 61 + cos 4)) 
a = —(cospi+ sen 4)) 


Multiplicando o versor f por senf e o versor O por cosô, temos 


sen 9 £ = sen” 6 cos pi + sen? 8 sen dj + sen 6 cos 6 k 


cos 8 8 = cos? 8 cos di+ cos” 8 sen dj — cos8 sen6k 


Somando as equações acima, achamos 


sen9f + cos06 = sen? 0 cos gi + sen? 8 sen &j + sen O cos O k 


+ cos? 8 cos di + cos" 8 sen + j — cosO sen Ok 


ou 
sen 0? + cos06 = 
(sen? 8 cos & + cos? B cos H)i+ (sen? 6 sen À + cos? O sen &) j 
ou ainda, 
sen0f + cos00 = cosdi + send) 
06 
01 00 = —— 
sent r + cos Dé 
Isto é, 
a = —(sen0f + cos00) 
e assim, o divergente fica 
, o 09 4 O . . 
A=|ft— AR Er p Í 
y 5 +70 (Ar É + 49 0 + 45 É) 


ou 


8209 
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00 
+ é — (A + 490 + 440) 
rsend 10% á 
ou ainda, 
>» 04, 6 o? 0 . o 
V. A + — — + — tu 
dr p Ao + ao (49 ) + Ag aa 
é o? 0 0, 
r sen 6 TA 26 + Aga + da (As +ô) 
re OA, ô a «O Ás 960 
V AS tr [Arô 10 + 49çg] 
ú DA, O 
Teo: E « Sen 04 + Ap cos04 + 6 —L 2d + 4655] 
ou entao 
- 04, A 104, 6 A 
e , Li — NE UR a or 
V dr Cr Tr [48] + É 
Ap cos 6 1 dA, e; . . 
rsen0 rsenf dd send. [As (sen + cos 8) 
+» OA, A, 1046 Ap cos6 1 OA 
V.Ã= LTr 
Or r " r 00 " rseng rseng 6/0 
e por fim, 
po IO 1 9 1 04 
v.Ã=>2 (A, dAg 
ré Or q + send sen 6 00 (sen 0.49) + rsenô dO4 (8.18) 


Para calcular o rotacional em esféricas, é preciso conhecer os produtos 
vetorials entre os versores £, O e ), que são dados pelas expressões 1.40, 
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tx?=0 tx0=áó Exo=-0. 
Ôxt=-d 0x8=0 ôxh=? 
ox? = 4x0 =-t $x4=0 


e assim, 


Or ro rsendd 


VxÃ=tx[D(At+ 400 + 4,8) 
ô To, . 
+ 5x [ap(4-2+ 4,0 + 456) 
ó o... . . 
+ ox Lag(48 + 4904496) 
ou 
> 10Ã9 | + 0Ag 
VxÃ=ex [tg 
) TO, 08 8 . 
> O, sn 8 . oo 
"Ten f ag (408) + g9(440) + 455E 
ou ainda, 


049 2044 Ô TOA, Of  10A ójo 
Es | o “rd As + EE + Ação 


VxÃ= 4-5" — Pr rox r + À, — — 30 


Ó .0A, O +04, 08 . . 
+ ep * ; 5 Aga tt + Aos Ap(senBf + cos06) 
ou então, 
4040 2044 GOA Ara 
Ao 5 , POA O OA, Arsend a a 


+? r 00 " rsen 4 rsen6 
fr OAg | Agcos0. - Agsend. AgcosB., 
E rsen6 06. r sen 8 ideia rsen6 + rsend | 
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Vx4= eo [seno + Ag cos 6 — da] 
- = E E [As u e) 
+ á EE + Ag — és 
ou seja, o rotacional é 
VxA= = (sen 049) — E 
;L5end dg 7 ar(r4) 


enquanto o Laplaciano fica 


Vº=V.vV 


Or rodo rsendoG Or 00 rsendodg 
ou 
o[.o 089 +» O 
2 A MIRO MO — 
V=Ê Or E 6 1 Eng | 
+, o 29,00 é o 
r 00] Or rod rsendod 
é» dOÍ.o d9 + O 
rsenô Oó Ro 
ou ainda, 
0 ro 08 0 
“072 r 9800r r2 9006 
1 92 ô 040 d O 
+ [— +, — — ——————4— —— 
r2002 rêsenô 09006 rsenô Odor 
d+ 080 | o d+ 40 


r2sen6 0400 , r2 sen2 60 942 , r2senZ0 Odd dd 
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2 0.0 8 0 18? 
2 O TT—— — mi — TP aa 
Y Or? , r “ar 2" 06 , r2 902 
o» a Ô 4 » O 
” rsenô (sen O 4) Or ” r2 sen 8 (cos O é) 00 
1082 d . = 0 
Dei sen? 6 dj? — seno: (sen $$ + cos0 6) =, 
ou então, 
po PIO 198 10 bo 1 g 
“Or? rôr r2002 rôor'r2sengo " pê sen* 6 042 
9º 28 ] õ* ô 1 9 
2.0 0 (40 O a a 
Y 92 "ro" ré sen 8 send ” 0] “a sen* O 992 


e finalmente, 


19 RR, ô o 
2 TO — Rá 
V = cal + sen 6 (seno) “E senZ0 dp 05.20) 


que é o operador Laplaciano em esféricas. Quando aplicamos V“ a uma função, 
obtemos 


1 0º 1 0 Oy Lo 
2h — +10) Ra id e dá 
VW = r Or? tb) + r* sen 8 96 (seno) ua sen“ O 99º 


— NNE 
B.4 Exercícios 


B.1 Calcule o gradiente e o Laplaciano das funções abaixo. 


a) 


F(x,y,2) = 20y +3V/92º 


f(z,y,2) =yº senzz + In9y'z 
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6 
f(p,0,2) =" 
z 
d) 
f(0,0,2) 3 
e) 
f(r,0,4) =rsen20 cosp +rº sen20tg À 
É) 


(7,8, 6) = rº In(0 cos é) 


B.2 Calcule o divergente e o rotacional das funções abaixo. 


a) 
- A 322 « A 
f(x,y,2) = dmgzio JA cost k 
b) 
fla, 4,2) = yº In tzi— tgh 2y3 2) + ettv ke 
C) 
f(0,0,2) - E as sengÔ- pzk 
z 
d) 
f(p,0,2) = 0026 + 5 Ô + 202 cosh20k 
e) 
mt R ' é) N 
9,4) = 28 “20 tg 60 — 
f(r,0,4) = rsen20f+4rsen g À cos O É 
f) 


r + 2r arccos À ô 


n(0 cos 4) 


j 


Apêndice O 


Equação, Polinômios e Séries 
de Legendre 


N este apêndice, vamos resolver a equação diferencial de Legendre 6.58 
e a equação generalizada de Legendre 6.57, obter os polinômios de Legendre 
e os polinômios generalizados de Legendre, verificar-propriedades da série de 
Legendre e apresentar os harmônicos esféricos. 


C.1 Resolução da Equação de Legendre 


À equação de Legendre é dada pela expressão 6.58, isto é, 


2 
1-0) 205 +H(2+1)0 = 0 (C.1) 


Esta equação é obtida da equação generalizada de Legendre 6.57, 


m?2 
l— g2 


do 9,49 
dx? dr 


(1 — 1º) + E + 1) — O =0 (C.2) 


quando m = O. As duas equações apareceram quando resolvemos a equação 
de Laplace em coordenadas esféricas. Vimos então que elas estão associadas à 
variável 0, já que x = cos6. Como O < 8 <7, ointervalo parazx é —-I< x <1. 


À equação de Legendre 6.58 ou €.1 pode ser reescrita como 
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dO 2x dO LL+T) 9 =0 
da? (i-2)do (1022) — 
Esta equação precisa ser resolvida mediante o método de séries !, Ela tem um 
ponto singular em x = +1, pois estes dois valores são zeros do denominador. 
Isto significa que, se quisermos encontrar a solução em torno desses valores, 
precisamos utilizar o método de Fróbenius. No entanto, podemos obter a 
solução em torno de outro ponto, como x = 0), e neste caso, como se trata de 
um ponto ordinário (não é raiz do denominador), devemos utilizar o método 
normal de séries, que consiste em supor que a solução da equação diferencial 
é a série de potências 
04; 
O(x7) = P(x) — Do Ant” (C.3) 


n=0 


Se a solução é dada pela equação acima, ela resolve a equação diferencial, e 
quando a substituirmos, e também suas derivadas, na expressão 0.1, obtere- 
mos uma igualdade que nos permitirá encontrar os coeficientes an da série 0.3. 
Vejamos então as derivadas da série, 


do(x ir — 
e) — du nana! (C.4) 
Cê 
do(zr) dlP É 2-9 
2 Eq 3 n(n— Dana (C.5) 
n=2 


Note que, ao derivarmos uma série de potências normal, o índice inferior da 
somatória aumenta de um. Substituindo as expressões 0.3, C4e C5em C. ), 
obtemos 


OO OO OO 
(1 — 2º) >. n(n — Dao" — 2x >. nanzºT! + e(4 + 1) Do ng” = () 
n=92 n=1 n=0 


ou 


* Veja Equações Diferenciais Aplicadas à Física, para uma discussão detalhada a respeito 
do método de séries. 


C.1. RESOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE LEGENDRE SS 


OO OQ 
D n(n — Danx"”* — q? >. n(n — Dana"? 
n=2 n=2 
CO SO 
— 253 nant” +H(L+1) 3 ana” = () 
n=1 n=0 
ou ainda, 
OQ OO | 
>. n(n — Dangx””? — D n(n — Dag” 
n=2 n=2 
OQ 9.6) 
— 25 nant” +H(2+1) > ana” = () 
n=1 n=0 


Para podermos continuar, devemos ter todas as séries na mesma potência de 
z. Escolhendo x” como potência de interesse, já que três das séries estão com 
este fator, percebemos que a primeira precisa ser reescrita, pois nela aparece 
o termo x"”*. Para fazer isso, definimos m=n-2oun=m+2, e assim, 


OS OO ” 
Do m(n Nana" 2 = 50 (m+2)(m + NDampoo” 
n=2 m=0 


Agora, como n e m indicam apenas a faixa de valores sobre os quais a soma é 
feita, elas são variáveis “mudas” e podem ser intercambiadas sem problema. 
Ficamos então com | 


e. o 
>. n(n — Danx"”* = DB (n + 2)(n + Dans9x” 


e voltando à equação diferencial, temos 


OO oe, 
> (n+2)(n + 1ançoo” — 3 n(n — 1ana” 
n=0 n=2 
OO OQ 
— 2 >. nanx” + E(L + 1) D anx” = 0 (C.6) 
n=1 n=0 


Todas as somatórias estão com a mesma potência de x, mas elas começam 
em valores diferentes de n, cujo valor comum tem início em n = 2. Vamos 
explicitar os termos com n menor do que este valor, ou seja, 
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SU OO 
>. (n+2)(n + Dans2x” = 2092 + 6032 + >. (n + 2)(n + Dans92” 


n=0 n=2 


SO 0.0 
2 ) nanx” = 2ayx + 2 ) nan” 
n=1 n=2 


LI) ant” =H(L4+1ao +AL+ Dax+ t+) > ant” 


n=0 n=2 


Voltando à expressão C.6, encontramos 


OQ OQ 
2a9 + 6agx + >. (n + 29(n + Danso2x” — DB n(n — Danz” — 201% 


n=2 n=2 
OO OO 
-25 nans” + HL+ Dao + HL+Daz + eb +1) > ant” =0 
n=2 n=2 


Agora, reunimos os termos com a mesma potência de gx”, isto é, 
2a2 + £(L + 1)ao] + [63 — 203 + At + 1a] 


+ BD, [(n + 2)(n + Dan4o + [e(4 + D > n(n— 1) — 2n)an ba” = 0 


n=2 


ou 
2a2 + H(£ + 1)a0] + [6as — 204 + H(L + Dai]z 


+ 3. ((n +2)(n + 1Dans2 + [ML + 1) — n(n + 1)Jan pa" =0 


n=2 


lemos uma igualdade de polinômios que fornece as seguintes equações: 


209 + t£+ 1)ago = 0 (C.7a) 
Gas + [(L+1)-2]a =0 (C.7b) 
(n + 2)(n + Dans + [LA D — mín + Dan =0 (C.7c) 


A expressão C.7a nos diz que 
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Zao + e(L + Dao = 0 


À equação C.7b resulta em 


Gas + |A(L+1)-2]a, =0 


Por fim, da expressão €.7c, obtemos 
(n+2)(n+ Dan2 + [H2+1)-n(n+ la, =0 
ou 


n(n+i)— !(L+ Dan 


Un+2 = (n 4 »)(n + 1) 


n>0 (C.8) 
Esta equação nos permite encontrar a, +92 se soubermos quanto vale a,. Por 
isso, ela é chamada de relação de recorrência. 


Vejamos agora se a série definida pelos coeficientes a, acima é conver- 
gente. Se ela não for, não é uma solução aceitável fisicamente para uma função 
cujo objetivo é representar um potencial elétrico. Um modo para verificar isso 
é o teste da razão, Isto é, se 


Ensl 
lim tt -L 
n>00 Gn 


a Série converge quando L < 1, diverge para L > 1, e nada se pode afirmar 
quando L = 1. Utilizando a relação de recorrência €.8, achamos 


im — = lim ——— 
n>5oo Qn n—>+00 (n + 2)(n + 1) 
co n2+n-t(L+41)| 
Mm —————————+ 
n->00 "  nº+t3n+2 


Como o limite vale 1, o teste da razão não é suficiente para determinar se a 
série converge ou não. No entanto, o teste da razão nos diz que, quando n é 
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grande, o coeficiente a, 2 torna-se igual ao coeficiente an, pois a razão entre 
eles vale 1, ou seja, 


Portanto, a solução em série C.3 pode ser escrita, considerando um N sufi- 


cientemente grande para validar a condição estabelecida pela equação acima, 
como 


Oo N 

DB An” = Do Ant” + ans + ans gt? + ant + ee 
n=0 n=—0 

9,0) N 

3 ant” = > ant” +anpz ot +r+tro gq? +.) 

n=>0 n=0 

DO N oO 

>. Ant” = >. AD” + ans got DB qr 

n=0 n=0 m=ô0 


À segunda somatória é uma série geométrica infinita, e a primeira, uma série 
de potências finita. Séries finitas sempre convergem 2, e assim, se a segun- 
da converge, converge também a série C.3, e se a segunda diverge, diverge 
também a solução. 


Como x = cosô, estamos limitados ao intervalo -1 < x <1. Quan- 
do |z| < 1, a série geométrica converge, e ela possui uma soma dada pela 
expressão 2.39. Se x = 1, o que corresponde a 6 = O, a série torna-se uma 
somatória infinita de números 1, resultando num valor inânito, e assim, em 
Z = 1 ela diverge, e diverge também a própria solução. Isso não é permitido 
fisicamente, pois queremos soluções que sejam finitas. Então, em x = 1 temos 
um problema. Além disso, em x = —1 temos outro problema. Neste caso, 
a série torna-se 1-1 +1-1+4.... Seo infinito for “par”, a soma resulta 
no número zero, já que cada termo +1 é cancelado por um —1. Todavia, se 
o infinito for “ímpar”, resta um número +1, e a soma resulta em +1. Isso 
significa que a soma da série não possui um valor definido e que, portanto, a 
série também diverge para x = —1, que corresponde a 0 = 7. A conclusão é 
que, se a série 6.3 é infinita, ela diverge para z = 1, o que não pode ocorrer 
pois as soluções devem ser finitas. Portanto, esta solução em série deve ser 
finita, e essa condição é satisfeita se a relação de recorrência C.8 se anula: 


* A menos que x > 00, Obviamente, o que não é o caso, já que -1< 7 <1. 
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para algum valor de n. Para que Isso ocorra, como n é um número natural, 
? também deve ser um número natural, de modo que, quando n = ?, a série 
pára, porque neste caso a relação de recorrência fornece 


o L(4 + 1) — 2(L+ 1) jaz “q 
CPO ADE 


e a partir daí, todos os outros termos da série são nulos. Note que, como a 
relação de recorrência relaciona a,.2 com an, e como ? tem um valor fixo, 
“sendo ? par, é preciso fazer ay = 0. Caso contrário, a série com n par, no 
caso de £ ser par, termina, mas não a série com n ímpar, que começa com a. 
de a série com n ímpar não termina, ela é infinita e diverge, o que não pode 
ocorrer. Se £ é impar, então, necessariamente, ag = O, de modo que a série 
com n par seja nula e a série com n impar pare quando n = £. Podemos agora 
explicitar algumas dessas soluções. 


Quando ? = 0, temos, pela relação de recorrência, que começa com 
n=0, 


O(0 + 1) — 0(0 + 1)Jao 


0+2 (0 + 2)(0 + 1) 


dy — Ú 
Como £ é par, a) = 0. Se não fosse, então encontraríamos um as, dado por 


1(1+1)-0(0+1)la 


oC A+rMI+I) 
— 2M 
3 e 
Ba 


Depois, achariamos um as, um ay e assim sucessivamente, e a série seria 
inânita, o que não deve ocorrer. Portanto, a; = 0. 


Como ag = 0, a série €.3 tem apenas o termo ao, ou seja, 


Oo(z)=5 ant” = ag 
n=0 


Se £ = 1, o termo ag é nulo para que a série de n par se anule. À relação 
de recorrência começa de n = 1, e obtemos 
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IA +D-1(1+Dla: 


da 5 A+MI+1) 


as = 0 


e assim, 


OQ 
Os(x) T— 3 ant” = 1% 
n=0 


Quando £=2, a) =0,e a relação de recorrência nos fornece 


o(o +) —- 2(2 + 1) | ao 


a =— 
am (0 + 2)(0 + 1) 
ao — — Can 
2a 
9 = — 340 
e entao, 
OO 
Oo(x) — 3, An” 
n=0 
= P, 
= 009 + 09% 
= 00 — Jan” 


Oo(x) — (1 — 37º) ao 


Para £ = 3, ao = 0, de modo que obtemos 


I++) -3(3+ Da; 


1 qa+N+I) 
o —10a 
43 — G 
à — da 
3 
e a solução €.3 fica 
SO 
Os(x) = >. An 
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Os(z) = 0 + a3xº 


Os(x) — 6] — Lp? 
O 3 
Oa(x) = [1- q7º Ja 


Continuando com o processo, vemos que as soluções para O(x) são polinômios. 
É usual normalizar esses polinômios, para que eles tenham valor unitário 
quando x = 1. Assim, obtemos os polinômios de Legendre Po(x), alguns dos 
quais estão apresentados na tabela 6.2, reproduzida abaixo. 


Nao 
ii, 


5 (5a? — 37) 3 (5 cos? 6 — 3 cos 6) 


a (352! — 307º +43) (35 cost 9 — 30 cos? 8 + 3) 


GO | 


Ep 
e 
pa, 
da 
S. 
| 
Nu 


5 (637º — 70xº + 152) 5 (63 cosº 0 — 70 cos? 6 + 15cos 0) 


labela C.1: Reprodução da tabela 6.2 para os polinômios 
de Legendre P,, em função de & e de cos8. 


Observe que os polinômios de Legendre são funções pares se / é par, e 
impares se ? é ímpar. Eles podem ser escritos de uma forma mais compac- 
ta mediante a fórmula de Rodrigues para os polinômios de Legendre. Esta 
equação é 


| d 


20 dat (€ — di (6.9) 


Po(x) = 


e a verificação para os polinômios da tabela C.1 fica como exercício (veja o 
exercício €.1). Desta relação, é possível deduzir algumas outras, utilizando 
também a equação diferencial de Legendre C.1. As principais são 
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dPerla)  dPe(a) 


Ir Ir (22 + DPo(z) = 0 
(44 DPra(2) — (224 1)zPy(x) + tPr(z) = 0 
dPem(z) dPo(z) o 
o 20 —U+DP=0 
dPo(x) 


(a? —1) mm” txPolx) + LP s(x) =0 


(C.10a) 
(C.10b) 


(C.10c) 


(C.10d) 


A primeira dessas relações pode ser provada através da fórmula de Ro- 
drigues 6.9. As outras são verificadas nos exercícios (veja o exercício C.2). 


Demonstração. À fórmula de Rodrigues para os polinômios de Legendre é 


1 df , 


Aplicando esta expressão para £ 4 1, obtemos 


1 dit , 41 
Pen(o) = aero 4 nidao (o 1) 


Vamos calcular agora a derivada desta equação, ou seja, 


dPor(r) l det* (22 — E 
do 2H 4D do 
que fica 
dPeplo) l d+ (a? — nt 
dz 2+1(p + 1)! det? 
Í dt+1 


— ») Ê 
"24! dar Bo(e + 1) (a? = 1) 


1 dt E (1º o nº 


“Pp dg 
1 d f a 
— sena |(2º — 1) +202(22 1) | 
dPpsi(x) = 1 dt 9 Ê 1 d* 34 9 t—1 
“do Saga +soa (o = O 


Ou 


C.1. RESOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE LEGENDRE 841 


dPprta 1 dt - 
dPe(z) ) =— Po(x) + 2 1(p— 1)! ra (e? — 1) | 


O polinômio, com = £— 1, é 
1 dt 1 


t—l 
— Qei(p— D! def (1º —1) 


Pela) 


e sua derivada torna-se 
dPp (x) i de 


— 2 t—i 
do Qt(p— Di dot (? -1) 


Vamos calcular agora 


dPontx) dPp(a) 


da dx = Pla) 
i dt 94 9 t—1 1 d* ) t—1 
+ amo á E DO seram (=) 
ou 
dPrtz) dPoa(x) 
do do Pg) 
1 d* 94 9 t—1 , t—1 
+ ias |? (=) to 1) | 
ou ainda, 
dPrn(z) dPer(o) l de [o t-1,9 
dx do — FUI) + 2t-1(p — 1)! a (e =) feio 1) 
24 1 d* é 
- P —>——— (92 -1 
x) + a 28-14 — 1)! da! tu =) 


2p d? 


que é a equação C.i0a. 
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A partir das relações C.9 e €.10, além da própria equação de Legen- 
dre €.1, podemos mostrar que os polinômios de Legendre P,(x) são ortogonais 
entre si, o que é muito importante, porque isso permite que uma função qual- 
quer, no intervalo —1 < x < 1, possa ser expandida em termos de uma série 
em polinômios de Legendre. Vamos inicialmente provar que os polinômios são 
ortogonais. Para isso, reescrevemos a equação de Legendre C.1 como 

(1 o 7?) d Fila) o op SPU) 
dx dx 


+ E(L + DPe(x) = 0 
ou 


= — q?) | +22 + DPi(x) =0 


Agora, multiplicamos esta última expressão por Pp(x) e a integramos sobre 
os valores possíveis de x, ou seja, no intervalo [—1,1], o que resulta em 


. 
/ Polo ( — q?) a + (LA n24o)| dx = 0 


1 


ou 


1 
d dPp 
Py—|(1- 2?) DP, Pp | dz = 
IR al Ge] rues Puto da Ú 


O primeiro termo na integral pode ser integrado por partes se definirmos 


dP 
u=Pp>du=— dy 
dx 


EAV PR 
do = E dos v= (1 no pé 


A integral por partes fica 


1 
f prllt-o ia dz = 


dP,) ! dP, dPy 
Pot = a) TE “| 1-0 do E 


O termo entre colchetes se anula nos extremos de integração, e assim, 


C.1. RESOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE LEGENDRE 843 


1 l 
d dP »  dPydPp 
[rea tdo ft 1) tdi a; 


Voltando à integral inicial, obtemos 


/ 2 pele ua DPePe | de =0 
4 dz dx 


Agora, reescrevemos esta expressão permutando £ com f', ou seja, 


1 
dPp dP 
2 tr ta E Lea 
P;, —— 
f IE 1) Tr dr +E(E + Pe Pi da = 0 


Por fim, subtraimos esta equação da penúltima, isto é, 


1 
dP, dPp 
/ (2? — Dia + H(L + 1) Psy dx 
-1 


i a 
— / (a? 1) dE ab + e'(e' + DP P, dr = O 
— 1 


dz de 


Os termos envolvendo as derivadas são idênticos e se cancelam mutuamente. 
Os outros ficam 


1 
/ [e(/ + DP Pp — p'(e + DPpP,| dx = O 
—1 


ou 


1 
“(2 + 1) — p'(e + 1)| / PP dr =0 
1 


Desta expressão, vemos que, se ? £ ?', o termo entre colchetes não é nulo, 
e assim, a integral deve ser nula. Quando £ = £”, a integral possui um valor 
não-nulo, porque é o termo entre colchetes que se anula. Para determinar o 
valor da integral, utilizamos a fórmula de Rodrigues €.9 e substituímos os 
polinômios, o que resulta em 


| a d 1 d , 
f, Pordo = [ 224! FRAÃ -1) 9/1 dz NAÇÃ —1) da 
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1 1 já L 
2 1 d , d Ê 
filed! ao= sp agito? = alo? a)! a 


Vamos Integrar por partes a equação acima, definindo 


d? / dt+1 ; 
— PRAÇA 1) > du = ERA (a 1) dx 
dº ê dt-1 / 
dv = ER (a? 1) dr => v = ERA (a? 1) 


Com estas definições, obtemos 
l dº , dt , 
/. FAÇA — 1) a (2º — 1) dz = 
dt / dt—1 ; l 
lo (2-1) | 


1 dt ; det f 
- f. ai (2% — 1) ENA (a? — 1) dx 


Cada vez que o termo (x? — 1) é derivado, permanece um fator (x? — 1), que. 
se anula em x = +1. Assim, o termo entre colchetes na expressão acima se 
anula, e então, o 
1 dº dt 1 dt—1 dt+1 
2 t 2 á o L 3 b 
— (2º — 1) —s(2º — 1) de = — -—— (xº— 1) -— (7º — 1) da 
Lite alem de= [le Gale?) 


Para integrar esta equação por partes mais um vez, definimos 
dt+1 dt+2 


Ê Ê 
t—1 t—2 
dy = a(o? 1) do > 0= Es (0? a)! 


Achamos, portanto, 


l dt—1 f dt+1 / 
fiel 1) dora (o = 1) de = 


t+1 t—2 
am (215 
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Como antes, o termo entre colchetes se anula, e encontramos 


1 qgt—l t+1 
/ a (a? — 1) (a? —- dz = 


| dyt-1 dyt+i 
1 ut-? £+2 
| a (x? — 1) — (12 —- 1) da 
1 


Reunindo esta equação com a primeira expressão, obtemos 


Il 4 
/ Sala? — 1) (o? — dz — 
1 


1 dt? t+-2 
a , d 2 Ê 
“Dl o s(22]1) —s(2º-1) dz 
) f qa as ( 
Integrando-a por partes mais £ — 2 vezes, observamos que, no produto de 
derivadas, a ordem da primeira derivada diminui, chegando até a ordem zero, 
enquanto a segunda aumenta, chegando até a ordem 2º. Assim, a integral 
inicial torna-se 


l —1 £ 1 d2t 
f Po do= ras | (nº 1) (a? —1)' da 


A lo, , 
Agora, vemos que o polinômio (4 — 1) é de grau 2º. Quando ele é derivado 
2? vezes, o resultado é a constante (22)!, o que é fácil de compreender. Vamos 
escrever este polinômio do seguinte modo: 
2 t 24 —1 2 ) 
(x — 1) = + ax? +---+tag- ox + aop-x + (—1) 
Os valores exatos dos coeficientes numéricos a, podem ser obtidos mediante 
o binômio de Newton, mas eles não são relevantes para a discussão atual. O 
importante é considerar que, quando derivamos esse polinômio, o seu grau 
diminui em uma unidade para cada derivada feita, de modo que, efetuadas 2º 
derivadas, o polinômio torna-se uma constante, ou seja, 
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(a? — 1) = q 4 art 4... + ade” + Q9p- 1 + (—1)* 

d 

(0? -D=-Wl(-Dagi2r... 49% ox 4 Q24-1 

d? , - — 
os (1? 1) =20(28 -1)2"2 4 (20 -1)(2 —- Dart... 42099 
dê , - 
ra (2º —1) =22(28 — D(2 — Dt 34. 
d2é 


(x? — 1) = (24)! 


Assim, a integral fica 


| -D(QO (Lo, 
[letão = [ca as 


Além disso, podemos escrever o integrando como 
b 
(a? = 1)" = |-(1- | = (1-0?) 


e então chamamos a integral acima de 1,. Portanto, 


! 20)! (1 
n=[ [Pi]? de = os | (1-2) de (C.11) 


Para realizar essa integral, escrevemos 


0-200"=(1-0)0 2?) 


1-2) = (1-0) gay 


Todavia, 
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Então, a integral fica 
L= am f (1-0)! + 2 (1 —-2 da 
ou 
+= o 3 f, (0%) dos do + pe f, | dé do (1 0º) da 
 Camtemido ap Lu =) det am [ral 0 


2820 -1|2(0-1)|! p= (24 — 1)! DV; 
— spp [pf dh doe) dot 22 (41)? fraltr=» | 


24 — 1 (24 — 1)! , 
fo =— Y fe-1 + o(a? f zd|(1 — 7º) | 


Note que, no último passo, utilizamos a expressão para Ip. 1, que pode ser 
obtida da equação 0.11 se substituirmos ? por £ — 1, ou seja, 


L1 = Men! f (1 — 2)! dx 


2Xe-D [(4 — 1)1]ó Los 
Por fim, a integral restante pode ser calculada por partes. Chamando 


u=7 => du=dr 
dv = d|(1 — 0º)” > v= (1-2?) 


obtemos 
pool, (UM) f al(i 2 
77777) 2 ” 
24 — 1 | e Lo (2M-D!(] ". 
= “ta (ima add “a 
2-1 mp Luto 
MM fl opom a 
24 — 1 : 
— Io. — 
op tr ot spo | 1 rd 
24 — 1 1 
fe % fe-1 — 50! 
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ou então, multiplicando a equação por 2º e reunindo os termos semelhantes, 
(22+DL=(22- DI 
que pode ainda ser reescrita como 
22 + DI = (20-11) +1]Io 


Observe que o produto (24 + 1)7, é independente da escolha de /. Portanto, 
podemos escolher o £ mais favorável, que é ? = (), para fazer a integral 1,. Desse 
modo, utilizando a expressão C.11 e lembrando que Ph(x) = 1, encontramos 


b=[. Po)? de 


— 1, 


1 

- [ dx 
—1 

= [2], dx 


bo =2 


Agora, temos que 


(24 + Dt, — (2.0 + Dh-2 


ou seja, 
2 
=> ——— 
CC 251 
ou então, 
/ [Po(x)]" de = o (C.12) 
qu! 2) +1 


Como a integral é nula se ? £ 4”, podemos reescrever a expressão acima 
utilizando a função delta de Kronecker, que é 


[jo 
Og=4000 
O, 13 


e então, 
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1 
2 
/ Pio) Polo) do = sçên (C.13) 


Note que os polinômios de Legendre são funções ortogonais, mas não orto- 
normais, já que a integral do seu quadrado não vale um. Porém, definindo as 


funções 
fH+1 
Pp = ) Pp (2) 


vemos que agora essas funções são ortonormais, já que, partindo da expres- 
são C.13, considerando o caso £ = £”, encontramos 


4 24 +1 
24 +1 [1 
—— Pi(a)Pilz) dz = 1 
+ [2841 24 +1 
/ ; Pix) Pix) dz = 1 
—1 


Como os polinômios de Legendre são ortogonais, podemos expandir uma 
função qualquer f(x) em uma série de Legendre, que é o próximo assunto a 
ser tratado. 


C.2 Série de Legendre 


Uma função f(x) qualquer, no intervalo —1 < x < 1, pode ser expan- 
dida em uma série de Legendre, na forma 


f(x)=> AsPo(z) (C.14) 
t—0 


Para obter os coeficientes Ap, multiplicamos a equação acima por Pr(z) e a 
integramos no intervalo x € [1,1], isto é, 
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t 1 O 
f stepeteyds= [1 SD aero) Po o) da 


=) 4-0 


À ordem em que a integração e a somatória são feitas pode ser invertida sem 
problemas e a constante A, pode sair do sinal de integração, de modo que 


i o 
f stoyPotajas = Dae f ruoiretoas 


À integral é resolvida através da equação C.13, e ela fica 


Í OQ ), 
P,: — — 
[tia e(x) dx Dater 


Quando a somatória é efetuada, todos os termos são nulos, em virtude da 
delta de Kronecker, exceto aquele que tem £ = £', ou seja, 


2 


) Perl dz = Ap 
[ra o(x) dz “94 41 


e então, passando tudo para ? e isolando As, ficamos com 


A= EA [o Foda (C.15) 


que estabelece como calcular os coeficientes da expansão em série de Legen- 
dre de uma função f(x) qualquer. Alguns exemplos de utilização desta série 
são vistos no exercício C.3. Agora vamos à resolução da equação diferencial 
generalizada de Legendre. 


C€.3 Resolução da Equação Generalizada de 
Legendre 


À equação diferencial generalizada de Legendre, dada pelas equa- 
ções 6.97 ou 0.2, é 


dO do 
anda O Tr > — 
(1-2 Ja Tm + tt + 1) 
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Para iniciar sua resolução, definimos 


FFL 


P(z)=O(z)= (1 - 2º)? P(x) (C.16) 


o que facilita os cálculos. Com esta substituição, temos 


(1-2) -me(t-a)P0r-(1-) SD, 
e 
do ne | dP mP mz dP 2mz*P 
dx? q = 2") di? 11-12 1I-22de (1 2º 
— 2 
ma |dP mzP 
melo)! À Fade 
ou 


1-)0-0)"5 mz dP mp miP | ma?P | 


dP - mgzP 2 m 
2 2 — 
-me(1-0)8 | + [t+ E a|(1-03)?P- 
ou 
“Pp dP âmzºP - mrºP 
2 
(1 1º) 73 — Ama — E-1D5 [DR 
dP 2mzºP mºP 
— dy — — me 
7 + TD +H(2+ DP 17 Ó 
ou ainda, 
dºP dP l— x 
(1 1) a 2(m + az + [HL+1) mi|P mb O 
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ou finalmente, 


(1 — 4?) ii — 2(m + Da +HEL+HD->m(m+D|P=0 (C.17) 


Esta expressão é uma equação diferencial para P, e precisamos resolvê-la pelo 


método normal de séries, em torno de z = 0, que é um ponto ordinário, 
supondo que 


As derivadas são 


dz 
n=1 
CP É 
3 — > mín — Dan”? 
d n=2 


Voltando agora à equação diferencial, temos 


OQ OQ 
(1 — q?) Do n(n — Dan"? — 2(m + 1x >. Nan" 
n=2 n=1 
OQ 
+[l+D-m(m+N]S anz” =0 
n=0 
ou 
OQ 
3 n(n — Dana"? Dn — Dona? 
n=2 
—2(m+1) » nanT + [e(4 +D) —- mm + 1)| Do Ant” = 0 
n=1 n=0 


Na primeira somatória, x aparece com o expoente n — 2, ao passo que nas 
outras temos x”. Precisamos transformar esta somatória para que também 
tenhamos x?. Para fazer isso, definimos m=n-2oun=m+2,e€ assim, 


OS 


> mín — Dag"? =— » (m + 2)(m + Damox” 


m=0 
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Agora, como n e m são índices “mudos”, que apenas indicam o início e o fim 
da somatória, podemos intercambiá-los sem problema, ou seja 
) pb ) ) 


o 
3. n(n — Daçx”” Rx (n + 2)(n 4 Dans2x” 


Voltando agora à equação inicial, encontramos 


OQ OS 
>. (n + 2)(n + Danso7” — >. n(n — Dany” 
nl n=2 
— 2(m+1) >. nant” + BLAH) —- mm + 1)| >. anã” = (0) 
n=—1 n=0 


As somatórias começam em valores diferentes de n, e a faixa comum ocorre 
para n > 2. Assim, explicitamos os termos com n=0 en = 1, isto é, 


3 (n + 2)(n + Dans92” = 2995 + 6037 + 3 (n + 2)(n + Dano” 
n=0 n=2 
—2(m + 1) Ss nant = —2Um + Dag — (m + 1) Ss. nan” 
n=1 n= 
| 1 
Me+D)-m(m+1) 3 Ant” = |(L+1) — m(m + 1)la 
n=0 


HILL -m(m+Daz+ [ML+D-m(m+1)] Ss. An” 


Reunindo tudo isso na equação inicial, obtemos 


OQ OO 
202 + 6ag% + 3. (n + 2)(n + Dags9o0” — > mín — Dana” 
n=2 n=2 


— 2(m + Dayz — 2(m + 1) 3 nant” + [EL + 1) —- m(m + 1a 


n=1 


+UL+DO-m(m+ Djaz + [ML+1) mm + 1)] >. Ant” = 0 
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ou 


242 + [H(L+ 1) — m(m + 1) | ao 
+ (Gas ++) -m(m+1) - 2(m + 1)Ja bo 


+35 ((n +2)(n + Danso + [84 1) = m(m +1) 


n=2 


-m(n— 1) —2(m + 1)n]an ba” = 0 
Mediante a igualdade de polinômios, encontramos as equações 


202 + [ML+D) > mim +Dlao =0 
bas + HL+D-m(m+1)-2(m+1)la, =0 


C 


(n + 2)(n + Dano + [MAD => m(im+D-n(n-1)- Mm + Dnlan =0 


ou seja, 


209 A CL4+D) = m(m+ Dlao=0 
ão = nin tb te, (C.18) 

bas + [ML+D)-m(m+1)-2Am+Nla =0 
(m+(m+2)- ML +1) 


Us — G 


(41 (C.19) 


C 


tn + 2)(n + Dans2 + [ML 41) -m(m+1)=n(n— 1) - 2(m + Dnlan = ) 


ou 


n(n>—D)+(m+D(m+2n) -f(8+41) 


Ena & (n + 2)(n + 1) 


An, N>0 (0.20) 


que é a relação de recorrência. Vamos efetuar o teste da razão. 
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n(n-D+(m+D(m+2n)— HL+1) 


a 
n>500 Gn n—00 Am, 
= tm n(n—-D+(m+D(m+2n)-—!L+1) 
n-00 (n + 2)(n + 1) 
o 
= lim —s 
"—00 FL 


UnaD 
lim LEA | 
n5oo Qn 


' Como ocorre no caso da equação de Legendre, o teste da razão, sozinho, não 
permite estabelecer a convergência da série. Todavia, utilizando os mesmos 
argumentos desenvolvidos quando resolvemos a equação de Legendre, pode- 
mos mostrar que, se |x| < 1, a série converge, mas ela diverge para x = +l1, a 
menos que seja finita, o que ocorre se, para algum n = n9, É=m+o, pois, 
neste caso, 
n = no(no =D +tm+I)m+2no)-(tm+no)tm+mno+1) 
no+é (no + 2)(no + 1) 2o 
nó —“no+mº+m+mno + ng — m — Mn —-n$—m—ny 
(no + 2)(no + 1) “mo 


O TT 


0 
(no + B(no + 1) 


Gno+2 = O 


e a partir daí, a série pára. Fisicamente, m precisa ser um número natural; no 
indica um termo da série, e por causa disso, também é um número natural. 
Portanto, ? é um número natural como os anteriores, o que se verifica também 
no caso da equação de Legendre. Além disso, para um valor fixo de £, m pode 
valer, no máximo, £, e assim, m = 0,1,...,º. Vamos calcular alguns dos P(x) 
e P(x), lembrando que 


P(z)= (1-2)? P(a) 
P(x) = >. An 
n=0 
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Neste caso, a relação de recorrência fica 


n 
n + 2 


Un+42 — Un 
e como começamos com n = 0, temos 


“9 = O.aq — 0 


e assim sucessivamente. Todos os termos pares a partir de a» são nulos. Note 
que, para anular a série ímpar, é preciso fazer a, — U, como ocorreu com os 
polinômios de Legendre. Assim, temos 


Poo(x) = ag 


to IO 


Polz)=(1-22)ºP(2)=(1-22)%a = a = Pala) 


2. L=1 
Quando £ = 1, temos duas possibilidades param:m => 0ouma=il. 
Com relação a m = 0, ag = 0, de modo que a série par se anula. Temos 


, n(n + 1) —2 
—>—DW——wDlW>—qg 


e portanto, obtemos 


1 +1)-2 


-"VTIVOÊO -“Qa4 =0 
ERA CNN) E REA O 


e assim sucessivamente. Todos os outros a, com n impar a partir de n = 3 
são nulos. Desta forma, 


m Q 
Pro(x) = (1 — 7º) 2 P(x) = (1 — zº) “mnt=ar=P() 
Quando m =1,a; =0,e a relação de recorrência fica 


ano — — Mn) 
n+2 (n + 29(n +41) n 
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e então, 
O(0 + 3) 
—= — () 
“2 (or (0 +41) 
Portanto, 
Pal) — () 
e 


hop 


P(x) = 1 — Z2a = 40V 1 — z 


Pa (2) -— (1 — 7º) 


Continuando com este processo, vemos que as funções Prmlx) acima 
estão relacionadas aos polinômios de Legendre Pp(x), através da expressão 
m qr 


Prmlo) = (UP (1- 22)? Pia) (0.21) 


dem 


e por causa disso, eles são chamados de polinômios generalizados de Legendre. 
Alguns desses polinômios estão na tabela 6.3, reproduzida abaixo. A verifi- 
cação da equação 0.21 para os polinômios apresentados nessa tabela é deixada. 
como exercício (veja o exercício C.4). 


Utilizando, na equação €.21, a fórmula de Rodrigues C.9 para os po- 
linômios de Legendre, obtemos a fórmula de Rodrigues para os polinômios 
generalizados de Legendre, isto é, 


n (1 = r2) dttm / 
É útil estender a definição dos polinômios generalizados de Legendre para m 
negativo, desde que |m| < ?. Isto é feito através de 
—>m)! 
Pe, -míz) = Dn Pem(a) (0.23) 
que vale para O < m < £. Note que, como P, m e Prm são múltiplos um 
do outro, eles não são ortogonais. No entanto, para um dado m fixo, com / 


variando, os polinômios Pr, formam um conjunto ortogonal no índice £, o 
que demonstramos em seguida. 


Para provar a ortogonalidade dos Pp, m, procedemos da seguinte forma: 
primeiro, reescrevemos a equação generalizada de Legendre C.2 como 
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(3 cost 8 — 1) 


Ts 
DER 


1 2 
a sen y) 


Tabela 0.2: Reprodução da tabela 6.3 para os 
polinômios generalizados de Legendre. 


d dP, m(L) m? 
A M- qo tm — — 
az [ Tº) ER | + ee + 1) = 3 | Pim O 


Agora, multiplicamos esta expressão por Pym € a integramos no intervalo 
[—1,1], ou seja, 


1 
d dPp mL) m? 
mA qo | (1 — *) a 1)— —s m — 
fim al x") FR [fues ) a | Po fe 0 


ou 
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Resolvemos a primeira integral por partes, chamando 


Elo nab, nos 
do= E 1) [do 0=(1 Tr 


Com estas substituições, a Integral fica 


1 
d dPp mí) 
Pp m — — q) SP — 
/ e alo o) dx E 


i 
Pela) (1 — qº) “dr. 


dPp m(2) dPym(2) 
- / (1 — 2º) — mt Cmt! q; 
= dx dx 


O termo entre colchetes é nulo, e assim, 


+ 


1 l 
d , dPp mí) = 9 dPy mz) dPe m(£) 
/ Prma ( 4h ) dr | dx = f (2 1) dx dr da 


—1 


que, reunido com a outra integral, resulta em 


dx dx 


/ (a? = 1) Pelo) dPimlz) E 1 - Es Pim m=0 


dx dz l— x? 


Em seguida, escrevemos esta mesma expressão, apenas trocando £ por *, e 
vice-versa, de forma que 
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II 
2 tm f; pra 
qr emos do tomo? PL +) — PamPp 5 dy = 
fit 1) dr dx +| (2 +) | Em PE, | Z>0 


e subtraímos uma da outra, o que resulta em 


1 
dPy mx) dP 2 
/ [e — 1) CEeml) dE ml) — ves 1) — — |Pemem pd — 


dx dx zº 


1 
2 4) tmb) CO tmid) DA, o | o. 
RE 1) dr do + (4 + 1) EP nt bo () 
ou 
1 
/ [e(4 + 1) — ÇA + 1)| Pimp m dr = () 

— | 

ou ainda, 


á 
e(4 + 1) — e'(e' + 1)| / PemPe m dx = Ê 
—1 


Quando £ + £”, o termo entre colchetes não é nulo. Portanto, a integral deve se 
anular. Quando £ = f'. o colchetes se anula, permitindo que a integral tenha 
um valor não-nulo. Vamos calcular este valor, utilizando a relação C.21 entre 
os polinômios de Legendre P, e os polinômios generalizados de Legendre Dem, 
que é 

mo AM 

? e Pe(ax) 


Pomla) = (-1)P(1 — a?) 


A integral que queremos calcular é 


1 
/ PrimPem dx = 
—1 


[fera Emelfora-as Eno 


1 


ou 


1 1 
d" Po(x) d” Py(a) 
— am t z 
[ Pentendo= | (pr 
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Utilizamos uma integração por partes, definindo 


u= (1 — yr te) > du = — — pe dx 


do dxm  daem-l 


e assim, temos 


1 m —1 1 
d” Py(2º) dP= 1 Pó(g) 
p p — 2YM á 4 


f dr Po(x) d (apreço im 


| demo dx dem 


O termo entre colchetes se anula nos extremos, logo 


1 l —1 
dr=1 P dm 
/ Pombem de = -[ q Tila) é ( — qº) da dz (0.24) 


dam-l dy dem 


Ágora, precisamos fazer algumas manipulações. Temos que 


d 3 m E” Po(x) = 9 m PF! Po(2) oyxm—l d” Polx) 
(1-0? demo [=(1-4 dra — 2ma (1 — x?) am 
ou 
d aymdPPo(x) 
Rae dem | o 
Cnmalo o nd Pio) d” Po(a) 
(1 — 2º) ( T ma mim (C.25) 


Além disso, comparando as expressões 0.16, 


Hr 
2 


Pemlz) = (1 T 2º) Pom(z) 


e 6.21, 


vemos que 
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Pam(2) = (1) S Ee) (C.26) 


dr” 


Outro fato importante é que Pp m satisfaz a equação diferencial C.17, 


Pp 
(1 — x?) ú o — 2(m + 1a tm +UL+D-m(m+D|Pm=0 


Escrevemos esta equação param =m— 1, ou seja, 


Po m-1 


(1 = x?) dy? 


dPe m— 
— Qma E FUME+AD —- mm — D|Pom-i = 0 
e substituímos P, m--1 pelo seu valor, através da equação €.26 param = m-1, 
Isto é, 


2 m—l x m—l 
1-2). A | Ima do (prt ua 


dx dem—1 
dr! Pp 
ou 
dNH Po(x) d” Po(x) dr Po(x) 
2 L . 2 4 


ou ainda, já que 


L+D-mim-D=t4+4t-ml4+m 
=(t-m(l+tm)+t+m 
tl+D-mim-D=(0+m(t-m+41) 


temos 


dA P,(2) d” Po(2) 
(1 =) — mim — —(L4+m)(? Mm + 1) 


dr! Po(x) 
dym—1 


Agora, percebemos que este termo é idêntico àquele entre colchetes na ex- 
pressão 0.25, e assim, achamos 


d 


Omo gym taã) md” Po(x) 
dx U T) dem 


— —(Llemlt-m+I)(1 — 2º) dom 
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e voltamos à integral (.24, 


1 
fo PimPim do = 


l 
dr! Pol) ) — o JL 


que pode ser escrita como 


1 
/ PemPemdr=(LIm)(L-m+4l) x 
-—1 


1 m=1 1 dr !Polx 
-—1 m— 1 1 == o(s 
f. [ / .) E dam! | 
m=1 qroi Pp (x) 
m-—i 2 Ê 
X (1) (= 2º) 5 o da 
ou, utilizando a relação 6.21, 


1 1 s 
/ Pembem dx = (2 + mo) (4 = mM + 1) / Pem-ifem-l dx 
— 


Assim, temos uma relação de recorrência entre as duas integrais, que serve 
para reduzir a ordem de m, até chegar em m = 0. Vamos aplicar essa relação 
novamente para m = m — 1, isto é, 


l I 
/ Perm-Pem-l dx = (4 +m — (4 =m + 2) / Prm-2Pem-? dx 
—1 


—|— 


Desse modo, obtemos 


1 1 
/ PembPem dr = (4 + mo) (2 — Mm + 1) / Prm-afem-l dr 
—1 —1 


Ou 


1 
/ Prmbem dz = 
— 


1 
L+mb-mA VEEM -m+2) [ PrmsPimo da 
-1 


804 C. EQUAÇÃO, POLINÔMIOS E SÉRIES DE LEGENDRE 


ou ainda, 


1 
/ Pomtm dx — 
—1 


lemt+m-D][t-m+D(t-m+2) f PrmsPims da 


Ão repetirmos este processo mais m — 2 vezes, os polinômios na integral se 
tornam os polinômios de Legendre, pois Pro = Py(x). Além disso, os termos 
entre colchetes que multiplicam a integral se tornam 


Cemlteam-Dl+m-?) xx (2+9(L+41) 


C-m+tt-m+tIL-m+3)x---x(L— A (C.27) 


O primeiro desses termos pode ser reescrito como 


Ctmlttm =) xx (+) = (Uma m=1) xx (t+) 
(mem = 1) xe. x (8461) = 


Multiplicado pela expressão C.27, este termo fica 


(2 + m)! 


7 C-m+ADl-m+ML-m+43x--x(E— DA 


O termo ?! no denominador pode ser escrito como 


P=U2-1)xex C-mAtIl-m+ MU m+DLE-m)! 
ce assim, obtemos, para o fator que multiplica a integral, 


L+m)! 


a U-m+DE-m+BL-m+3) xx (p-1)p= 


Cem(t-m+Dt-m+9(L-m+3)x---x(E- DE 
tl-Dxeexl-omtIL-m+ DIl-m+DE-m)! 


ou 
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(2+m)! 


/! C-m+It-m+IL-m+3)x--ex(B-Dp= 5 


Assim, temos 


À integral, que já foi resolvida, vale, segundo a equação €.13, 


1 
2 
f Po(x) Pp (2) dx — MT! 


Portanto, 


l 
2 (l4+m)! 
PemPimdri = —— —— + 
f, tm tem Co 2t+1(L-—-m)! 


Lembrando que, quando £  4' à integral se anula, podemos utilizar a função 
delta de Kronecker e indicar a ortogonalidade dos Pem(z) como 


: 2 (l-m)! 
Pp m(z)Ppm =D sm | 
f Pem()Pomlo) do = 55d (C.28) 


Note que, a exemplo dos Py(x), os polinômios generalizados de Legendre são 
ortogonais entre si, mas não ortonormais. É possível definir uma série, uti- 
lizando os polinômios de Legendre, mas esta série não tem tanta utilidade 
quanto a série dos harmônicos esféricos Yp m(0, &), que é tratada em seguida. 


G.4 Harmônicos Esféricos Y,m(0, d) 


Na solução de problemas envolvendo coordenadas esféricas, é muito co- 
mum aparecerem, ao mesmo tempo, os polinômios generalizados de Legendre 
Pem(z) (lembrando que x = cos6), como solução da parte em 6, e as funções 
em? onde m é inteiro, que são as soluções da parte em q. De fato, a neces- 
“sidade de, nos polinômios P;m, m ser inteiro, vem da resolução da equação 
diferencial para a parte em &, pois, durante esta resolução, a condição de 
unicidade do potencial elétrico com relação ao ângulo & implica que m deve 
ser inteiro. As funções e"? são ortogonais entre si no intervalo 0, 27], como 
demonstramos abaixo. 
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Demonstração. Para demonstrar a ortogonalidade das funções e'"?, devemos 
lembrar que elas são funções complexas. Assim, vamos considerar duas dessas 
funções, as que têm m e m”, tomar o complexo conjugado de uma delas, 
multiplicá-las e integrá-las no intervalo [0, 27], isto é, vamos calcular 


2nº | 
/ eiMdo-im do 
O 


Esta expressão é bastante simples de resolver. Vejamos. 


27 | 27. 
/ emb oi 6 dó = / etm—m 4 dá 
O Ô 


f 
Se m É m', temos 


27. o, 27. 

/ emP eim q dó — / eum—m J$ dó 
Ú Ô 

| elm-m')g | 27 


(im — mº) 


0 
1 - 
“o dor fiidm-m)6727 
o an — 107) 15 o 
[ imp .—im' q dó = l dim—m')2m 1] 
, e CE do= 16 


Como m e m” são inteiros, sua diferença também o é, e podemos definir 
n=m-—m',. Como 


ET — cosInT + ssen2nx =1 
temos 
2H o, I 
e MP MG dó = —(1 — 1 
mn 


E MPe im 6 dó =0 


Quando m = m”, a integral inicial fica 


27 27 
/ EMP im dó — / dó 
Ê O 
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Am ô mó > 
imo .—m N 
/ ePe do — ó| 0 


27 
/ emPe MP dg = 27 
0 


Lembrando que, quando m £ m” a integral se anula, por meio de funções 
delta de Kronecker podemos escrever 


27º o 
/ TPM dp =21ômm (C.29) 
Õ 


Observe que as funções e'”? são ortogonais mas não ortonormais, assim como 
os polinômios de Legendre Py(x) e Prm(z). 
[1 


Os polinômios generalizados de Legendre P, m(x) e as funções e'”"º, nas 
soluções dos problemas em coordenadas esféricas, sempre aparecem multipli- 
cados, formando fatores do tipo Prmt(cos 9)eM?, Por causa disso, estes pro- 
dutos são definidos como funções especiais, chamadas de harmônicos esféricos 
Yo m(ô, $), segundo a equação 6.78, que é 


im (LF mo Ttmícos 9)e (C.30) 


Ye mto; 6) — 


O fator multiplicativo nesta expressão é escolhido de modo a fazer com que 
os harmônicos esféricos sejam funções ortonormais, não apenas ortogonais. 
Vamos conferir esta afirmativa, considerando dois harmônicos esféricos Ytm 
e Yg m'- Tomamos o complexo conjugado de um deles, já que eles são funções 
complexas, multiplicamo-los e os integramos sobre os intervalos O < à < 27 e 
O<8B<gy7, isto é, calculamos 


T pn 
/ / Yi mi(0, 6)Yom(9, 6) sen O dodg 
O JO 


lembrando que Y;;.. é o complexo conjugado de Yy m' e que dz = d(cos0) = 
— sen9 dô. Vamos agora utilizar a forma explícita dos harmônicos esféricos, 
dada por uma das equações 6.78 ou C.30, Isto é, 
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27 
IN / Vim (8, &) Yam (8, ) sen O dodg = 


ais e 1( —m' 
/ / [sete 7 n PERTO Per m' (cos 8)e ] 


t+1(Z—-m)! 
ár (L+m)! 


X 


Pemícos0) aid sen 6 dody 
ou 


To nx 
/ / Yi mi (8, 6) Yi m(8, 6) sen O dodg = 
O Q 


e + (tm)! [e+1(t-m) 
dm (Hm)! dr (L+m)! 


XxX 


2H o 
/ / Pp m(cos8)e "PP, (cos 0)e”* sen 8 dod$ 
O JO 


As integrais podem ser escritas como 
27 o | 
/ / Pp m(cos0)e ? Pomícos 9)e'"? sen 8 dodo = 
o 40 


2H o, | A 
/ em Peimy dó / Prim (cos 0)Pomícos 8) sen 8 dê 
Õ Ú 


A equação €.28, 


Í 
2 (tm) 
Po m tr) P LT ÕES 


pode ser reescrita, considerando que x = cos 0, como 


O 
/ Pr m(cos0) Pr m(cos 6) d(cos 6) = LI ( ml 


Ou 


Ê 2 (Cem. 
— / Prmtcos 0) Pp m(cos 8) sen 6 do = 3 51 (Emi 
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ou ainda, invertendo os limites de integração, o que troca o sinal da integral, 
como 


/ Pr m (cos 0)Pem (cos 8) sen 8 do = 
O 


A partir desta expressão, voltamos à integral dos harmônicos esféricos, isto é, 


To pla 
/ / Pp m(cos 0)e MP P, mícos 9)e'”"9 sen O dody = 


2% 
“im'ó i 2 (L+m)! 
im o imp 
/ e e tdo nte 


ou 


To p2r = | 
/ / Pp im! (cos 0)e ? Pp mícos D)e'm$ sen 8 dodá = 
O 0 | 


2 (e+m)!. 27 ant 
DO NOS, —im à imp 
Mp +1(L-m)! ee co e dg 


Agora, mediante a expressão C.29, obtemos 
1º p2m o, | 
/ / Pp m(cos0)e *” P Py (cos 0)e'”"? sen 6 dody = 
O () 
| 
27 DT Cm, 27Om;m' 
—m)! 
ou 


TT p27 o 
/ / Pp m (cos 0)e *” ?Pomícos 9)e'”TP sen 6 dody = 
O 0 


47 Cem, ; 
2 +1(L—-m)! SE mm 


Note que, se? * ! ousem £ m', esta integral se anula. Voltando agora à 
*x pressão inicial, temos 
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7 p2a 
/ / Yom (0, $)Ye m(0, &) sen 6 dody = 
Ô Õ 


T 2x o, 
/ / Pp m(cos0)e *” P Pp (cos 0)e'”"? sen 6 dody 
o Jo 
ou 


To px 
/ [0 Yi mi(O, 8) Yim(f, 9) sen O dodo = 
o 0 


t+ o-m)! M+1i(L-m) 4 (tm)! 


e e ie 


=" 


4x (UrmV ar DAMA (E O met mm 


À integral acima é nula quando £ £4' ou quando m £Zm'.Set=fem=m! 
ela torna-se 


1 pla 
/ / Yom(0, $)Yo,m(0, b) sen O dodg = 
O +Q a 


2t+1(t-m) [2+4+1(L-m)! 47 Cm. ; 
áT (2 +m)! Am L+ml2+1(L-m)! ttem;m 


t+1(Z-m) 47 (L4+m)! 
4m (Ceml2+1(L-m. 


ou 
To pa 
/ / Yomld, $)Yem(ô, d) sen O dodg = 
O 40 | 


ou finalmente, 


To pn2x 
/ | YimlO, 8) Yom(f, 9) send abdg =1 
O 0 


O que comprova a ortonormalidade dos harmônicos esféricos. Assim, podemo 
escrever, simplesmente, 


To pêra 
/ / Yo m' (0, $) Ye m (0, o) sen 6 dody — Ôp e! ôm;m! (C.31 
O “0 
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Para os harmônicos esféricos, vale também a relação 6.79, 


Po, -mld, 6) = (DP Yin (O, &) 


que foi demonstrada no texto, logo em seguida à apresentação da equação, 
na página 395. À tabela €.3 reapresenta alguns dos harmônicos esféricos da 
tabela 6.4. Observe que estas funções reúnem as partes angulares da solução 
de problemas em coordenadas esféricas. 


tm Yem(?, À) 
—— 
0,0 
1.0 E cos É 
11 Vê: 
Ê pe 
1,-1 um So 


27 


a a E o Ph mlcos B)e'me 


A mA A A e 


V a 


Tabela €.3: Rarmônicos esféricos Y, m(9, 6) da tabela 8.4. 


+ 


Como os harmônicos esféricos são ortorormais, é possível expandir uma 
função qualquer f(0, 4) em uma série de harmônicos esféricos, ou seia, 


oo mf 


HO, 6)=5, D, AmYem(0,6) (0.32) 


£—=0 m=:—L 
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e os coeficientes Apm são obtidos através de 
Tm pa 
Am = | | 1(0,6)Yim(O.6) seno dodó (C.33) 
Oo JO 


como vamos demonstrar em seguida. 


Demonstração. À prova da expressão €.33 pode ser obtida mediante a mul- 
tiplicação da equação 0.32 por Yy (0,4) e sua posterior integração em 
O<gp<2mre0O<0<r”,,ou seja, 


27 aq 
/ / f(0, PY gm (0, 4) sen 6 dodd — 
Ê Õ 


oo mt 


0 >. ArmYemd; $)Y py m(d; 4) sen O dodá 


t=0 m=-L 


As somatórias e a constante Az m podem sair do sinal de integração, isto é, 


27 am 
/ / Io, Dem (9, 9) sen 6 dody = 
Ê Õ 


oo m=f 


2H 
3 5. o) A Yom(d, $)Yp m (0, &) sen 6 dodg 


t=0Oma=- 


Agora, utilizamos a condição de ortonormalidade C.31, 


27 
A / Yo m (0, )Ye m(0, À) send dodg = de g Ômm' 
e obtemos 
21 T oo mf 
[| t60,6)%im(O, 6) senidoas = 5) 35 Aembreôn 
Ô £t=0 m=—f 


Como os únicos termos diferentes de zero são aqueles quetêm 2 = “em =m', 
achamos 


27 ar 
/ / f(0, 6) Yo mtd, 4) send dido — Apm 
o 0 
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que é a expressão 0.33, agora demonstrada. 


0.5 


C.5 


Exercícios 


Verifique a fórmula de Rodrigues €.9 para os polinômios de Legendre 
da tabela C.l. 


Demonstre as relações C.10b, C.10c e C.10d, válidas para os po- 
linômios de Legendre. 


Encontre as séries de Legendre das funções abaixo, todas no intervalo 
—1 < x < 1. Calcule pelo menos dois termos não-nulos, se houver. 


a) f(x) = 
b) f(x) = 27º 
c) f(x) = 


Confira os polinômios generalizados de Legendre Pp m(x) dados na ta- 
bela 6.2, utilizando a fórmula de Rodrigues €.22 ou a relação C.21. 


Os harmônicos esféricos são dados pela equação C.30. Verifique se a 
tabela C.3 está correta. Pode ser necessário utilizar a expressão 6.79. 


Apêndice D 


Equação, Funções e Série de 
Bessel 


N este apêndice, vamos resolver a equação diferencial de Bessel 6.121, 
obter as funções de Bessel e estudar a série de Fourier-Bessel. Iniciamos com 
a equação de Bessel. 


D.1 Equação de Bessel e Funções de Bessel 


A equação de Bessel é dada pela expressão 6.121, 
d? ld 2 
de + qa + (1 S)R= (D.1) 


sendo que o = kp e p € [0,00]. Ela tem um ponto singular em o = 0, já que 
esse ponto é raiz do denominador das duas frações que existem na equação, 
que são 


Para verificar se esse ponto singular é regular, devemos multiplicar a função 
h por o -— 99 e a função fo por (o — 09)2, onde op é O ponto singular. Se as 
funções resultantes dessas multiplicações forem ambas analíticas em 09, então 
o ponto 99 é singular regular. Se uma for não-analítica ou se ambas o forem, 
o ponto é irregular. Para o nosso caso, 09 = 0, e assim, temos 
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2 2 
90 Vos 2 
2; 0 Md 
o 


2ro — 
to — vo)*fo = 
Como os resultados acima são ambos analíticos em o = 0, o ponto é singular 
regular, o que nos sugere a utilização do método de Fróbenius para a resolução 
desta equação !. Começamos, reescrevendo-a como 


dºR dR 
2 2 2 
—— + 0— —vIR=O 
de tão + (o 
e vamos supor que a solução seja dada pela série 
oO CO 
R(o) = 0" >. ano” = » An 0” (D.2) 
n=0 n=0 


O parâmetro r e os coeficientes a, serão obtidos durante a resolução da e 
quação diferencial. Se a expressão acima é solução da equação de Bessel, su: - 
substitução na equação, juntamente com suas derivadas, deve resultar em 
uma igualdade, que nos permitirá obter 7 e a,. Assim, temos 


dR E 
do >. (n + r)an o" tro! 
n=0 


e assim, a equação diferencial fica 


OQ 
o” >, (n+r)(n+r-— Dano"! 


== () 
É OQ OO 
+ » (n + r)ano"T! + (9º — v?) D Ano” =0 
n=0 n=0 


* Para uma discussão detalhada sobre pontos singulares e o método de Fróbenius, ve): 
por exemplo, Equações Diferenciais Aplicadas à Física. 
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ou 
OO OQ 
DB (n+m)(n+4r- Dano”! + >. (n + r)ano"*” 
n=—0 n=—0 


DO OO 
+ >. am 0" T+? -“y? >. o — () 
n=0 


n=0 


Todos os termos estão com a mesma potência de q, exceto o terceiro. Portanto, 
precisamos reescrevê-lo, definindo m=n+20un=m-2,eentão, 


CO 20 

n+r+2 m+r 
3. Und = >. Um—2 O 
n=Ô m=?2 | 


e voltando para o índice n, já que m e n são apenas índices “mudos”, 


OO OO 

n+r+2 nr 
) ano = ) Qn-20 
n=0 n=:2 


À equação diferencial fica 


oO o 
3. (n+r)(n+r-— Dano” + >. (n + M)ang"” 
n=—0 n=0 


DO Oo 
+ >. An 207” — y? Do ano"T” =0 
n=2 n=0 


Agora, notamos que os valores de n comuns a todos começam em n = 2. 
Vamos explicitar os termos com n = Ven = 1, ou seja, 


OQ 


> (n+r)n+r— Dane"! =r(r — 1)aog” 
n=0 
| SO 
+r(r+ Dag"! + >. (n + 1)(n + r — Dano""” 
n=2 
OO O 
3. (n+r)ano"T” =rago” + (r4+ Dao”! + >. (n + r)ano""” 
n=0 n=2: 
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DO 
2 2 
7 >. am 0" *T —y a007 + v2 ay 07H + 1;2 Do ano" t” 


n=2 


Assim, obtemos 
r(r — Daoo” + r(r + Dayo"*! 


+5 (n+r)n+r- Daço"*” + rogo + (r + Dao! 


n=2 
OO 
+53 (n+r)a, PEA am 9" — vago" 
n=2 
OO 
o vao"! -y? > ano” — () 
n=2 
ou 
n(r= 1) +10] age" + [(r+1) + (+10) 12]ao't! 
Oo 
+ Sal (n +) Din r = 1) + (41) van + anca porto =0 
n = 2 


ou ainda, 


(7 — vº) ago" + (7 + 1)? — 74d q1 0"! 
+ si a n + r)/ Jan + an-o bo" =0 
n=2 
que nos fornece as relações 
(º — vao = 0 
[(r + 1)? — — V “la = () 


(n +r)? — | Am + Qn-9 = 
À primeira relação determina o valor de r, ou seja, considerando que aq £ O 


2 


(7? — vº) ag = 0 
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À segunda nos mostra que 


[(r + 1)º — vº| ay = () 
(*+2r+1-v?a; = (0 
(2r+1)a, =0 (D.5) 


enquanto a terceira estabelece a relação de recorrência, pois 


(mn +)? — vº lan + an-2=0 


(nº? +2nr + 7º — van = —On-9 

(nº + 2nr ) am = —Qu-9 

n(n + 2r)a, = —an-9 

ou 
Un—2 

Gn =—————, n > 2 D.6 
É n(n + 27) ” D.6) 
A equação D.4 estabelece dois valores possíveis parar, r= ver = -—v. 


Considerando que » > 0, de modo que r = v é um número não-negativo, 
vamos estudar inicialmente este valor para 7. 


ser =v>o0, então a equação D.5 estabelece que 
(2v + Da = 0 


o que só é possível se a; = 0, Já que o menor valor de v é zero. Desta conclusão, 
juntamente com a relação de recorrência D.6, resulta o fato de que todos os 
coeficientes a, com n ímpar são nulos, já que a relação de recorrência relaciona 
os coeficientes a, e an-2. Utilizando o valor de r, a expressão D.6 fica 


Cn 9 


= > 2 
n(n + 2v)' ro 


ln — — 


que pode ser usada para obter alguns dos coeficientes a,. Vamos iniciar com 
n = 2, O que resulta em 


mo ds 
o 2242) 

87 
do — — 


22(1 + v) 
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Quando n = 4, temos 


042 
4(4 + 2v) 
— 2(2+41) 
— O 
244) 
2º(2 + v) 
OQ 
2*1.2](1+v)(2+40v) 


G4— — 


G4 — 


Para n = 6, obtemos 


UG —a 
6(6 + 22) 
G4 
3.22(3 + v) 
3.22(3 + v) 
UP +v+v)(3 +) 


6 =— — 


46 — 


e se continuarmos com esse processo, veremos que os coeficientes a, possuem 
uma lei de formação, dada por 


(=P 


Bmi[0+ +) meg Mer DM 


U9n 


Esta equação pode ser reescrita mediante a consideração da função Gama, 
definida por 


OO 
P(n) = / etgrlda (D.8) 
0 
Há uma relação entre a função T(n) e o fatorial de n, dada por 
nt=P(n+1) 
Esta expressão é usada para definir o fatorial de um número, mesmo que 


ele não seja inteiro. Se, além disso, ele for negativo (exceto se for um inteirc 
negativo), precisamos da expressão auxiliar 
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P(n + 1) = nP(n) 


que vale para qualquer n, exceto n Inteiros e negativos, além do zero, co- 
mo n =0,-1,-2,.... Nestes casos, a função T(n) diverge. Como exemplos, 
temos (tabelados) 5! = P(5) = 0,8862e 5! = T(5) = 5'(5) = 1,3293. 
Considerando que v é, em princípio, um número real, o fatorial de v pode 
ser definido em termos de funções T', e a equação dos coeficientes pode ser 
reescrita como 


a á a >1 
— O ao; n > 
Po vin ++ v---(n+ v)| ? 
o (IP 
e agora, em termos de funções Gama, 
—P9"I l 
1 = APL +) 151 


222! (n + v + 1) O 


A solução tentativa D.2 para a equação de Bessel torna-se então, lembrando 
quer =v, 


66) 
Rlo)=0"> ano” 
n=0 


ou ainda, mediante a forma explícita dos a,, sem esquecer que os termos com 
n impar são todos nulos, 


D"T(v+ 1) om 
É La sit (n+v+1) 0º 


que pode ser reescrita como 


» 1? 0 2n 
(0) = aoT(v + Do niT(n+v+1) 
Rulo) = aoD(v + o DmEb(8) 


ou 


2ny 
O 
n!P st (é ) 


Ru(o) = 002 T'(v +u( ) >. 


Q 


o.4 
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Definindo o coeficiente ay como 


1 
—“MT(v41) 


o 


(D.9) 


obtemos a função de Bessel de primeiro tipo de ordem v, ou J,(0), dada por 


Jul) = (DEE) É (D.10) 


que é uma expressão válida para qualquer v. As funções de Bessel são im- 
portantes em outras áreas de Física, além do Eletromagnetismo, porque elas 
apresentam um comportamento oscilatório amortecido, o que pode ser muito 
útil em Mecânica, por exemplo. A figura D.1 apresenta duas dessas funções, 
Jo e A, para ilustrar a afirmação. 


y N a 
1 4 
À A A 
À h ' 
! f 
! Ê | Pl p 
0.2 4 Pu ” na S 
k E 
, 
NS 


Figura D.1: Gráfico das funções de Bessel de primeiro tipo Jo(o) 
(linha cheia) e A(g) (linha tracejada). Ambas apre- 
sentam um comportamento oscilatório amortecido, 
que é característico de todas as funções de Bessel de 
primeiro tipo com v > 0. 


A solução correspondente a r = v é a função de Bessel J,. Vejamos o 
que ocorre quando r = —v, que é o outro valor possível para r. Neste caso, a 
equação D.5 fica 


(1-2) =0 (D.11) 
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e a relação de recorrência D.6 torna-se 


Un—2 


in o “nn -— 2)! 


n>2 (D.12) 


de modo que agora é possível que a; não seja nulo se v for igual a >. Além disso, 
ocorrendo n = 2v, o denominador da relação de recorrência se anula, e isso 
gera um problema quando v é um número inteiro ou semi-inteiro (como >, -, 
etc.). Assim, existem três casos que precisam ser considerados separadamente, 


devido às características de cada um. 


D.1.1 Solução para 2» Não-Inteiro 


Quando 2v é um número não-inteiro, o denominador da relação de re- 
corrência, D.12 não pode se anular. Além disso, a, deve ser zero, já que, se 
v = 5, 2v é um número inteiro, o que está excluído desta discussão. Portanto, 
SÓ existem os coeficientes a, com n par, e podemos calcular alguns deles. 
Vamos começar com n = 2, isto é, vamos achar as. 


02-92 
2(2 — 21) 
AO 
22(1 — v) 


à — — 


9 — — 


Vejamos agora O au. 


Q4—9 
4(4 — 2) 
ao 
2º(2 — ) 
705, 
“2(2-v) 
Gg 
[2.1)2º(1 —- v)(2 — v) 


U4 = — 


4 = 
O coeficiente as é 
l6 — — 


so “32(3-7v) 
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aaa E 
21270 -)() 
3.2º(3 — v) 


Go 


B2na-N(B-v(3-v) 


UG — — 


6 — 


Continuando com esse processo, obtemos uma lei de formação para os coefi- 
cientes a, semelhante a D.7, só que agora para —v, ou seja, 


(= 1)? 


— Pratt -v)(2-0)---(no)] O n > l (D.13) 


U92n 


Podemos utilizar a função T para fazer com que esses coeficientes sejam dados 
por 


CET) n>1 (D.14) 


vn = 2" n!iP(n — v+ 1) "O; = 


e substituindo-os na solução tentativa D.2, lembrando que existem somente 
os coeficientes com n par, 


o (=IPD( pv) mn 
Rolo =D mam + 1) 


n=0 


que pode ser reescrita como 


sy SO An 2n 
R-vlo) = aoT(1 — e! » TE IT 5) 


Ou 


Ro) = ag2 “DP —v) (5) o 3 ICE (5) É 


nn — 
e definindo ay como 


1 
2""P(1 —v) 


dO — 


(D.15) 


achamos a função de Bessel de primeiro tipo de ordem —v, ou J..,, dada por 


rio=(5) Smporen(a) qua 


n=0 
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A solução geral para a função R é então 
Rolo) = EvJlo) + FrJ-vlo) 
ou, lembrando que o = kp, 
R(p) = E,Ji(kp) + FoJ-v(kp) (D.17) 


que é idêntica à equação 6.122. Observe que esta solução é válida, até o 
momento, apenas para 2/7 £ número inteiro. 


Di. Solução para v Semi-Inteiro 


Quando v é um número semi-inteiro, como 5 ou >, por exemplo, o 
denominador na relação de recorrência D.12 pode se anular. Para resolver 


este problema, reescrevemos essa equação na forma 
n(n — 2v)an = —Qn-9, n>2 
e agora, quando n = 2v, temos 
0.02, = —a2,-2 = 0 


e portanto, a2,-2 = U, mas a2, pode ter qualquer valor. De fato, como 2v 
é um número inteiro ímpar, temos uma série com coeficientes a, onde n é 
par, que começa com ay, como no caso anterior, e que não é afetada pelo 
fato de v ser um número semi-inteiro, a qual dá origem a um termo J.,, e 
temos também uma série com coeficientes a, com n ímpar, que começa em 
a2v, sendo que os coeficientes a,, com n ímpar e tal que n < 2v, são todos 
nulos. Esta série que começa em a»; é, na realidade, um múltiplo de J,, e 
assim, a solução geral para R é dada pela equação D.lY7, 


Rolo) — E, Jylkp) + F,J-vlkp) 


que agora vale também para v semi-inteiro. Vejamos um exemplo elucidativo. 
Vamos considerar que v = >, o que significa que 2» = 1. À expressão D.ll 
mostra que 


(1 — 2v)a4 = ( 


(1-—-1)a, =0 
0.01 = (0 
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ou seja, aj não precisa ser necessariamente nulo. A relação de recorrência D.12 
fica 
Un—? 


DOU > 9 
dn n(n — 1)' to 


Os coeficientes com n par originam a série de J +. Vamos calcular alguns dos 
3 


coeficientes com n ímpar, começando com as. 


mn ———B-2 
“0 3(3-1) 
41 
Us — “6 
O valor de as é 
a — 252 
"2 5(5-1) 
2 
— &1 
8 
20 
— 
“5 = 190 


Lembrando a solução tentativa D.2, temos 


ou, explicitando alguns termos, para os coeficientes com n ímpar, tendo em 
conta que os coeficientes com n par formam a função J.,, 


“1 ; 
Ri(o)=0?(no+aso Has +) 


que fica 


ou ainda, 


2 4 
Ri(0)=m0i(1-C 4 4) (D.18) 
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Agora, vamos considerar a função J1, utilizando a expressão D.10 para v = 5, 
2 


OO 


n0=(8) Dam en() 


ou, explicitamente, 


' Para a função [' vale 


e assim, 
1 
oN2| 1 LO [0 1 oNV 
Ji (o) = (6) | — (2) + =) + 
2 2) |5D(5) SIS? 2351 (2) 2 
1 2 . 4 
(eat) esmo) 
2) |7(6) sirG)2) “sirg) lo 
5 2 4 
(1) [rg ar() + (o) + 
2) T(5) SID)? 1550 (5) 12 
no (2) h lot 1d 
T(D) 12 32 158 | 
), 1 o? o 
Ji(o) = 1 — — 
30) ao! | 6 120" | 


Comparando esta equação com a expressão D.18, vemos que, se o coeficiente 
a, é dado por 


2 
VT) 


as expressões tornam-se iguais, o que mostra que a outra solução, para os 
valores de n impares, é um múltiplo da função Ji. Assim, a solução geral é 
2 


Rito) = Eidi(ko) + Fido (ko) 


À À 
2 2 
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Vejamos um outro exemplo, sem fazer todas as contas. Quando v = o, 
2v = 3. À expressão D.5 diz que 


(1 — 2v)a1 = 0 
(1 — 3)a1 = 0 
2a, — O 


e assim, q, = O. À relação de recorrência D.12 fica 


Un—2 
Gn =>————, n>2 


n(n — 3)' 
e quando formos calcular as, acharemos 


E3-—9 
3(3-3) 


Uyg— — 


ou 


41 
43 = —— 


Ú 


Como a; = 0, a fração é indeterminada, e assim, a3 pode ter qualquer valor 
A série começa agora em a3, não mais em a;, e obtemos um múltiplo de J 3 E 


verificação é deixada como exercício). Vejamos agora o último caso, em que 
v é um número inteiro. 


D.1.3 Solução para v Inteiro 


Quando v é um número inteiro, que vamos chamar de m, 2v = 2m « 
um Inteiro par e a equação D.5, 


(1 — 2m)a1 = 0) 
estabelece que a, = O. Como a relação de recorrência D.12 é 


Un—2 
E =—————, n>2 (D.19 
n(n — 2m) 
vemos que todos os coeficientes a, com n ímpar são nulos, já que o denomi 
nador é sempre não-nulo para qualquer n ímpar. Entretanto, para n Dar 
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denominador pode se anular se n = 2m. Lembrando do caso anterior, vemos 
que, se o denominador se anula, o numerador também deve ser nulo, para 
que a fração se torne a indeterminação : pois senão o coeficiente tende a 
infinito, o que não é aceitável. Isso significa que aom-2 = 0, o que implica que 
todos os coeficientes a, com n par, desde ag até aom-2. têm que ser nulos 
também. Caso contrário, aom-2 não tem como ser nulo, pois ele deve obede- 
cer à relação de recorrência acima. À série começa em am, € à partir daí, os 
coeficientes são dados pela relação de recorrência D.19, e eles obedecem à lei 
de formação D.14, só que, ao invés de serem dados em função de ao, o são em 


função de agm, que é o primeiro coeficiente não-nulo, isto é, 


(IPPO —v) 


“Pla -van) ro Mm 


Um 


Quando substituímos esses coeficientes na solução tentativa D.2, temos, sem 
esquecer quer = -v=-m, 


O 
R(o)=0"3 and” 
n=0 


só que o índice da somatória começa em n = m, e não mais em n = 0, já que 
o primeiro termo não-nulo é agm. O resultado, feitas as devidas manipulações, 
e definindo o coeficiente asm de forma apropriada, é 


R-m(0) = (É) o > (o) 


rn — 


Agora definimos n =n—-m oun =n'+m, de modo que, neste índice, o 
resultado acima torna-se 


Remo) = (8) — » RR O 


f 


ou então, 


ou ainda, 
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R-m(0) = (-1)" (2). 3 Ss (” 


n'=0 
Esta expressão pode ser reescrita se lembrarmos que 
P(n+ DD) =nD(n) 
e assim, 
(mem + D=nUn+md(n+n' + DT(n' +41) 


=nUn+m(n'+9T(n' 4141) 
= nn tmn +9T(n' 4241) 


(+EmT(n +D)=n!T(n'tm+41) 
de modo que a equação para Rm fica 
m OO 2n/º 
0 (=1)" 0 
Ro = (—]y3"| = A 
m(o) = (-1) (5) » niD(n! Em + 1) (É) 
nº = 


ou, voltando agora para o índice n, já que n e n! são índices “mudos”, obtemos 
a função Jm(o), 


foto cor (ED sena 


n=0 


que é, na realidade (apenas para m inteiro, é preciso destacar), um múltiplo 
de Jmn(º), como pode ser facilmente verificado se escrevermos a expressão D.10 
para v = m, ou seja, 


OO 


Into) = 1) Doe men(o) 


e assim, 


Jm(o) = (-D)" Jn(o) (D.20) 
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o que comprova que as funções Jm e J-m são linearmente dependentes. Jm é 
uma solução da equação de Bessel, mas ainda precisamos encontrar a outra. 
Definimos a função de Bessel de segundo tipo N,(o), também chamada de 
função de Neumann, 


Jylo) cosvr — J-ylo) 
sen VT 


Ny(o) — (D.21) 
que vale para qualquer v, inclusive para os valores inteiros de v. Neste caso 
específico, a função de Neumann tem uma indeterminação do tipo o: Já que 

Im(o)cosmm — Jmlo)  (-DPImlo)-Jm(o) Jm(o)-Jm(o) 0 


sen ma Ô Ô Ô 


e assim, é preciso considerar o limite v — m na expressão D.21, e depois, usar 
a regra de L'Hôpital, ou seja, 


Nm(o) = lim rosa (ão cos vr + nJ,(o) sen Tv — de) 


v5m TCOSTV ov ov 


Lm OJ,lo) 
T vom “Oo 


à tim (Ee - tdo 


| AD dl | OS. 
+ — lim n Tua )tg mv —— lim OJ-vlo) 
Tv> nv>mcostv Ov 


Tr vsm V ov 
Nm(0) = (Eu (o po! . 


Agora precisamos calcular as derivadas da série que define a função de Bessel. 
Como este é um processo longo e tedioso, que não é particularmente elucida- 
tivo do ponto de vista físico, vamos omiti-lo. Mostraremos apenas o resultado 
final. Se você está interessado em obter informações mais detalhadas sobre 
este assunto, consulte os livros de Física-Matemática das referências biblio- 
gráficas. O resultado final para Nm(o) é 


Nn(o) = À [om + 55)! no 
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392 


onde a constante y é a constante de Euler-Mascheroni, que aparece na deri- 
vação da função T'(z), a qual consta nas funções de Bessel, dada por 


D(x) 1 &/1 l 
Cat torto 


e ela vale 


1 1 1 
— | l+tstotoet>-hnN|=0,5772... 
” im ( Catatrtgom | 
É importante destacar que a função de Neumann diverge em q = O por cau- 
sa do termo In 5 que aparece na sua definição. Isso pode ser visto na figu- 
ra D.2, que apresenta um gráfico das funções de Neumann No(x) e Nx), e 
onde se percebe que essas funções também têm um comportamento oscilatório 


amortecido. 


Figura D.2: Gráfico das funções de Bessel do segundo tipo. ou 
funções de Neumann, No(x) (linha cheia) e Ni(2) 
(linha tracejada). Ambas divergem em x = 0 e têm 
um comportamento oscilatório amortecido. 


Além disso, as funções de Neumann são, de uma maneira muito clara, 
linearmente independentes das funções de Bessel J,, para qualquer valor de v, 
o que faz com que a solução da equação de Bessel para v inteiro seja dada 
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pela combinação linear da função de Bessel J, com a função de Neumann 
Nm, Isto é, 


Rto) — Emmlo) + Fm Nm(o) 


Como essas duas funções são linearmente independentes para qualquer valor 
de v, é usual representar a solução como 


R(o) = E,Ji(o) + F,Ni(o) 


- para qualquer valor de v, não apenas para v inteiro. Assim, para v diferente 
de um número inteiro, a solução pode ser tanto dada pela equação D.17 como 
pela expressão anterior. Já quando v é inteiro, apenas esta última solução 
deve ser usada. 


A solução em termos de p fica, lembrando que o = kp, 


R(p) = E,Julkp) + HF, Ny(kp) (D.23) 


que é idêntica à equação 6.123. Note que, se p = Q pertence ao domínio da 
solução, então pode ser necessário zerar a constante F,, pois N,(kp) diverge 
neste ponto. 


Além das funções de Bessel de primeiro tipo, J,, e de segundo tipo, 
N, (funções de Neumann), existem as funções de Bessel de terceiro tipo, OU 
funções de Hankel, dadas por 


Hy(o) = Jo) +iNs(o) (D.24a) 
Hi(o) = Jo) —iNi(o) (D.24b) 


As funções de Hankel também são soluções da equação de Bessel, e elas são 
inearmente independentes entre si, podendo ser usadas para formar a solução 
geral da equação de Bessel, ou seja, 


Ry(p) = E,H,(kp) + E, HS (kp) (D.25) 
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D.2 Série de Bessel 


Da mesma forma como os polinômios de Legendre e os harmônicos 
esféricos podem ser utilizados para expandir uma função em uma série de 
Legendre ou de harmônicos esféricos, as funções de Bessel definem uma série, 
chamada de série de Fourier-Bessel, de modo que uma função qualquer f(p), 
definida no intervalo O < p < a, pode ser escrita em termos das funções de 
Bessel, como sendo 


OU 
= 5 Avpdo(2up) (D.26) 
p=1 


onde os números Z, n,p = 1,2,3,... são as infinitas raízes da função de Bessel 
Jy, IStO é, 


Jy(£y) — , Pp = 1,2,93,. ro 


e os coeficientes A,» são obtidos através da expressão 


Áyp — ZE | dl f(p (uol -) po dp (D.27) | 
Jia (Zvp) 


A demonstração desta equação necessita de algumas propriedades adicionais, 
que são provadas em seguida. À primeira propriedade importante das funções 
de Bessel, válida para J,, N,, Hl e HZ, é 


To-(o) + Tosi(o) = 9 Te) (D.28) 


onde Y,(9) representa as funções de Bessel de qualquer tipo. Vejamos a de- 
monstração desta expressão para as funções de Bessel J,(p). 


Demonstração. A equação D.28, quando aplicada para as funções de Besse. 
Jy, fica 


sendo que as funções de Bessel J, são dadas pela expressão D.10, 
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Vamos escrever esta última para a função J,..1, ou seja, 
XO 
—1 2 
I,a(o) = [ E É > e A A 
e 2 ntP(n +) 2 
n=0 
Multiplicando esta expressão e dividindo-a por n + v, obtemos 


1 (0) = (2) (2 3 ra (ey? 


T————| 


“ou, lembrando que nT'(n) = T(n + 1), 
(0) = (1) (JD aro (5) 
Dea (o) 


— 
| 


O último termo envolve a função de Bessel J, (veja a equação D.10). Além 
disso, como na somatória o termo com n = 0 é nulo, ela começa efetivamente 
a partir de n = 1. Assim, obtemos 


Agora, Introduzimos a seguinte mudança de variável na somatória: m = n-1 
ou n = m+ 1. Achamos, portanto, 


À 
—— 


wtoy= (O) D Ea (O) (8) + Eno 


m = O 
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ou então, 
10) =-(2] (2) z DT (Ns 
NES talo mm +v+D? o UNE 
m =0 
ou ainda, 


Jy-1(0) = — (8) > IST ON + = 1/0) 


Vamos explicitar a função de Bessel J, 141, utilizando a equação D.10, 


Tuga(o) = ("> ms (o 


Observe que a somatória na penúltima equação é justamente J,..1, e assim 


2 


2V 
Jy-i(o) = — Jay + q le) 


OU 
2V 
Jo (0) + Jy41 = o ele) 


que é a expressão que queríamos demonstrar. 
[| 


A segunda propriedade importante válida para todas as funções de Bes- 
sel é 


Tooi(o) -Lualo)=2 


(D.29) 


Vejamos sua demonstração para as funções de Bessel J,. 


Demonstração. À equação D.29 para as funções de Bessel J, fica 


dJ(o) 
do 


J,-1(0) — Jysi(o) = 2 
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Lembrando que 


10) = ()'% (o) 
temos 
, (> sm (8) 
ou 


e = (8) E amei (8) 
(9) Ds) 


n=oô0 


Na última somatória, o termo com n = 0 é nulo, e a somatória começa de 
fato em n = 1. Além disso, na primeira aparece a função J,, e assim, 


o = a Ju(o) - (3 Do (jo 


Pela propriedade D.28, temos 


2V 
Jy-i(o) + Justo) = Ile) 
e portanto, 
V Jy— + dy 
“ Io) = (0) o +i(0) 


Além disso, na segunda somatória fazemos m=n—- loun=m+1,e desse 
modo, 
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dJ(o) — Jy— 1(0) + Ji (O E Sp e Dm! o Am += 
do 2 a TT (m ; v+2) 2 
m =— O 
ou 
v ” "n 2m-+l 
do)  Jyrilo)+JIn(o) (e 3º LU e 
do 2 2 miP(m+v+2) 12 
m =0 
ou ainda 
dJ,(o) — Jy-i(o) + Josi (0) “fe as >. (— 1)” o em 
do 2 2 miPim +v+B12 
m =0 


À somatória é a função de Bessel J,.1, e assim, obtemos 


dJ,(o) = Jv-1(0) + Jy+ (0) 


do — 9  yA4l 
ou 

dito) - Jy-a(o) — Jrsa(o) 

do 2 
e por fim, 
dd, 
Jy-(0) Jy+1(0) 2 (e) 
O 

que é a equação D.29. 1 


Estas duas propriedades, em conjunto com a ortogonalidade das funções 
de Bessel, são necessárias para provar a equação D.27. Vejamos agora a de- 
monstração da ortogonalidade dessas funções. 


Demonstração. Vamos considerar a equação de Bessel D.l, 


dR 1dR v? 
+24 (1-2 |rR=0 
12 * oo + ( 5) 
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e reescrevê-la como 


id / dR ) 
-S(o—|+(1-S ]R=0 
ão (Go) q” 


Agora, considerando que q = ko, temos 


1 d AR 2 
o fko-— |l-—— IR = 
kp d(kp) 2) é a )R ? 


1 d/ dR 2 
Rodo (75) é U E ip )R= ? 


Multiplicando esta expressão por kº, obtemos 


ld / dR »  V? 
ão Wap) ' U E R=0 D.30) 


A função J, (o p), que é uma função de Bessel, deye satisfazer a equação di- 
ferencial acima. Comparando esta função com a solução J,(kp), percebemos 
que devemos ter 


Ou 


o lyp 


hp = (D.31) 


Portanto, para esta função, a equação de Bessel fica, 


ld puta) + Top = vê J E À — () 
p dp dp q? pj Na 


Multiplicamos esta equação por pJ,(z,»' É), ou seja, por uma função de Bessel 
de mesma ordem v, mas com um argumento diferente, e a integramos no 
intervalo [0, a]. Assim, obtemos 


, dJ(7vpB) 
Pers) io (0 
“(Top VÊ p p 
+ (GE = Gae(en) te(euof) do 


À primeira integral pode ser efetuada por partes, definindo 
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dJ, (Oy! E) A 
do P 


d/ dJ(x,pf) dJ(Ly pr) 
—- + fo-oLbPalig — po EP al 
7 o dp P2Sl dp 


u=d» (Cup) > du = 


e ela fica 


dJy(ãy | dIlzpB) dave 
? (x Pa) 7 (po) = / (3 p&) (3 D 7) do 
do “a/lo o do do 


O termo entre colchetes é nulo. Em p = O ele se anula porque a função de 
Bessel está multiplicada por p, e em p = a ele se anula porque aparece o 
termo Jy(x,v'). Como x,» é uma raiz da função de Bessel J,, J,(z,p') — 0. 
Resta, portanto, 


E pdf dz, [ dI(zp8) day) 
/ dy (ivo 1) dp (pn queo. dp = 0 á dp do dp 


Voltando agora à equação que envolve as duas integrais, temos 


: dJy v É dJ, v É 
no o (2 pi) (2 5» a) do 
o do do 


É Tó * o 
| sp 
f q? Dos. (ip Ez (ivo dp =0 


Ao escrevermos esta mesma expressão trocando p por p”, encontramos 


“ddr dIgyo? 
[idem 
o do do 


8? q“ , 1/2 
ESB 


e subtraindo esta última da anterior, obtemos 
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: dJ, z x dJ, V É 
= o (7 p5) (x 4 2) do 
o do do 


É Tip v? P p 
 [ (EE Eonte)ae 
a? e viLyp a)” d Pa p 


“dIkzvp?) day? 
A. o, (2 sp —) (x p5) dp 
o do dp 


ou 


, Ty. Ty p p 
2 a Doo (ua 2) do (2108) dp = 
0 


ou ainda, 


a . 
Ea — à) [ pd, [up -) Jy (Cupo) do = 0 (D.32) 
0 


f A =. 4 
Quando p  p, o termo entre parênteses não é nulo, e portanto, a integral 
/ A a “ 
deve ser nula. Quando p = p', este termo é nulo e a integral possui um valor 
diferente de zero. Para calcular este valor, consideramos a equação diferenci- 


al D.30, 
ld 1) ; 5) 
lo ]|+H(k— ss |R=0 
pdpN dp p? 


Agora, vamos reescrevê-la como 
I (MR) Un p2pR 
do do) po tr 


e aplicá-la para a função J,(k, pp), onde k,» é definido pela equação D.31, e 
para a função J,(kp), onde k é um valor genérico qualquer. Temos, então. 


d/ dIMkop)) v? 
do (ptetounod ) E 9 7 Utuor) — hop (ku pp) 
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d/ dIMkp) 


2 
V 
(0 Idko)=-kpJ(k 
Al 2) ; (hp) pJylkp) 


Ágora, multiplicamos estas equações por J,(kp) e J,(k, »p), respectivamente, 
para obter 


d dJ(k, ve 
Ibo) 5 (AG) E (ko) Ibo) = Rego hO) pp) 


do dp 
e 
bug) (o ER) Ego) Job) = RP pI (Ru pp) oh) 
VANIA do do p viÉv,o v PlylfvoPjIrikp 


O próximo passo é subtrair uma expressão da outra e integrar o resultado no 
intervalo [0,a], ou seja, 


d( dTkvpp) a (ask o 
/ og (o SlGunel — kPa (ot ta) do = 


f kB pp Jo (kp) Jo (ku, ph) + E2pJ (bw po) Ju(kp)| dp 


: d/ dIkk,op) E d/ dIMkp) 
Jylkp)-— (ara) dp — Jylkoy. A! dp = 


(kº — E) | pJulkp)Julkv pp) dp 


As integrais podem ser resolvidas através de uma integração por partes. Par: 
a primeira, definimos 


— df dikk,pp) — ATkspp) 
dv (o do ) do > vV=p do 


e ela torna-se 
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Pd ks É . dJ, ke dJ, ki 
po pP) 1) -[ q HIulkm pr) dJo(kp) 
do 0 o do do 


Ra, 
dp 


v(ky “dIMkypp) dJ,(k 
qótulRvpa) p pu lkwpp) d (kp) 
o do do 


ou ainda, utilizando uma regra da cadeia para transformar a derivada da 
função de Bessel em 


dJvlkvpa) - dI(kypa) d(kv p/) 


dp o d(kv,pf) dp 
dJ,(ky na) 
dp —= kvpJ,(kvpa) 


onde a linha em J, (x) representa a derivada de J, (x) em relação ao argumento 
z, obtemos 


: v(ky p) dJ(kp) 
! 10 P q 
LV Pd Rd - 


Para a segunda integral, temos 


dJy(kpy 

dp 
— df dI(kp) — dI(kp) 
= (a, ) do = v = pt 


e assim, 
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d V . Iv k d LV ky 
nt. (ka) J(kypa) — p Hu lho) ddulhv;pp) do 
, o dp do 


ou, como 
1 kupa) = J( 2a) = J(xp) =0 


a segunda integral fica 


É d (vo)) “AT ko) dIkypp) 
Ikvo)-—|p-2— |do=-— | pr Pl q 


Combinando as duas integrais, temos 


é, 
dJ, ky, dd, ko 


f 
GkvpJy(kvpa)Jy(ka) / do dp 


“ dIdkp)dJ ' ) o 
-|- | prt go) = (2 -kê) / pJ (ko) Julkv pp) do 
o dp dp 0 


OU | 
É 
ahispJo(bga) Jo (ka) = (Rê 825) | pJARO)S (,pp) de 


Agora, derivamos esta expressão em relação a k, isto é, 


dJ,(k 
akv,pJ, (Kva) Uia) = 


dk 
a 2 dJ,(k 
+ | pJy(kp) Ju (kv, pf) dp + (k? = ko) [ P A p) Jylkv pp) dp 
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Ou 


dJ,(ka) d(ka) 
plo o) dE O 


uú 
ok / oJ(kp)J(kypp) dp + (k? — k2, 


ou ainda, 


0 kvpJ (va) Ji (ka) = 
0) a | 
26 pdo(hp)Jo (hop) d+ (Rê 425) [ PP JU(RO) Jo Chuph) do 
0 
Por fim, tomamos o limite k — k,» na expressão acima. O último termo se 


anula, e assim, obtemos 


É) 


0º kvp Jp) Ji (ky pa) — 2h | pJulkv pp) Ju(ky vp) do 
ou 
2 


É! É 
/ pJv(kvpp) Jy (kv,pP) dp = 9 Ji(kv pa) 


que é o valor da integral D.32 inicial quando p = 7”. Ele pode ser reescrito 
mediante o uso das propriedades D.28 e D.29 vistas. Vamos subtraí-las, para 
obter 


1u-1(0) + Juri(0) — [J-1(0) — Jon(0)] = *,(0) — 2002 
2J,11(0) = E Jo) - tis / 
ou ainda, 
o — a Jul) — Josi (0) 


Como o=kpe k = k,p = 2, para o valor q = ka, obtemos 
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dJ,(ky pa) UV 


A 7, ky = Jy ky 
d(ky nã) Epa” p4) 1a( pl) 


OU 


-! Zup )- Tvp ) 
Jy(kv pl) — na do( A “ E, a u 


ou ainda, lembrando que x, é raiz de Jy, 


T(kvpa) = —Jyu(Zvp) 
Voltando à integral inicial, achamos 


a? 


G 4 
/ pJvlkypp)Jylkvpp) do = 2 Joop) 


E finalmente, a condição de ortogonalidade das funções de Bessel torna-se, 
lembrando que, se p £ p', à integral é nula, 


a? 


É 2 
/ pJ(kvpp) Jo(kvp'p) do = 5 Uusi(top) | ops (D.33) 


E 
Agora estamos em condições de demonstrar a equação D.27, 


Ayp = 25) tos (po) p dp 


12 J2.1(%v,p) 


Demonstração. Para provar a relação D.27, de início, multiplicando a séri 
de Bessel D.26 por pJ, (up) e integramos o resultado no intervalo [0,a 
ou seja, 


foros, (up o) do = É s Aypdy (2up5) pd) (po) do 


Podemos trocar o sinal de integração com o de somatória, e assim, como A,, 
é uma constante, 
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A F(0)J (up )pdo = » Aro | pd pJ, (2up6 )I (up É) dp 


p=>1 
À integral é dada pela condição de ortogonalidade D.33, isto é, 


a 2 

o, f) 2 
[ plo(2u02) Jau 2) do = S[rilzua) dp 
: a a 2 


“eassim, 
OQ a? o 
[to Ho up = )pdp = Do Avp Jea(2op)] ôp;p! 
p=1 


Na somatória, sobrevive apenas o termo com p = 7”, e portanto, 


2 
[te Ip (up - )pdp = Ap Uosi(zup) | 


ou, eliminando as linhas, Já que elas são desnecessárias, 


Avp = 227 | 1t0 flo v(tupo — )pdp 
Jos (70,9) 


que é a equação D.27, agora demonstrada. 
mM 


Existem outras relações importantes envolvendo as funções de Bessel. 
Uma delas é dada pela equação 


e = —J(o9) 


como pode ser visto mediante a utilização da expressão D.10 para m = 0,e 
neste caso, 


À sua derivada é 
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n=l 
(8) Dcimeo(d) 
la 2 rea (5) À 


Agora, fazemos n = m+ 1,e então, 


ss, CP ()-ls DO (yr 
o (n- DT(n +12 o a mP(m+1+1)12 


ou 


E o mrern(a) =5Lmerro(é) 


n = 


ou ainda, 


dJo(o) ox (ap (2) 
do 2 De nP(n+1 +? 


onde, no penúltimo passo, retornamos ao índice n. Como 


N(0) = (9 acer (6). 
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Outras propriedades são estudadas nos exercícios (veja os exercícios D.1, 
D.2 e D.4), incluindo a fórmula de Rodrigues para as funções de Bessel (exer- 
cício D.3). 


D.3 Funções de Bessel Modificadas 


Ao resolvermos a equação de Laplace em cilíndricas, na seção 6.6, obti- 
vemos as equações 6.101 e 6.102, que são, respectivamente, 


1 (o) | dO p 


pRdp NV do)" 2O do? — 
C 
d2 Z 
“DS —k2Z=0 
dz? 


Observe que, para encontrar essas equações, consideramos a constante de 
separação como sendo —k?. No entanto, poderíamos também tê-la considerado 
como Kº. Neste caso, a equação para Z ficaria 


S/A 
da tr 4=0 
que possui a equação característica 
2 2 “4; 
mét+rº=0>ma= ti 


a qual gera as soluções 


m=i8>7Z= Ae“? 


m = —ikx > Z = Be"? 
“que produzem a solução geral 
Zd(z) — Ae? + Bet 


ou, mediante o uso da relação de Euler 6.6 para transformar as exponenciais 
complexas em senos e cossenos, 


Lnlz) = A, cosnz + B, sen kz (D.34) 
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Note que esta solução é oscilante. Ela é diferente da expressão 6.118 obtida 
na seção 6.6.2, que é 


Zyp(z) = Apel? + Be" 


Entretanto, uma pode ser obtida da outra, pois podemos relacionar as cons- 
tantes —k“ e x? considerando que k é um número imaginário puro, e não real, 
como até agora vinhamos pensando. Assim, se k = 1K, temos 


2 2? 
—ké = —(—Dk 
—hé = Kº 


Com esta substituição, a expressão 6.118 pode ser reescrita como . 
Zulz) = Ae 4 Bret 


e, mediante a relação de Euler, obtemos a expressão D.34. ID possível mostrar 
também que, partindo desta última equação e considerando que K = E = —1k, 
encontramos a expressão 6.118. Esta verificação fica como exercício (veja O 
exercício D.5). Isso resolve o problema da equação para Z. Vejamos agora o 
que acontece com a outra expressão. 


A equação 6.101 também deve ser modificada. pois estamos utilizando 
a constante de separação x*. Ela fica, então. 


RV, A O 
oRdo do) * O do? — 
Esta equação tem como resultado duas outras equações. que utilizam uma 
nova constante de separação, v, que são as expressões 6.119. 


Po 
do O =0 


para O, e 6.121, 
dR 1dR 1? 
DO [> — — 
TE + do + 2) ? 


para ft. Note que esta última é a equação de Bessel e que o = kp. Na equação 
para O não aparece k, e assim, ela continua tendo as soluções 6.120 e 6.107, 
que são, respectivamente, 
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para v £0,e 


O,(9) = C, cosvO + D, senvê 


O0(0) — Co + Do6 


se »v = (0. Estas expressões não mudam. Entretanto, a equação de Bessel 
precisa ser modificada, pois nela aparece o fator k, que deve ser substituído 


por ix. Assim, como o = kp, temos o = isp= id, 0º = —(o')2, e também 
d do d 
do de' do 
doa 
do do 
ld d 
ido do 
do. d 
do do 
e 


ou 


| 

| 
| ma 
No 
LT 

A. 
a| 
NA, 


dº R ld 2 
— + R 1+>— ]R=0 (D.35) 
(0')2 


dlo)2 ddo 


Esta equação é chamada de equação de Bessel modificada, e suas soluções são 
as funções de Bessel modificadas. No entanto, como k = ir e o = 10, é fácil 
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perceber que estas funções são as funções de Bessel normais, apenas com um 
argumento que é imaginário puro, ou seja, as soluções são as funções de Bes- 
sel Jy(t0), as funções de Neumann No(io), e as funções de Hankel Hl(io) e 
Hó(io), sendo que não colocamos a linha em o' para evitar complicações des- 
necessárias. Em geral, as soluções linearmente independentes da equação de 
Bessel modificada são escritas em termos das funções 3, (0) e Kp(o), definidas 
da seguinte forma: 


J,(o) — 2 Julio) (D.36) 


Ku(o) = ci“ Hi(io) (D.37) 
Elas são reais se q e v forem reais. À solução geral fica 


Bolo) = EvI,(rp) + F,Ks(Kp) (D.38) 


lembrando que, como K, é derivada da função de Hankel, que por sua vez 
envolve a função de Neumann, ela diverge em p = 0, e isso precisa ser levado 
em conta quando utilizamos a expressão D.38 num determinado problema. 
Essas funções são utilizadas, normalmente, quando alguma condição de con- 
torno do problema envolve a variável z, como é o caso do exemplo 6.18. Nestes 
casos, pode ser preciso expandir as condições de contorno nas funções de z, 
que agora são senos e cossenos, e então obtemos alguma série de Fourier. 


D.4 Exercícios 


D.1  Demonstre a equação 


EE ot 


D.2 Prove que, para as funções de Bessel, vale a relação 


d file 1 
o ( 9” )- 9” v+1(0) (D.39) 
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D.3 A fórmulade Rodrigues para as funções de Bessel é dada por 


Julo) = 0º (15) dolo (D.40) 


Mostre esta relação, utilizando, se necessário, o resultado do item 
anterior. 


D.4  Demonstre que 


Ed 


ão | Ji(o)| = oJo(o) 


e que, em geral, 


“ole” 30) = 9" Jv-(o) 


D.5 Mostre que, partindo da expressão D.347 é possível obter a equa- 
ção 6.118 mediante a substituição K = —tk. 
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